T.C.
KIRIKKALE UNIVERSITESI

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

YUKSEK LiSANS TEZIi

MODIFIYE SZASZ-MIRAKYAN OPERATORLERININ AGIRLIKLI

YAKLASIM OZELLIKLERI

NAZLI SAYIR

OCAK 2020



Matematik Anabilim Dali’nda Nazl1 SAYIR tarafindan hazirlanan MODIFIYE
SZASZ-MIRAKYAN OPERATORLERININ AGIRLIKLI YAKLASIM
OZELLIKLERI adli Yiiksek Lisans Tezinin Anabilim Dali standartlarina uygun
oldugunu onaylarim.

Prof. Dr. Ali OLGUN

Anabilim Dal1 Baskani

Bu tezi okudugumu ve tezin Yiiksek Lisans Tezi olarak biitiin gereklilikleri yerine

getirdigini onaylarim.

Dr. Ogr. Uyesi Basar YILMAZ

Danigsman
Jiiri Uyeleri
Baskan : Prof. Dr. Ali ARAL
Uye : Dr. Ogr. Uyesi Giimrah UYSAL
Uye (Danisman) : Dr. Ogr. Uyesi Basar YILMAZ
.../01/2020

Bu tez ile Kirikkale Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisti Yonetim Kurulu Yiiksek

Lisans derecesini onaylamistir.
Prof. Dr. Recep CALIN

Fen Bilimleri Enstitiisi Muduria



OZET

MODIFIYE SZASZ-MIRAKYAN OPERATORLERININ AGIRLIKLI
YAKLASIM OZELLIKLERI

SAYIR, Nazl
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1 Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Basar YILMAZ

Ocak 2020, 44 sayfa

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismi igin ayrilmustir. ikinci
boliimde tez ¢alismasiyla ilgili temel bilgiler verilmistir. Uciincii béliimde klasik Szasz
operatorlerinin tanimindan ve 6zelliklerinden bahsedilmistir. Dordiincii bolimde ise
modifiye edilmis Szasz-Mirakyan operatorlerinden bahsedilmistir ve agirlikli

uzaylarda yaklagim 6zellikleri incelenmistir. Son boliim tartisma ve sonug kismidir.

Anahtar kelimeler: Modifiye Szasz-Mirakyan operatorleri, Agirlikli uzaylar,
Yaklasim hizi



ABSTRACT

WEIGHTED APPROXIMATION PROPERTIES OF MODIFIED

SZASZ-MIRAKYAN OPERATORS

SAYIR, Nazlh
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics M. Sc. Thesis
Advisor: Assist. Prof. Dr. Basar YILMAZ

January 2020, 44 pages

This thesis consists of five chapters. The first chapter is reserved for the introduction.
In the second chapter, general information about the thesis is given. In the third
chapter, the definition of well-known classical Szasz operators is given and the
properties of Szasz operators are mentioned. In the fourth chapter, modified Szasz-
Mirakyan operators are introduced and some of their approximation properties are

examined. The last chapter is devoted to results and discussion.

Keywords: Modified Szasz-Mirakyan operators, Weighted spaces, Rate of
approximation
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: p(x) = 1 olmak tizere R™ tizerinde siirekli fonksiyon
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: f fonksiyonu igin siireklilik modiilii

. f fonksiyonunun % adiml1 p-inci fark operatorii

. f fonksiyonunun n-inci boliinmiis farki
. Lineer pozitif operator

: Szasz operatorleri



1. GIRIS

Yaklasimlar teoresinde klasik Szasz-Mirakyan operatorlerinin genellestirilmesine
yonelik bir¢ok arastirma yapilmistir. Bu arastirmalarin en biiyiik amaci fonksiyonlara
istenilen anlamda (normda, noktada, diizgiin,...) yakinsayan ve kullanislilig1 daha iyi
olan operatorler dizisi elde etmektir. Bu ¢alismalar sonucu olusturulan operatorlerden
biri de Acar vd. (2017) tarafindan yapilan c¢alismada, yazarlarin olusturdugu
ep,e?%(a > 0) fonksiyonlarim1 koruyan yeni bir modifiye Szasz-Mirakyan
operatorleridir. Bu operatorler Szasz (1950) ve Mirakyan (1941) tarafindan
tanimlanmistir (Altomare ve Campiti, 1994). Literatiirdeki bazi ¢aligmalar Becker vd.
(1978), Gupta vd. (2006) ve Aral (2014) tarafindan sunulmustur. Bizim bu tezde
inceleyecegimiz modifiye Szasz-Mirakyan operatorleri Acar vd. (2017) tarafindan
tanimlanmis ve devami olarak farkli ozellikleri Aral vd. (2019) tarafindan
incelenmistir. Bu operatorler klasik Szasz-Mirakyan operatorlerine kiyasla daha iyi
sonug¢ vermektedir (Acar vd. 2017; Aral vd. 2019).

Szész operatorleri, f fonksiyonunun [0, co) araliginda sinirli ve siirekli olmasi halinde

Sa(fin) = e iy f (£)

seklinde tamimlanir (Szasz, 1950; Altomare ve Campiti, 1994). Bu Szasz
operatorlerinden yararlanilarak tanimlanmis olan modifiye Szasz-Mirakyan

operatorleri

na, (x
R, (f; ) = e~ z( "( ) f (n) neN, x>0, (1.1)
seklindedir. Burada, a,(x) = n(ezz+:l_1) ve f € C[0, o) seklinde tanimlanmigtir

(Acar vd., 2017).

Acar vd. (2017) tarafindan bu operatorlerin iistel fonksiyonlar1 koruma ve sekil
koruma gibi 6zellikleri incelenmis olup yaklasim hizi teoremleri ve Voronovskaya
tipinde teoremler verilmistir. Ayrica, Aral vd. (2019) tarafindan ise agirlikli uzaylarda

yaklagim arastirmalari yapilmistir.



1.1. Kaynak Ozeti

Tezde kullanilan temel kavramlar i¢in Hacisalihoglu ve Gadjiev (1995)’in “Lineer
Pozitif Operator Dizilerinin Yakinsakligi” isimli kitabindan yararlanilmistir. Tezin
dordiincti boliimiinde Aral vd. (2019)’nin “Approximation Properties of Szasz-

Mirakjan Operators Preserving Exponential Functions” isimli makalesi esas alinmstir.

1.2. Calismanin Amaci

Bu tez ¢alismasinda agirlikli Korovkin teoremini kullanarak modifiye Szasz-Mirakyan
operatorlerinin agirlikli yaklasim 6zellikleri incelenip, sonrasinda Korovkin teoremi
kullanilmadan benzer sonuglar gosterilecektir. Ayrica uygun siireklilik modiili
kullanilarak tstel agirlikli uzaylarda kantitatif sonuglar ve yaklasim hizlar1 elde

edilecektir. En sonunda Voronoskaya tipli teorem verilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boéliimde diger boliimlerde ihtiyag duyacagimiz tanim ,teorem ve ispatlara yer
verilecektir. Ayrica lineer pozitif operatorlere dair dzelliklerden bahsedilerek bazi

temel tanim ve teoremlere de yer verilecektir.

2.1. Lineer Pozitif Operatorler Dizisi

Tamm 2.1.1. X ve Y iki fonksiyon uzay1 olmak {izere
LX->Y

f=Lf)=yg
X’den alinan bir f fonksiyonunu Y’de bir g fonksiyonuna karsilik getiren bir L

doniistimii varsa bu L doniisiimiine operator denir.

X uzayindaki her f fonksiyonunun operatér altindaki gértntiisii Y uzayinda L(f) =
g yerine L(f(t);x) = g(x) veya L(f;x) = g(x) ile gosterilir (Hacisalihoglu ve
Haciyev, 1995).

Tamim 2.1.2. X lineer bir uzay olsun. X uzayinda f; ve f, iki fonksiyon olmak iizere

a ve [ keyfi iki reel say1 olsun. Eger her a ve 8 i¢in

L(afi + Bf2;x) = aL(fi;x) + BL(f2; x)
kosulu saglaniyorsa L operatoriine lineer operator denir (Hacisalihoglu ve Haciyev,

1995).

Tanim 2.1.3. X bir lineer uzay olsun. L bir lineer operatér olmak tizere eger V f(x) >

Oicin L(f;x) = 0 ise bu operatdre lineer pozitif operatoér denir (Hacisalihoglu ve
Haciyev, 1995).

Tamm 2.1.4. Eger L lineer ve pozitif bir operator dizisi ise
Vtigin f(t) < g(t) ise
L(f(t);x) < L(g(t);x) olur.

Bu 6zellige monotonluk 6zelligi denir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).



2.1.1. Lineer Pozitif Operator ve Ozellikleri
Lemma 2.1.1.1. L lineer pozitif operatdr bir operator olmak {izere L monoton artandir

(Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

Ispat. Monotonluk tanimi geregince
f@®)=g@® = L(f();x) < L(g(6);x)
f@)=g@®)=g@)-f(&) =0
= L(g(®) — f(£);x) = 0
= L(g(t); x) — L(f(t); x) = 0 (lineerlik 6zelligi)
= L(f(t);x) < L(g(©); x)
L(f;x) < L(g; x)
olur.

Lemma 2.1.1.2. L lineer pozitif operatdr olmak {izere L 'nin monoton olmasindan

dolay1

IL(f;201 < L(f]; %)
olur (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).
Ispat. v f fonksiyonu i¢in L lineer pozitif operatdr dizisi monoton
artandir. Dolayisiyla
—fl<f=<Ifl = L(-Ifl;x) < L(f;x) < L(|f];x) (monotonluk)
= —L(lf|;x) < L(f;x) < L(If|;x) (lineerlik)
= [L(f;0] < LAf1; %)
olur.

Tamm 2.1.1.1. X ve Y lineer fonksiyon uzaylari olmak tizere L: X = Y tanimli lineer
operator dizisi olsun. X tizerindeki norm ||.||x , Y tlizerindeki norm |[.|ly D(L)

operatoriin tanim kiimesi olmak iizere

Vx € D(L) =X igin

IL(x)|ly < M||x|ly seklinde M >0 sayis1 varsa L’ye sinirli operator denir

(Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).



Tamm 2.1.1.2. X; = (X1, X3, ..., %) V€ Y; = (1, Y2, ..., V) SONlU (veya sonsuz)

elemanli diziler olmak iizere p,q € Rve p,q > 1igin % + é = 1 kosulu saglansin. Bu

durumda

esitsizligine Holder esitsizligi denir (Shalit, 2017).

Belirtelim ki n = 2 i¢in bu esitsizlik Cauchy-Schwartz esitsizligi olarak bilinir.

Teorem 2.1.1.1. (Weierstrass Teoremi)
f(x) € Cla, b] olmak tizere her € > 0 i¢in a < x < b kapal1 araligindaki tiim X’ler

icin |f(x) — p(x)| < € olacak sekilde p(x) polinomu vardir (Weierstrass, 1885).

Yani, [a,b] c R keyfi kapali araliginda siirekli olan her f fonksiyonuna diizgiin

yakinsayan bir polinom dizisi bulunabilir.

1952 yilinda ise Bohman, toplam seklinde olan lineer pozitif operatorler dizisinin

[0,1] kapal1 araliginda f fonksiyonuna yaklagim problemini goz oniine almistir.

2.2. Siireklilik Modiilii

Tamim 2.2.1. Kabul edelim ki f, [a, b] araliginda tanimli sinirli bir fonksiyon olmak

tizere f fonksiyonunun siireklilik modiilii w(f, §) seklinde gosterilmek tizere
Keyfi § > 0 igin

w(f,6) = tféffb]lf(t) — )l
[t—x|<6

seklinde tanimlanan w(f, §) fonksiyonuna f’nin [a, b] araligindaki stireklilik modiilii
denir (Altomare ve Campiti, 1994; Butzer ve Nessel, 1971).

Teorem 2.2.1. Siireklilik modiilii asagidaki 6zellikleri saglar (Altomare ve Campiti,
1994; Butzer ve Nessel, 1971):

D) w(f,6) =0.



i) w(f,mé) <mw(f,8), meN.

iii) w(f,28) < A+ Dw(f,8), A €R*
iv) 8, <68, = w(f,86,) < w(f,5,).

v) w(f, [t —x]) = |f() - fF(Ol.

i) lim w(f; 6) = 0.

2.3. Boliinmiis Farklar

Tanmmm 2.3.1. f fonksiyonunun tanim kiimesi olan (a, b) araligi i¢in X, xy,.., X,

olacak sekilde n+1 tane nokta segilsin. Bu takdirde

f) =I[x] k=0,1,..,n
olmak tzere

f[xlr Y] xn] - f[xO' X1yee) xn—l]
Xn — Xp

f([xo; xli =P xn]) =

ifadesine f 'nin n-inci boliinmiis farki denir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).
n = 1 i¢in boliinmiis fark

f[xo,X1] = f(x;cz :i:fx())

ile ve n = 2 i¢in boliinmiis fark

flxy, x2] = flx0, %11

X2 — Xp

flxo, x1,%2] =

ile ifade edilir.

_ k+1 _ k+2 i
Xo =—— ve x; =—— segilirse

_ f ) = f(xo)

flxo, 1] = X, — %o
D) -0
k+2 k+1
n n



dir.

2.4. Ileri Fark Operatorii
j=0,1,..,n ve x; € (a,b) olmak lizere f(x) fonksiyonu (a, b) lizerinde taniml1

olsun.
Af (%) = £(x541) = f(x7)
k =1 dogal sayist icin
Af (o) = AT f (x1) = 871 ()
ifadesi ileri fark operatorii olarak bilinir.
k = 2 i¢in ileri fark operatorii asagidaki bicimde ifade edilir:
A%f(x) = Af (x701) — Af(x7)
= f(x542) = f(%41) = (f(xj+1) - f(x,-))
= f(x5+2) = 2f (x41) + f(%)).

Bu bilgiler yardimiyla asagidaki ifade kolaylikla elde edilebilir.

Teorem 2.4.1. j,k=0,1,..,n ve x; € (a,b) olmak iizere f(x) fonksiyonu (a, b)
tizerinde tanimli olsun. Bu takdirde

1
f[x]', ...xj_,_k] = FAkf(x])

olur.

ispat.
flian o Xjieaa] = £l %540
% %1 Xy ] = = ’;j:':*l_xf o




_ A Cger) g ()
B k+1

1
(k + 1)!

NS (1)

Tamm 2.4.1. L: X — Y bir operator ve X ve Y birer fonksiyon uzay1
olsun. vn € N igin
L((t —x)k; %), keN
ise L,,’ye k-inci merkezi moment denir (Lorentz,1953).
Tanmm 2.4.2. (f,) fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna C[a, b]’de diizgiin yakinsak

olmasi igin gerek ve yeter sart Vx € [a, b] igin

rlll_{{)lo”fn(x) _f(x)”C[a,b] =0

esitsizliginin saglanmasidir. Bu diizgiin yakinsama f,,(x) = f(x) seklinde gosterilir

(Musayev vd., 2003).

Bohman (1952) toplam seklindeki lineer pozitif operatorler dizisinin [0,1] kapal
araliginda siirekli olan bir f fonksiyonuna yaklagimini arastirmigtir. Sonrasinda
Korovkin (1953) ise Bohman’in elde ettigi kosullar1 daha genel hallerde gegerli oldugu
sonucuna ulagmistir. Simdi, yaklasimlar teorisi icerisinde Onemli bir yeri olan

Korovkin teoremini ifade edelim.

Teorem 2.4.2. (Korovkin Teoremi)

f € Cla,b] ve f tim reel eksende sinirh olsun. Eger L, (f; x) lineer pozitif operator

dizisi n —» o iken Vx € [a, b] i¢in

L,(Lx)31 (2.1)
L,(t;x) 3 x (2.2)
L,(t%x) 3 x? (2.3)

Kosullarin1 sagliyorsa  [a, b] kompakt araligi {izerinde L,(f;x) 3 f(x) olur
(Korovkin, 1953 ve 1960).



3. SZASZ OPERATORLERI

Sz4sz-Mirakyan operatorlerinin genellestirilme ya da bir diger deyisle modifiye
edilme amac1 6nceki versiyonlarina kiyasla fonksiyonlara daha az hatayla yakinsayan
operatorler dizisi elde etmektir. Szasz-Mirakyan operatorlerinin diger bir 6nemli
ozelligi ise klasik Szasz operatorlerine kiyasla iistiine koyulacak fazladan 6zellige
gereksinim bulunmamasidir (Aral vd., 2019; Becker vd., 1978). Bu béliimde ilk olarak
Szasz operatorlerinin tanim ve Ozelliklerinden bahsedilerek Korovkin —teoremi

yardimiyla yaklagim ile ilgili 6zellikler verilecektir.

Tanmm 3.1. f € C(0, ) olmak tizere sinirh ve siirekli olsun. Bu takdirde

(nx)k

Salfix) = e B, f () 5, x € [0,00) (31)

bicimindeki Szasz (1950) tarafindan Bernstein polinomlarini smirsiz araliga

genellestirmek i¢in tanimlanan lineer pozitif operatorlere Szasz operatorleri denir.
Simdi, Szasz operatorleri ile ilgili olarak bilinen iki teoremi ifade ve ispat edelim.

Teorem 3.1. (3.1) esitligi ile verilmis olan Szasz operatorleri B € (0, 0) olmak iizere
[0, B] kapal1 araliginda

) S,(Lx) =31

i) S,(t;x) 3x

iii) S,(t%x) 3 x?
sartlarin1 saghyorsa f € C[0, B] fonksiyonu i¢in n — oo iken

Sau(f3%) 3 f(x), x€]0,B]

olur.
Ispat. Szasz operatorleri igin lineerlik ve pozitiflik kosulunu kullanarak, Korovkin
teoremi yardimiyla fonksiyona diizgiin yakinsadigini gosterelim.
[k olarak operatérlerin lineerligini gdsterelim.

Va,B € R ve f,g € C[0,B] igin



((af(t) +,8g(t)) i[ ( ) (%)] (n:!)k

k=0

ey () e 3o ()

k=0
= aS,(f(); x) + BSn(g(t); x)

oldugundan (S,,) lineer operatordiir.

(8) nin pozitif operator oldugunu gosterelim.

k e Nvex € C[0,B] i¢in

(nx)"
T >0

-nx

oldugundan
f =0 igin S,(f(t); x) = 0 elde edilir.

i) (n » o)iken S,(1;x) 31 oldugunu gosterelim.

Su(133) = e 3z, f (£) 25

- e_nxi (nlf!)k

k=0

/N
3
R
Il
=
ngk
fan)
S

ii) (n » o) iken S, (t;x) 3 x oldugunu gosterelim.

Sp(fix) = e‘""Zf( >(nx)k

d k
g Z E (nx)
n k!

k=1

(k-k+1)

10

k=0

(nx)"
k!




o

k+1 (nx)k+t

n

k=0

oo

(k + 1)!

k+1 (nx)*. (nx)

e X E
=0

(k + 1)k!

n
k
o (oK
- xe ”’“Z k!
k=0
*© Kk
nx
LA
k=0 )
—_ xe—nxenx
= X.

iii) (n - o) iken S, (t%; x) = x? oldugunu gosterelim.

Su(t%x) = e‘""if (S)

(nx)*
k!

[0}

k=0

(k2 =k(k—1) + k)

k? (nx)k
n? k!

n2

k(-1 0k o k (mo)F
=) e )
k=2 ' k=1 |
k=D 0F 1k (o)k
—¢ ""Z 2kl T© anZE k!
k=2 k=1
_ _nxi 1 (nx)* _nxlik(nx)k
—¢ k-2 ¢ nlin Kk
k=2 k=1
. o (nx)? (nx)k2 _nxlik(nx)k
B n?z (k—2)! ndan k!
k=1
(k> k+2)
had k
= x2e™™ Z (n:') + =S, (t; x)
k=0



1
=x%S,(1;x) + ;Sn(t; x)

olarak elde edilir ve (i), (ii), (iii) kosullari saglandigindan Korovkin teoremi geregince
her f € C[0, B] igin

n—o iken  S,(f;x) 3 f(x) olur.

Teorem 3.2. f € C[0, o]

SU(f;x) = nTe ™ i Ay f (%) (nx)k

k!
k=0 "

saglanir.

Ispat. S,(f;x) =e ™ Y2, f ( )(nx) olmak {iizere esitligin her iki tarafinin

tirevini alalim.

Su(fix) = —ne—nxi ()@ 0 _nxz (t )k(nx)k :

k=0
> k k-1
e 3 (O S ()
(k-k+1)

e R e ()
2[ ()1 G

ne ™ B b f (£) 22

Benzer sekilde ikinci tiirev igin

12



SU(fix) = —ne _nxz ( )(El;c))"‘ i _nsz1f< )k(nx)k 1

k. (k = 1)!
(k->k+1)

oS () S ()

e o () ()

e S a0

elde edilir. Bu ifade r-inci tiirev i¢in genellenirse

500 we S ()2

seklindeki istenen sonug elde edilir.

13



4. USTEL FONKSiYONLARI KORUYAN SZASZ-MiRAKYAN
OPERATORLERININ YAKLASIM OZELLIKLERI

Bu béliimde amacimiz, (1.1)’deki operatorlerin bazi agirlikli yaklasim 6zelliklerini
incelemektir. Oncelikle agirlikli Korovkin tipli teoremi kullanarak, operatdrlerin
agirlhiklt  diizgiin yaklasimini inceleyecegiz. Sonra benzer sonuglari Korovkin
teoremini kullanmadan elde edecegiz. Ayrica istel agirlikli uzaylarda, uygun
tanimlanmus siireklilik modulii yardimiyla bu operatorlerin kantitatif sonuglar1 ile
ilgilenecegiz. Operatorlerin tiirevlerini tanimlayip diizgiin yakinsaklik hizlarini ele
alacagiz. En sonunda operatorlerin birinci tiirevleri i¢in Voronovskaya tipli teoremini

ispatlayacagiz.

Acar vd. (2017) modifiye Szasz-Mirakyan operatérlerini tim x > 0 ve n € N igin
R,(1;x) =1 ve R, (e?%;x) = e?%*

olacak sekilde asagidaki sekilde tanimlamustir:

Tanmm 4.1. f € C[0, ) ve asagidaki ifadenin sag tarafinin mutlak yakinsak olmasi

halinde

k
R, (f; %) = e nen®) Z;?:O@f (%) nenN,x=0 (4.1)

2ax

ifadesine Modifiye Szasz-Mirakyan operatorleri denir. Burada , a,,(x) = n(ezansT)

seklinde tanimlanmustir.

Asagidaki bilgiler ile ilgili kaynaklar (Aral vd., 2019; Gadjiev, 1974; Hacisalihoglu
ve Haciyev, 1995; Coskun, 2003) olarak verilebilir.

pr(x) fonksiyonlar1 k = 1,2 i¢in R {izerinde tanimli, sinirsiz, siirekli ve p;(x) = 1
sartin1 saglayan fonksiyonlar olsun. Ayrica, [ smirsiz keyfi bir aralik olsun. Bu
takdirde

B, = {f:1f)l < M, (x),x € 1}, Cpop, = {f:f e By, f stirekli}

14



| araliklarinda tanimlanan fonksiyon uzaylandir. B, agirlikli bir uzay olarak olarak

adlandirlmak iizere ve ||f]l,, = sup% seklinde verilen p, normuna sahip bir
xel Pk

Banach uzayidir.

Asagidaki Onermeler ve teorem (Aral vd., 2019) kaynaginda ispatsiz olarak

bulunabilir.

Onerme 4.1. Cp, uzerinde tanimlanan bir L lineer pozitif operatoriiniin C,, *den B, 'ye

doniigtim yapmast igin gerek ve yeter sart L(p;) € B, olmasidir.

Onerme 4.2. L: C, (R) = B, (R) lineer pozitif operatdr olsun. Bu takdirde
ILllc,,-8,, = IL(p1)ll,, esitligi saglanir.

Onerme 4.3. Vn € N igin A, Cp,(R) = B, (R) lineer pozitif operatdr olsun. Kabul

edelim ki Vx € R icin p; < Mp, olacak sekilde M > 0 sayisi mevcut olsun. Bu

takdirde lim ||4,(p1) — p41ll,, = 0 ise [|A,llc, —p, normu diizgiin sinirhdir.
n—oo P1 P2

Ispat. ||4,(py) — pill,, = 0ise Ve > 0icin IN = N(&) vardir. Bu takdirde Vn >
N icin  ||4,(p1) — p1llp, < €olur. Aynizamanda p;(x) < Mp,(x) olmasindan
dolay1 ||ps1l,,, < M olur.vn € N i¢in Onerme 4.2 kullanilarak
||An”Cp1—>Bp2 = ||An(P1)||p2 = [[4n(p1) —p1 + P1||p2
< [14nCo1) — pall, + llp1llp, < &+ M yazilir.
K = maks {I1Allc,, -5, 14z llc,, -5, & + M} segilirse |4nllc,, -5, < M
olur ve ispat tamamlanir.
p1(x)

Teorem 4.1. Kabul edelim ki lim,,_, 0 0 olsun. A,: C, (R) = B,,(R) yani

Ay, C, (R)'den By, (R) ye doniisiim yapan lineer operatdr dizisi olsun. Bu operator

asagidaki ii¢ sart1 yerine getirirse
lim || A (p7) = pf 1,,=0, v=0,1,2,

n— oo iken keyfi f € C,, (R) fonksiyonu i¢in p, normunda

15



rllll?o Il Ap(f) — f ll,,=0 olur.
Ispat.
p1(x) = % alalim.

2

v =0icin

11m Il A, (p) — p? |Ip2=rlli_r>rolo Il A (1) — 11l
=0
dir.
v=1i¢in
Lim || A (p1) = pi llp,= lim ay,(x) — a, (x)]
=0
dir.
v =2Ii¢in

n(P1) pi
P2 (x)

)

 lim o 14 (01) — pi]
n- xeR 1+P1(x)

hm Il An(p ) = pl ”pz A%(

P2 (x)+-10) 1(") —p2(x )‘

=lim | su
n—oo xe]]lg) 1+p2(x)

Pl(x)
=lim ( su
n—oo xe]}g 1+P%(x)

= lim (Supxemimgo )
n(1+p1(x))

R |
=lim =
n-oon

=0
dir.
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Lemma 4.1. Modifiye Szasz-Mirakyan operatorii (R,,),>; olmak iizere

DR, (1;x) =1

2ax

ll) R,n(e“t; x) — e(ed/n+1)

iii) R, (e2¥; x) = €24

2at
iv)iRn(e&”;x) — e(ea/n+1)

(e2a/mtet/ 74 1)

17) R (e4at.x) — eZa,x(eZ"'/’”+1)
n ]
dir. Burada
2ax

a,(x) = py Ty L = xf, seklindedir (Aral vd., 2019).

Ispat. i) R,(1:x) = 1 oldugunu gosterelim.
R

— o (x) gnn(x)

elde edilir.

2ax

i) R, (e x) = e(=*/"+1) oldugunu gosterelim.

ko k
R, (e™; x) = e %) Zg;owea—

(nan(x)e%)k

j— —na,(x o
e (%) Zk:O p

a
—e —na,(x) e n(x)e"

x
Nna. 677-—1)
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2ax g
— en(ezav/n—1)-n<en_ 1)

2ax n(en
— en(e“/”‘—l)(ea/"+1)

IR
|
=
—

2ax

(e‘l/"+1)

=e
elde edilir.

iii) R,,(e?%; x) = 2% oldugunu gosterelim

Rn(ez(xt ) = g~ nan(x) Zoo (na,,;(('x)) e %a

2 \k
(nan(x)e‘r_ta>
=g Nn(x) o —

k!
2

= g "% (=) e’nan(x)eﬁa

2a
na, (x) <67—1>
=e€

I ey oy G G

= plax

olur.

2ax

e(e“/”+1) en+en+l

2a a
( ) oldugunu gosterelim.

iv) R, (e3%; x) =

Rp(e3%:x) = e 06)2("%(96)) sak
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3a

= g~ Nan (x) eNan (x)en

3a
nay (x)<eT— 1)
=e

a 2a a
#(eﬁ—l)<e7+en_+1>
(eﬁ— 1)(eﬁ+1)

e

2a a

Zaax <e7+en_+1>
(eﬁ+ 1)

=e

elde edilir.

2a
2ax<e n+1
e

v) R,(e*:x) = > oldugunu gosterelim.

n(ez}at )_ e —nay (x) Zoo ("“n(x)) f( )

4ak

— —nan(x)zoo (nan(x))
k!

4a
—na,(x) enan(x).e n

4a
nan(x)<eT—1)

=e
=e
_2ax (%
— en(eza/n_l)
2ax 2a 2a
_ e—n.(eza/”—l)n<e n —1><e n+1
2a
Zax(eTH)
=e

elde edilir.
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Lemma4.2. (R,,),»1 operatorleri i¢in
DR, (1:x) =1
i) R, (a: x) = a,(x)
i) R, (ak:x) = a(x) + 2= a”(x)
olur (Aral vd., 2019).
ispat.

i)R,(1:x) =1 oldugunu gosterelim.
k
Rn(l:x) =e nay(x) Zk=0%

= e_nan(x)enan(x)

=1.

i) R, (a,: x) = a,(x) oldugunu gosterelim.

Rp(ay:x) = e-nan(x)z ( )("“n(x))

k!

k=1

) k
= @@ 2 k (naty ()
k

—n k(k —1)!

— p—Nn(x na, (x) (nan(x))
B ™ )Z (k —1)!

(k - k + 1) yazilirsa

= a,(x)e

(0 Z (nan (x))
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. Z (nanoc)) an(0)

=R,(1;x)a,(x)

= a,(x).

n()

(i) Rp(a?:x) = aZ(x) + == oldugunu goésterelim.

R (an:x) = e‘nan(x)z ( )(nan(x))

= g Na n(x) Z k2 (nan(x))

_ ona (x)Zk (nan(x))

(k? = k(k — 1) + k) olarak almnirsa.

() k
= 1)+;f)(nan(x))

e ~Nan(x) z k(kn 1) (Tlan(x))

£ )

n n k!
k=1

i Ck(k—1)  (nan())"
= e~nan(®) +

k(k — Dk — 2)!

+

ek )

n n k!
k=1
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= g Nan (x)z (na"(x)) (nan(x))

(k —2)!
+%Rn(an:x)

(k = k + 2) yazilirsa

— —nanx (n (x))
- <>Z @300 4 R (i)

© k
= e Y (nar;f'x)) | @)

n

an (%)
n

an(x)

_an( )+

elde edilir.

Lemma4.3.Her re N ve n € Nigin
i) RO (Fix) = m" ,g:nn( gf:x)

i) ARf () = Timo(() (D" f (x + kh)
gergeklenir (Aral vd., 2019).

Ispat. i)

R, (1) = e 552, L p () ey

olmak iizere her tarafin tiirevini aldigimizda
nay, (x
R! (f x) —Tlﬁ e—nan(x) Z ( n( )) f (n>
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o~ MR () Z X)) (nan (x)) nf (n>

(k-k+1)

e 31 (5) - (D] 5

= nﬁn:Rn (Alf: x)
elde edilir. Tkinci tiirevini alirsak
RI(f:x) = —n2B,e "ml) ¥ A, f( )(an(x)n)

k!

2 —nay,(x) Yoo k (an(x)n)k-1
+nfne Lic=1 A%f (n)k k!

(k->k+1)

- _p2 —nan(x)E (nan(x)) (n)

+n2B, e " Yo A (nan(x)) f(k+1)
v S () )
= n?BIR, <Aif: x)

ifadesini elde ederiz. Bu ifadeyi daha genel olarak yazacak olursak,

R (f:x) = ' B4R, ( i x)
n
ifadesini elde ederiz.

i) A% £ () = ho() (D" f (x + kh)
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r =1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.

A f(0) = Tik=o(l) (D' f (x + kh)

Ap f() = Z;O (i) (1) (x + kh)

=1.(-1).f(x)+1.f(x+h)
=f(x+h) = f(x).

I =2 i¢in dogrulugunu gosterelim.

AR f(x) = Zi_o (i) (=12 *f(x + kh)

=(-D2f() +2.(-1D)f(x +h) + 1.f(x + 2h)

=f(x+2h) —2.f(x +h) + f(x).

r =3 igin
W@ =y ()0 k)
=1.f(x) + f(x + kh) + 3.(—1). f(x + 2h) +
+f(x + 3h)
=f(x + 3h) — 3f (x + 2h) + f(x + kh) + f(x)
elde ederiz.

Bulunan ifadeleri genellersek,

AR () = Zheo() (D7 f (x + kh)

ifadesini elde ederiz.
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4.1. AGIRLIKLI YAKLASIM

Bu boéliimde agirlikli Korovkin teoremi yardimiyla agirlikli bir yaklasim teoremi
verecegiz. Bu durumda M’nin pozitif bir sabit oldugu |f (x)| < Mp,(x) , pa(x) = e**
kosulunu saglayan R’de tanimlanan tiim gerg¢ek degerli fonksiyonlarin kiimesi olan

sabit bir a > 0 ile goz oniine alarak B, ’y1 dikkate alacagiz. Ayrica C,_ ise B, ‘ya

ait tiim siirekli fonksiyonlarin alt uzayini gosterir. Bu uzayda norm

_ Il
W7lloa = 250 0

ile gosterilir (Aral vd., 2019).

ck (R*Y) fecC, (R")daki lim L sartin1 saglayan tiim fonksiyonlarin altuzay1

x—00 Pa(x)
olsun (k sabit) ve C; (R*) ise f® e Cp,(RY) s=12,..,r sartim saglayan f €

Cp, (R*) deki tiim fonksiyonlarin uzay1 olsun.

$imdi (R,,) ,>1 nin C, (R*) dan B, (R*)ya doniisiim yaptigim gosterelim.

Lemma 4.1.1. 0 <a <b olmakiizere (R,)n>1 C,, uzaymndanC,, uzaymna

doniistim yapan bir lineer pozitif operator olsun. Bu durumda

1Rl

normu diizgiin sinirhidir (Aral vd., 2019).

k
Ispat. R, (f:x) = e %X Z,";O@ f (%) ifadesi gosterir ki

(R,.)ns1 ifadesi bir lineer pozitif operatordiir.

ez
IR, (o)l p, = SUPyer+e e +1 =1

2a
—F—X
|Rn(PaiX)=pa)| _ |ee®/™+1" -0

pp(x) ebx

25



— px(a-b) (1 — e(ﬁ_l)‘”)

( 2 1) ax = u olarak segip

ed/n+1
1 — e™ < u esitsizligini kullanirsak

2

—(1——— 2
1 ¢ ) < L

< ela-b)x (1 - ea/i+1> ax

. ax 1 2
B e(b‘a)x< Ced/ny 1)

elde edilir.

( ax )' _ae(b_a)x—(b—a)e(b_a)xax
e(b—a)x - e((b—a)x)z

=0

e D*g(1 —(b—a)x) =0

1. . . .
x=— ifadesini fonksiyonda yerine yazalim.

a—- a .
b-—a _
e (b-a)e IS€
2
< (1 — = ) 2 olur.
en+1 (b-a)e

n — oo i¢in ise yukaridaki ifade sifir olacaktir.
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Burada dikkat edilirse Becker vd. (1978), makalelerinde klasik Szasz-Mirakyan
operatorlerinin b >a >0ven > a (ln (S)) — 1 sartlar1 alinda €, dan C,, ye

doniisiim yapan bir pozitif lineer operator oldugunu gostermistir. Fakat, Lemma 4.4 de
R, operatoriinde n, ave b degerleri igin bir sinirlamaya ihtiyag olmadigi goriilmiistiir
(Aral vd., 2019).

Sonu¢ 4.1.1. f € C, (R*) ve a > 0 olmak iizere

1111_{{)10 R, (f:x) = f(x),x € R dir.

Bu yakinsama x, > x; > 0 olmak tlizere her [x,, x,] aralig1 {izerinde diizgiindiir (Aral
vd., 2019).

Teorem4.1.2. 0 < a <b igin her f € C{ (RY)
lim [|R,,(f) — fll,, = 0olur (Aral vd., 2019).
n—-o0o

Ispat. Vx>0 icin

IRn(f:2)=f OOl |Rn (f:)—f (X

SUPyert obx = xX<xg ebx

R (f: ) = f(

+Supx2x0 obx
|R (e x))|
< IR () = fllcroxg + ||f||pa3upxzx0neT
|f (0
+SUDysx, Tobx

Yukaridaki esitsizligin ilk kosulu sag tarafin sifir oldugunu gostermektir. Lemma

4.1°den x > 0 sabittir. Kolayca goriilebilir Ki

R, (e%: x _2a _,
Supxzxol n(ebx )‘|=ex°(e‘l/n+1 )

ifadesi n — oo i¢in sifira yakinsar. Yukaridaki esitsizligin son kisminda x, > 0 sayisi

yeterince biiyiik sectigimizde esitsizligin son kismi yeterince kiigiik birakilabilir.
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4.2. YAKINSAKLIK HIZI

Bizim buradaki amacimiz uygun bir siireklilik modiilii yardimiyla Teorem 4.1°deKi
yakinsaklik hizin1 belirlemektir. Yakinsaklik hizin1 bulmak i¢in f € C[‘;‘a (RY)
oldugunda bir agirlikli siireklilik modiilii belirleyelim. Bu amag icin oncelikle

kullanacagimiz agirliklr stireklilik modiiliiniin tanimin1 verelim.

If () = f&)

eat+eax ! 820

®(f:8) = supji—x|<s
f € Cf,(R*) (Aral vd., 2019; Aral vd.,2017).
Asagidaki lemmalar ispatsiz olarak (Aral vd., 2019) kaynaginda bulunmaktadir.
Lemma4.2.1. f € C}(R*) igin lims_o@(f:6) = 0.
Ispat. f € CX,(R") olmak iizere

limx_m% =k € RY ise

— If (&) — f ()l
@(f:6) = sup|t—x|<sx20 T oat ygax
If (&) — f(x)l
= SUPje—xi<s, osxsxy [f (O = fOOl + SUPe—xiso 520 ot 1 gar
f(0) f(x)
< w(f:6) + SUP|t—x|<6, x>x, eat k| + SUP|t-x|<8,x>x0 eax k|

< w(f:6) + 2e.

Lemma 4.2.2. Herhangi 1 > 0ve f € CX(RY) icin @(f;18) < 2(1 + D)@(f:8)
olur.

Ispat. [1] ile A say1sinin tam kismi gosterilmek iizere
2[A] <24 < 2([A] + 1)
a(f:28) < o(f:2([1] + D6) < 2([2] + Da(f: 6)
<21+ D@(f: 6)

olur.
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k
Teorem 4.2.1. P, (x) = e ™ U o Imak iizere

k!
Ppr(x) = n[Prx_1(x) — Ppi(x)] oldugunu gosterelim.

—nx 0K + kne-n* (nx)k-1

Ispat. P}, (x) = —ne 0 "

= n[Pn,k—l(x) - Pn,k(x)]-
Teorem 4.2.2. 0 < 2a < bigin f € Cf (R*) olmak iizere

IR (F) = fll,, < 83(f;y/vn)

dir. Burada

= (2—a _ 1>2 4 1 2a
Up = n(e2a/n-1) bZe2 ' bn n(e2a/n-1)
seklindedir (Aral vd., 2019).

ispat. &(f; &) ile verilen siireklilik modiiliiniin 6zelliklerini kullanalim.

[t—x|
6 )

A>0iginA = 6 > 0 alalim. Bu takdirde

If(©) = fOI < (e* + e™)a(f; It — x)

[t — x|

sz(eat+e“")<1+ 5 >6(f:5)

bulunur.

—nay(x) yoo (n“n(x))k
Ppy =e "o Zkon n € N alalim.

1R (f52) = fF(O)| < Py i ()

Do -f@
k=0

< 285(f; 8) i (e“% 4 eax) (1 + % |§ - x|> P (x)
k=0
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o)

< 23(f; 8) {Z eaan,k(x) + %i

k=0 k=0

Pk (X)}

Ppi(x) + e

o)

eax

+1
1) nx

k=0

Cauchy-Schwartz esitsizligi Lemma 4.1 ve Lemma 4.2 yardimiyla

- k
<‘(R'n (Z eaﬁ. e—nan(x). enan(x); x) R (eat ) — eax)

k=0
e™|t —xI)

I klk
%52,
1
=—ea"|t—x|>

=0
2 ax 1/2
[Rulf52) = FOOI < 265(£36) {Ra(e% ) + %+ = (R (e = 0% )}

—_— x‘ nan(x)_ enan(x); x) =

S| =

(. (5 -

k=0

3|W

k!

[=9)

| —nan(x) (nan(x)) ,x>

kullanilarak

(R ((t —x)% %) = a2 (x) + 22 — 2xa, (£) + X7

— (C{ _ X)Z + an(x)
n
2ax 2 1/2
—— 2e%* 2a 1 2ax
~(F. (e®/m+1) ax 2 ( _ ) - _
<2a(f;8)1e + e + G (e /m — 1) 1 +nn(eza/"—1) 1
<2ax )—bx ( b) p
a _b 2 1/2
e ) (em (acbyx , 28 a2 2( 2a B ) 2ax
< 20(f;6)e" e +e t— ez -1 1 +—n2(eza/"—1)

yazabiliriz.

2a 2 2a

2

x (n(eZa/n -1) - 1) +x n2(e 2a/n _ 1)
ebx

= sup
x20
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2a 4 1 2a
1

<|——1]. N S —
- 2a 2,52 2a
n(eT — 1) b*e benz (eT — 1)

:'Un

elde edilir.

Teorem4.23.0 < 2a < b ve f € C"[0,0] Syleki f™ € C},(R*) igin
r - r
1RE(F32) = F7 (O lpw < 2 (e“n + 1) BLa (75 —) + 11 = RIIFDY +
n Pa
+8&(f™; /1) olur (Aral vd. 2019).

Ispat. R,(,Lr) (f:x) = n"BLR, ( if: X) x € R* ifadesinden yaralanilarak

IRL(f; 2) = fT (O < [n"BRRuALf — Ry (5 x)

n

+ [ R (%) = FO ()

yazilabilir, &, € (t, t+ %) olmak tizere
nALf(8) = £
n

seklinde ifade edilsin.

{REP(f:x) = an?ﬂ%( 1f=x)}

|72n(f(r);x) —f(r)(x)| =

n"BRALf (1) — FT(0)

= |Baf &) - P ©)
<BIfPC) = FOO)+ [BrfP® - FO )
=Brlf &) — FOO[+ [fP ]I - B

[t—x|

(lf(t) — f(x)] < 2(e% + e™) (1 += ) a(f; 6)) ifadesinden faydalanilarak

[FPE) = FO@f < 2(e e + ) (D e~ &l)
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2 (ea(”%) + eat) a(fT; 1t — &)

IA

r r
a— at ~ (r). _
SZ(e n+1)e a)(f 'n)
elde edilir.Son olarak

< BR(IfP &) - FOW®)];x) +

Rn(n"BRALS — fT);x
n
+1 = BIR, (|5 x)
r _ r
<2 (ean + 1) IR, (pg; X))@ (f(r);ﬁ) +

1= BEIIF D, Rapai )

2ax

<2 (e“% +1) e (f(T);%) 4

2ax

+1 - ﬁglllf(r)”p e(ea/n+1)
a

ifadesi elde edilir.

4.3. VORONOVSKAYA TiPLi TEOREM

Burada (1.1) deki operatorler igin bir kantitatif Voronovskaya teorem elde etmek
istiyoruz. Sonuglari siireklilik modiilii yardimiyla elde edecegiz. i1k olarak merkezi

momentleri kullarak bir rekurans bagintis1 verelim.

Lemma 4.3.1. m € N i¢in merkezi momenti (1.1) i¢in su sekilde tanimlayalim.

Rpm(x) =R, ((t —x)™; x) vardr.
X
E [:R;*z,m(x) + m:Rn,m—l(x)] = :Rn,m+1(x) +x(1 - .Bn):Rn,m(x)

Rn,o (X) =1
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Rn1(x) = an(x) —x
=x(fp—1)
dir.

Rn2(x) = (@ (x) —x)* + “nT(x)

= Bn
= x2(f - 12
dir.
Rz (x) = (@, (x) —x)% + Ea%(x) n an(zx) _ 3y a,(x)
n n n

x? xf,
= xg(ﬁn r 1)3 + ;3ﬁn(ﬁn —BFF ?

dir.

3
Ra() = x* (B — 1)+ (653 — 1263 + 68,) +

x? Bn
+F(7B’% — 4B7) txg
dir.

7

R () = x0(By — 1P + 28— (B — D° +

X6
—14F(4 - 19ﬁn)(ﬁn - 1)4'871 +

5
70 B (B = D?(1 — 106, + 1567)

x4
—7— (8 — 124B, + 344p7 — 24367)

x° B

x? x
+14 5 (2 - 360, + 69,3%) - Eﬁn(8 — 127,3”) + Fﬁn

(Aral vd., 2019).
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Ispat. Rum(x) = R, ((t —x)™; x) igin moment degerleri hesaplanirsa
Rno(x) =R ((t — )% x)
=R,(1;x)
=1
olur.

R (x) = R, ((t —x)% %)

=a,(x) —x
=xPp —x
= x(ﬁn -1)

Birinci dereceden moment elde edilir. Benzer sekilde ikinci dereceden moment
asagidaki sekildedir.

Rz (x) = R, ((t =% %)

= a2(x) + — 2xa,(x) + x?

oy (%)
n

dir.
Rz (x) = R, ((t — %)% x)

= a3(x) — 3a2(x)x + 3a,(x)x? — x3

3G | @) @)

=a3(x) + eI X+

+3a, (x)x? — x3
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= (@n(x) = x)° +

3a5(x)  an(x) _ap(x)
+ > — 3 X
n n n

_(xﬁn_x)3+3 (

n( ) oy (%)
X 2
n

2
= (B~ 17 + 35 BB~ D) 22

dir.
Rna(x) = R, ((t — )% x)
= ap(x) — 4a3(x)x + 6a2(x)x? — 4a, (x)x3 + x*

ad(x az(x) a,(x
—at(x)+6 n()+7 n(2)+ n(3)_
n n n

+4 (af;(x) +3 arzlrgx) + an(x)> x

n2

+6<an( )+ n(x )> 2 —4a,(x)x® + x*

oty (x) N 70l%(x) 4 (@)

=ar(x)+6 2 3
—4a3(x)x — 12 nTEx) x — an( ) x + 6a2(x)x? +
n( ) — 4a,(x)x3 + x*

[fadesi diizenlenirse

— (O(n(x) _X)4 +§O(;9’1(X) _ 12 O(rzl(X)X_l_
n n
" o (%) 2+ an(3x) aﬁ(zx) B an(zx)
n n n n

3
=x*(By— D* + X;(663 — 12B7 + 6By) +
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XZ
+—5 (7B% - 4B3)
olarak elde edilir.

Rym(x) igin
X
E [:RTI’l,m(x) + mRn,m—l(x)] = :Rn,m+1(x) +x(1 - ﬁn):Rn,m(x)

oldugunu gosterelim.

R, (f:x) = men® Z ("“n(x)) £(5)

m’nci moment

R, ((t — x)™:x) = e <x>z(”“"(x)) f(n )

m

ifade edilir ve ifadenin birinci tiirevi alinirsa,
m

R ((t = x)™x) = —naj,(x)e "X Z (nan(x)) f (n x) +

m

+nap(x)e” "“n(x)zk(nan(x)) f(n —x) +

m—1

R Z (nan (x)) (n x)

Rn((t - x)m; x) = :R/n,m(x)
(Rh(m(t —x)"hx) =m Rn,m-l(x)>

seklinde bilinen ifadelerden faydalanilarak

m

= —naj(x)e ") i M}C (S - x) +
k=0
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+nay (x)e z k(n“"(x)) f (n - x)m +

-m :R/n,m—l(x)

k' k' —m :R/n,m—l(x)

= o (x)een o) ki ()" { (16 (0)" | k(ney(9)"”

k! k! na, (x)

~ =k (na, (x)) k(na, (x))k_1 na, (x)}
= a;l(x)e nay(x) A { +

-m :R/n,m—l(x)

—a (x)e-mn@Z( x) (”“"(x)) (om0 Ry s

na, (x)

(an(x) = xpB, yazalim)

=a (x)e‘"“n(x)Z( ) (nan(x)) { +Xﬁn} mR,m-1(x)

= e g (Ko x) @l (k)

n k! XfBn

:a;(x)e-nan<x>§(§ x) ("“’}f,x)) & (£ xB) = Rpns )
k=0 n

2ax
/an(x) = n(e®/n-1)
2a
an(x) = (/D)
X0 (%) = an(x)
[fadesinden faydalanilarak

= e~ nan(x) Z( ) (nan(x)) an(x )xan(x) <— - ﬁn) R pm-1(x)
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elde edilir.

Ifadesine x ekleyip cikarirsak

o) k

n k ™ (na, (x k

=Jeme® ) (2-x) % (=t = %) = Ra (0
k=0

0 k
ey (ﬁ _ x)’”“M N
X £ n k!

m (nan(x))k
k!

k

+ne () 3 (Z - x) +

- o (K _ _\"(nan@)"
—npue @ 5o (- x)" 0D R )

n k m+1 na k
R;l,m(x) = ;e—nan(x) Z <— — X) # +

+n(1 - ,Bn)e‘"“n(x) i (% — x)m M —mR,;m-1(x)

k!
k=0

X
E [:R;l,m(x) + mRn,m—l(x)] = :Rn,m+1(x) + x(1 - ﬁn):Rn,m(x)
elde edilir.

Teorem 4.3.1. Sabit bira > 0 i¢in f € Cp(z) (R*) olmak tizere (1.1) ile tanimlanan

R, operatorii igin

1—2ax
2

lim 7[Ry (f; %) = f/(x)] = —af'(x) + ")+ A f" (x),Vx >0
esitligi saglanir.
Burada,

Alx) = %x(l&lzx2 —16a?x + 18ax — 18a + 3)

seklindedir (Aral vd., 2019).
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Ispat. f € ClSj)(Rﬂ verilsin ve t,x € R* igin

f(k)
f@) = (t—x)" +h(t, x)(t — x)°
)

Taylor a¢ilim1 yardimiyla

f '(x) f"'( )

f@O =)+ —x0)f" )+ (t—x)? + (¢ =) ——+ h(t; x)(t — x)°

[fadesi elde edilir.
Ri(f32) = =R (¢ = Df ©3%) + 11 = B)RA(f )

yazabiliriz. Burada

f(t)yi yerine yazalim.

Ri(f; %) = g{f(xm(a = 1;%) + F(OR((¢ ~ )% )

+f2(|)7€n((t )? x)+f ()

+ R, (h(t,x)(t — x)* ;x)} +n(1 - B IR, (f;x)

R, (£ —2)* ;%)

h € C, (RY) ve h,(t) = ltl_IE h,(t) = 0 esitligi dogrudur.
“ R, (6 = 05%) = = (@n(@) — 1)
=2 (B~ )
n
= Zx(fy = 1)
=By~ 1)
AR (300 = /()] = —FER((E =23 %) +—f (R (E = )% %)

R, ((t —2)*; )+7wﬁn((t—x)4 x)

n® f"(x)
T T 3!
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2

+ %Rn(h(t, 0t — 1% %) + 12(1 = B)R,(f: %) — nf' (%)
[fadesi diizenlenirse,
= f(0)(By — 1) + = f (R ((E — 1)%x) +

R, (=) 5 + =L

ML) R, ((t — 2)* ;%)
x 2!

2

+ %R,ﬂ(h(t, Xt = 1% %) + 12(1 = B)R,.(f3 %) — nf' (%)

=20 [Rate = 020 - 2+ L (=070 +

+wn2?€n((t —x)*;x) + n—ZRn(h(t, x)(t—x)*;x) +
6x X

+n?(1 = B) (R, (f; %) — f(x))

Ayrica uygun bir program yardimiyla (Mathematica, Maple, Matlab vb.)

2
n x
11m— ((t—x)z;x——)=a2x—a
w X n

n? 1 —3ax
1 —_— —_ 3. =
Jim 2xﬂn((t x)°;x) >

2

n
i L — —_ 4. =
lim — R, ((t = x)*; %) = A(x)

bulunur. Yukaridaki limitleri kullanarak

1—
lim n (R (52) = /()] = (@%% = OF () + ——— () + A" () +

#lim R, (1t 00— 1) 50+ lim 12 (1= B (R (F53) = £2)

lim n[R,(f) = F()] = —axf () + 5 £ ()

yazilabilir. x > 0i¢in lim (1 — B,)n = a alalm.
n—-oo
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lim n?(1 = B[R (f; %) = ()] = —a®xf' () + 5 f" ().

Ispati tamamlamak i¢in 7111_r>rolo ”;yzn (h(t,x)(t — x)*; x) hesaplamaliy1z.
Sonug 1 ve h? € C,,,(R") goz 6niine alimirsa

ltl_r)g R, (h2(t,x); x) = h?(x,x) = 0 oldugu goriiliir.

Ayrica Cauchy-Schwarz esitsizliginden yola ¢ikarak

n2R,(h(t, x)(t — x)*;x) < /R (R2(t, x); x)yn* R, ((t — x)8;x)  yazabiliriz.
Son olarak hipotezden

lim n*(R,((t — x)% x)) = 105x*
1 3
lim 7 R;(f5 ) = /(O] = @2xf () = af () + 5 £7(0) = - () +

HAGOS " () +0 = axf' () + = ()

1—2ax
2

= —af'(x) + f"0) + A f" (%)

sonucu elde edilir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Szasz-Mirakyan operatorleri yaklasimlar teorisinde yaygin olarak kullanilan
operatdrlerdir. Buna bagl olarak son yillarda yakinsaklik hizi arttirilmig operatorler
dizisi elde edilmistir. Ayrica lstel fonksiyonu koruyan Szisz operatdriiniin yeni
yorumu iistel agirlikli uzaylarda ¢alismanin daha elverisli oldugunu gdstermistir. Ustel
agirlikli uzaylarda calisirken ilave gereksinimlere ihtiya¢ duyulmamistir. Korovkin
teoremi kullanilarak modifiye Szasz-Mirakyan operatorlerinin agirlikli yaklagim
ozellikleri incelenip daha genel sonuglar elde edilmis ve tistel agirlikli uzaylarda uygun
tamimlanmis siireklilik modiilii yardimiyla kantitatif sonuglar ve yaklasim hizlari

incelenmistir.

Sonug olarak modifiye Szasz-Mirakyan operatorlerinin bazi yaklasim ve sekil koruma

ozellikleri verilerek kullaniglilig1 incelenmistir.
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