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Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş kısmı için ayrılmıştır. İkinci 

bölümde tez çalışmasıyla ilgili temel bilgiler verilmiştir. Üçüncü bölümde klasik Szász 

operatörlerinin tanımından ve özelliklerinden bahsedilmiştir. Dördüncü bölümde ise 

modifiye edilmiş Szász-Mirakyan operatörlerinden bahsedilmiştir ve ağırlıklı 

uzaylarda yaklaşım özellikleri incelenmiştir.  Son bölüm tartışma ve sonuç kısmıdır. 
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This thesis consists of five chapters. The first chapter is reserved for the introduction.  

In the second chapter, general information about the thesis is given. In the third 

chapter, the definition of well-known classical Szász operators is given and the 

properties of Szász operators are mentioned. In the fourth chapter, modified Szász-

Mirakyan operators are introduced and some of their approximation properties are 

examined. The last chapter is devoted to results and discussion. 
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𝜔𝑓(𝛿)                     : f  fonksiyonu için süreklilik modülü 

Δ1
𝑛

𝑝
(𝑓;

𝑘

𝑛
)                : f  fonksiyonunun  

1

𝑛
 adımlı p-inci fark operatörü 

[𝑥0, 𝑥1, … 𝑥𝑛; 𝑓]     : f  fonksiyonunun n-inci bölünmüş farkı  

𝐿(𝑓; 𝑥)                  : Lineer pozitif operatör 
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1. GİRİŞ 

 

Yaklaşımlar teoresinde klasik Szász-Mirakyan operatörlerinin genelleştirilmesine 

yönelik birçok araştırma yapılmıştır. Bu araştırmaların en büyük amacı fonksiyonlara 

istenilen anlamda (normda, noktada, düzgün,…) yakınsayan ve kullanışlılığı daha iyi 

olan operatörler dizisi elde etmektir. Bu çalışmalar sonucu oluşturulan operatörlerden 

biri de Acar vd. (2017) tarafından yapılan çalışmada, yazarların oluşturduğu 

𝑒0 , 𝑒
2𝑎𝑥(𝑎 > 0) fonksiyonlarını koruyan yeni bir modifiye Szász-Mirakyan 

operatörleridir. Bu operatörler Szász (1950) ve Mirakyan (1941) tarafından 

tanımlanmıştır (Altomare ve Campiti, 1994). Literatürdeki bazı çalışmalar Becker vd. 

(1978), Gupta vd. (2006) ve Aral (2014) tarafından sunulmuştur. Bizim bu tezde 

inceleyeceğimiz modifiye Szász-Mirakyan operatörleri Acar vd. (2017) tarafından 

tanımlanmış ve devamı olarak farklı özellikleri Aral vd. (2019) tarafından 

incelenmiştir. Bu operatörler klasik Szász-Mirakyan operatörlerine kıyasla daha iyi 

sonuç vermektedir (Acar vd. 2017; Aral vd. 2019). 

Szász operatörleri, f fonksiyonunun [0,∞) aralığında sınırlı ve sürekli olması halinde  

                        𝑆𝑛(𝑓; 𝑥) = 𝑒
−𝑛𝑥 ∑ 𝑓 (

𝑘

𝑛
)∞

𝑘=0
(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!
 

şeklinde tanımlanır (Szász, 1950; Altomare ve Campiti, 1994). Bu Szász 

operatörlerinden yararlanılarak tanımlanmış olan  modifiye Szász-Mirakyan 

operatörleri 

  ℛ𝓃(𝑓; 𝑥) = 𝑒
−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑

(𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

𝑘!
𝑓 (
𝑘

𝑛
)

∞

𝑘=0

, 𝑛 ∈ N, 𝑥 ≥ 0,                    (1.1) 

şeklindedir. Burada,    𝛼𝑛(𝑥) =
2𝑎𝑥

𝑛(𝑒2𝑎/𝑛−1)
  ve 𝑓 ∈ 𝐶[0,∞) şeklinde tanımlanmıştır 

(Acar vd., 2017). 

Acar vd. (2017) tarafından bu operatörlerin üstel fonksiyonları koruma ve şekil 

koruma gibi  özellikleri incelenmiş olup yaklaşım hızı teoremleri ve Voronovskaya 

tipinde teoremler verilmiştir. Ayrıca, Aral vd. (2019) tarafından ise ağırlıklı uzaylarda 

yaklaşım araştırmaları yapılmıştır. 
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1.1. Kaynak Özeti 

Tezde kullanılan temel kavramlar için Hacısalihoğlu ve Gadjiev (1995)’in “Lineer 

Pozitif Operatör Dizilerinin Yakınsaklığı” isimli kitabından yararlanılmıştır. Tezin 

dördüncü bölümünde Aral vd. (2019)’nin “Approximation Properties of Szász-

Mirakjan Operators Preserving Exponential Functions” isimli makalesi esas alınmıştır. 

 

 1.2. Çalışmanın Amacı 

Bu tez çalışmasında ağırlıklı Korovkin teoremini kullanarak modifiye Szász-Mirakyan 

operatörlerinin ağırlıklı yaklaşım özellikleri incelenip, sonrasında  Korovkin  teoremi 

kullanılmadan benzer sonuçlar gösterilecektir. Ayrıca uygun süreklilik modülü 

kullanılarak üstel ağırlıklı uzaylarda kantitatif sonuçlar ve yaklaşım hızları elde 

edilecektir. En sonunda Voronoskaya tipli teorem verilecektir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde diğer bölümlerde ihtiyaç duyacağımız tanım ,teorem ve ispatlara yer 

verilecektir. Ayrıca lineer pozitif operatörlere dair özelliklerden bahsedilerek bazı 

temel tanım ve teoremlere de yer verilecektir. 

 

2.1. Lineer Pozitif Operatörler Dizisi 

Tanım 2.1.1.  X ve Y iki fonksiyon uzayı olmak üzere 

                                             𝐿: 𝑋 → 𝑌  

                                           𝑓 → 𝐿(𝑓) = 𝑔 

X’den alınan bir f fonksiyonunu Y’de bir g fonksiyonuna karşılık getiren bir L 

dönüşümü varsa bu L dönüşümüne operatör denir.  

X uzayındaki her f fonksiyonunun operatör altındaki görüntüsü Y uzayında  𝐿(𝑓) =

𝑔  yerine 𝐿(𝑓(𝑡); 𝑥) = 𝑔(𝑥)  veya   𝐿(𝑓; 𝑥) = 𝑔(𝑥)  ile gösterilir (Hacısalihoğlu ve 

Haciyev, 1995). 

Tanım 2.1.2. X lineer bir uzay olsun. X uzayında 𝑓1  ve 𝑓2 iki fonksiyon olmak üzere 

𝛼 ve 𝛽  keyfi iki reel sayı olsun. Eğer her 𝛼 ve 𝛽 için 

𝐿(𝛼𝑓1 + 𝛽𝑓2; 𝑥) = 𝛼𝐿(𝑓1; 𝑥) + 𝛽𝐿(𝑓2; 𝑥) 

koşulu sağlanıyorsa L operatörüne lineer operatör denir (Hacısalihoğlu ve Haciyev, 

1995). 

Tanım 2.1.3. X bir lineer uzay olsun. L bir lineer operatör olmak üzere eğer ∀ 𝑓(𝑥) ≥

0 için 𝐿(𝑓; 𝑥) ≥ 0 ise bu operatöre lineer pozitif operatör denir (Hacısalihoğlu ve 

Haciyev, 1995). 

Tanım 2.1.4. Eğer L lineer ve pozitif bir operatör dizisi ise  

                                  ∀𝑡 için 𝑓(𝑡) ≤ 𝑔(𝑡)  ise 

                                      𝐿(𝑓(𝑡); 𝑥) ≤ 𝐿(𝑔(𝑡); 𝑥)  olur. 

Bu özelliğe monotonluk özelliği denir (Hacısalihoğlu ve Haciyev, 1995). 
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2.1.1. Lineer Pozitif Operatör ve Özellikleri 

Lemma 2.1.1.1. L lineer pozitif operatör bir operatör olmak üzere L monoton artandır 

(Hacısalihoğlu ve Haciyev, 1995).                                                       

İspat. Monotonluk tanımı gereğince 

                𝑓(𝑡) ≤ 𝑔(𝑡)  ⟹ 𝐿(𝑓(𝑡); 𝑥) ≤ 𝐿(𝑔(𝑡); 𝑥) 

                𝑓(𝑡) ≤ 𝑔(𝑡) ⟹ 𝑔(𝑡) − 𝑓(𝑡) ≥ 0 

                                        ⟹ 𝐿(𝑔(𝑡) − 𝑓(𝑡); 𝑥) ≥ 0 

                                        ⟹ 𝐿(𝑔(𝑡); 𝑥) − 𝐿(𝑓(𝑡); 𝑥) ≥ 0 (lineerlik özelliği) 

                                        ⟹ 𝐿(𝑓(𝑡); 𝑥) ≤ 𝐿(𝑔(𝑡); 𝑥)   

                                         𝐿(𝑓; 𝑥) ≤ 𝐿(𝑔; 𝑥) 

olur. 

Lemma 2.1.1.2. L lineer pozitif operatör olmak üzere L’nin monoton olmasından 

dolayı 

                                  |𝐿(𝑓; 𝑥)|  ≤ 𝐿(|𝑓|; 𝑥)  

olur (Hacısalihoğlu ve Haciyev, 1995). 

İspat. ∀ f fonksiyonu için L lineer pozitif operatör dizisi monoton   

artandır. Dolayısıyla 

−|𝑓| ≤ 𝑓 ≤ |𝑓| ⟹ 𝐿(−|𝑓|; 𝑥) ≤ 𝐿(𝑓; 𝑥) ≤ 𝐿(|𝑓|; 𝑥)  (monotonluk) 

                              ⟹ −𝐿(|𝑓|; 𝑥) ≤ 𝐿(𝑓; 𝑥) ≤ 𝐿(|𝑓|; 𝑥)   (lineerlik) 

                              ⟹ |𝐿(𝑓; 𝑥)|  ≤ 𝐿(|𝑓|; 𝑥) 

olur. 

Tanım 2.1.1.1. X ve Y lineer fonksiyon uzayları olmak üzere 𝐿: 𝑋 → 𝑌  tanımlı lineer 

operatör dizisi olsun. X üzerindeki norm ‖. ‖𝑋 , Y üzerindeki norm  ‖. ‖𝑌   𝐷(𝐿)  

operatörün tanım kümesi olmak üzere 

                                   ∀𝑥 ∈  𝐷(𝐿) = 𝑋  için 

 ‖𝐿(𝑥)‖𝑌 ≤ 𝑀‖𝑥‖𝑋    şeklinde  𝑀 > 0  sayısı varsa L’ye sınırlı operatör denir 

(Hacısalihoğlu ve Haciyev, 1995). 
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Tanım 2.1.1.2. Xi = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ve 𝑌𝑖 = (𝑦1, 𝑦2, … . , 𝑦𝑛) sonlu (veya sonsuz) 

elemanlı diziler olmak üzere 𝑝, 𝑞 ∈ R ve  𝑝, 𝑞 > 1 için  
1

𝑝
+
1

𝑞
= 1 koşulu sağlansın. Bu 

durumda 

                            ∑𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

≤ (∑𝑥𝑖
𝑝

𝑛

𝑖=1

)

1
𝑝

(∑𝑦𝑖
𝑞

𝑛

𝑖=1

)

1
𝑞

 

eşitsizliğine Hölder eşitsizliği denir (Shalit, 2017). 

Belirtelim ki 𝑛 = 2 için bu eşitsizlik Cauchy-Schwartz eşitsizliği olarak bilinir. 

Teorem 2.1.1.1.  (Weierstrass Teoremi) 

 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] olmak üzere her 𝜀 > 0 için 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 kapalı aralığındaki tüm x’ler 

için |𝑓(𝑥) − 𝑝(𝑥)| < 𝜀 olacak şekilde 𝑝(𝑥)  polinomu vardır (Weierstrass, 1885).  

Yani, [𝑎, 𝑏] ⊂ R keyfi kapalı aralığında sürekli olan her f fonksiyonuna düzgün 

yakınsayan bir polinom dizisi bulunabilir.  

1952 yılında ise Bohman, toplam şeklinde olan lineer pozitif operatörler dizisinin  

[0,1] kapalı aralığında f fonksiyonuna yaklaşım problemini göz önüne almıştır. 

 

 2.2. Süreklilik Modülü 

Tanım 2.2.1. Kabul edelim ki f , [𝑎, 𝑏]  aralığında tanımlı sınırlı bir fonksiyon olmak 

üzere  f  fonksiyonunun süreklilik modülü  𝜔(𝑓, 𝛿) şeklinde gösterilmek üzere  

Keyfi 𝛿 > 0  için 

                                         𝜔(𝑓, 𝛿) = 𝑠𝑢𝑝
𝑡,𝑥∈[𝑎,𝑏]
|𝑡−𝑥|≤𝛿

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|   

şeklinde tanımlanan 𝜔(𝑓, 𝛿)  fonksiyonuna  f’nin [𝑎, 𝑏] aralığındaki süreklilik modülü 

denir (Altomare ve Campiti, 1994; Butzer ve Nessel, 1971). 

Teorem 2.2.1. Süreklilik modülü aşağıdaki özellikleri sağlar (Altomare ve Campiti, 

1994; Butzer ve Nessel, 1971): 

𝑖) 𝜔(𝑓, 𝛿)   ≥ 0.                                                              
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𝑖𝑖) 𝜔(𝑓,𝑚𝛿) ≤ 𝑚 𝜔(𝑓, 𝛿), 𝑚 ∈ N. 

𝑖𝑖𝑖) 𝜔(𝑓, 𝜆𝛿) ≤ (𝜆 + 1)𝜔(𝑓, 𝛿), 𝜆 ∈ R+.  

𝑖𝑣) 𝛿1 ≤ 𝛿2⟹  𝜔(𝑓, 𝛿1)  ≤ 𝜔(𝑓, 𝛿2). 

𝑣) 𝜔(𝑓, |𝑡 − 𝑥|) ≥ |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|. 

vi ) lim
𝛿→0

𝜔(𝑓; 𝛿) = 0. 

 

2.3. Bölünmüş Farklar 

Tanım 2.3.1. f  fonksiyonunun tanım kümesi olan (𝑎, 𝑏) aralığı için 𝑥0, 𝑥1, . . , 𝑥𝑛 

olacak şekilde n+1 tane nokta seçilsin. Bu takdirde 

                                        

𝑓(𝑥𝑘) = [𝑥𝑘]   𝑘 = 0, 1, … , 𝑛 

olmak üzere 

𝑓([𝑥0, 𝑥1, . . , 𝑥𝑛]) =
𝑓[𝑥1, . . , 𝑥𝑛] − 𝑓[𝑥0, 𝑥1, . . , 𝑥𝑛−1]

𝑥𝑛 − 𝑥0
    

ifadesine f’nin n-inci bölünmüş farkı denir (Hacısalihoğlu ve Haciyev, 1995). 

𝑛 = 1  için bölünmüş fark 

𝑓[𝑥0, 𝑥1] =
𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥0)

𝑥1 − 𝑥0
 

ile ve 𝑛 = 2 için bölünmüş fark 

𝑓[𝑥0, 𝑥1, 𝑥2] =
𝑓[𝑥1, 𝑥2] − 𝑓[𝑥0, 𝑥1]

𝑥2 − 𝑥0
 

ile ifade edilir. 

      𝑥0 =
𝑘+1

𝑛
  ve    𝑥1 =

𝑘+2

𝑛
  seçilirse 

     𝑓[𝑥0, 𝑥1] =
𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥0)

𝑥1 − 𝑥0
 

                      =
𝑓 (
𝑘 + 2
𝑛
) − 𝑓 (

𝑘 + 1
𝑛
)

𝑘 + 2
𝑛

−
𝑘 + 1
𝑛
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                      =
𝑓 (
𝑘 + 2
𝑛
) − 𝑓 (

𝑘 + 1
𝑛
)

1
𝑛

 

                      = 𝑛 (𝑓 (
𝑘 + 2

𝑛
) − 𝑓 (

𝑘 + 1

𝑛
)) 

dir. 

 

2.4. İleri Fark Operatörü 

 𝑗 = 0, 1, … , 𝑛  ve  𝑥𝑗 ∈ (𝑎, 𝑏) olmak üzere f(x) fonksiyonu (𝑎, 𝑏) üzerinde tanımlı 

olsun. 

                           ∆𝑓(𝑥𝑗) = 𝑓(𝑥𝑗+1) − 𝑓(𝑥𝑗) 

   𝑘 ≥ 1  doğal sayısı için   

                           ∆𝑘𝑓(𝑥𝑗) = ∆
𝑘−1𝑓(𝑥𝑗+1) − ∆

𝑘−1𝑓(𝑥𝑗)   

ifadesi ileri fark operatörü olarak bilinir. 

𝑘 = 2  için ileri fark operatörü aşağıdaki biçimde ifade edilir: 

                           ∆2𝑓(𝑥𝑗) = ∆𝑓(𝑥𝑗+1) − ∆𝑓(𝑥𝑗) 

                                           = 𝑓(𝑥𝑗+2) − 𝑓(𝑥𝑗+1) − (𝑓(𝑥𝑗+1) − 𝑓(𝑥𝑗)) 

                                           = 𝑓(𝑥𝑗+2) − 2𝑓(𝑥𝑗+1) + 𝑓(𝑥𝑗). 

Bu bilgiler yardımıyla aşağıdaki ifade kolaylıkla elde edilebilir. 

Teorem 2.4.1.   𝑗, 𝑘 = 0, 1, … , 𝑛  ve  𝑥𝑗 ∈ (𝑎, 𝑏) olmak üzere f(x) fonksiyonu (𝑎, 𝑏) 

üzerinde tanımlı olsun. Bu takdirde 

                 𝑓[𝑥𝑗 , … 𝑥𝑗+𝑘] =
1

𝑘!
∆𝑘𝑓(𝑥𝑗) 

olur. 

İ𝐬𝐩𝐚𝐭. 

𝑓[xj, 𝑥𝑗+1…xj+k+1] =
𝑓[𝑥𝑗+1, … , 𝑥𝑗+𝑘+1] − 𝑓[𝑥𝑗 , … 𝑥𝑗+𝑘]

𝑥𝑗+𝑘+1 − 𝑥𝑗
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                      =

1
𝑘!
∆𝑘𝑓(𝑥𝑗+1) −

1
𝑘!
∆𝑘𝑓(𝑥𝑗)

𝑘 + 1
 

         =
1

(𝑘 + 1)!
∆𝑘+1𝑓(𝑥𝑗) 

Tanım 2.4.1.  𝐿: 𝑋 → 𝑌 bir operatör ve X ve Y birer fonksiyon uzayı 

olsun. ∀𝑛 ∈ N için  

𝐿((𝑡 − 𝑥)𝑘; 𝑥), 𝑘 ∈ N   

ise 𝐿𝑛’ye k-inci merkezi moment denir (Lorentz,1953). 

Tanım 2.4.2.   (𝑓𝑛)  fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna 𝐶[𝑎, 𝑏]’de düzgün yakınsak 

olması için gerek ve yeter şart ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için 

                                                     lim
n→∞

‖𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐶[𝑎,𝑏] = 0  

eşitsizliğinin sağlanmasıdır. Bu düzgün yakınsama 𝑓𝑛(𝑥) ⇉ 𝑓(𝑥) şeklinde gösterilir 

(Musayev vd., 2003). 

Bohman (1952) toplam şeklindeki lineer pozitif operatörler dizisinin [0,1] kapalı 

aralığında sürekli olan bir f fonksiyonuna yaklaşımını araştırmıştır. Sonrasında 

Korovkin (1953) ise Bohman’ın elde ettiği koşulları daha genel hallerde geçerli olduğu 

sonucuna ulaşmıştır. Şimdi, yaklaşımlar teorisi içerisinde önemli bir yeri olan 

Korovkin teoremini ifade edelim.  

Teorem 2.4.2. (Korovkin Teoremi)  

𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] ve 𝑓 tüm reel eksende sınırlı olsun. Eğer 𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) lineer pozitif operatör 

dizisi 𝑛 → ∞ iken ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için 

                                   𝐿n(1; x) ⇉ 1                                                                          (2.1) 

                                    𝐿n(𝑡; 𝑥) ⇉ 𝑥                                                                          (2.2) 

                                    𝐿n(𝑡
2; 𝑥) ⇉ 𝑥2                                                                      (2.3) 

koşullarını sağlıyorsa  [𝑎, 𝑏]  kompakt aralığı üzerinde  Ln(f; x) ⇉ f(x) olur 

(Korovkin, 1953 ve 1960). 
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3. SZÁSZ OPERATÖRLERİ 

 

Szász-Mirakyan operatörlerinin genelleştirilme ya da bir diğer deyişle modifiye 

edilme amacı önceki versiyonlarına kıyasla fonksiyonlara daha az hatayla yakınsayan 

operatörler dizisi elde etmektir. Szász-Mirakyan operatörlerinin diğer bir önemli 

özelliği ise klasik Szász operatörlerine kıyasla üstüne koyulacak fazladan özelliğe 

gereksinim bulunmamasıdır (Aral vd., 2019; Becker vd., 1978). Bu  bölümde ilk olarak 

Szász operatörlerinin tanım ve özelliklerinden bahsedilerek  Korovkin  teoremi 

yardımıyla yaklaşım ile ilgili özellikler verilecektir. 

Tanım 3.1.   𝑓 ∈ 𝐶(0,∞)  olmak üzere sınırlı ve sürekli olsun. Bu takdirde 

                                    𝑆𝑛(𝑓; 𝑥) = 𝑒
−𝑛𝑥 ∑ 𝑓 (

𝑘

𝑛
)
(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!
, 𝑥 ∈ [0,∞)∞

𝑘=0                    (3.1) 

biçimindeki Szász (1950) tarafından Bernstein polinomlarını sınırsız aralığa 

genelleştirmek için  tanımlanan lineer pozitif operatörlere Szász operatörleri denir.  

Şimdi, Szász operatörleri ile ilgili olarak bilinen iki teoremi ifade ve ispat edelim. 

Teorem 3.1.  (3.1) eşitliği ile verilmiş olan Szász operatörleri 𝐵 ∈ (0,∞)  olmak  üzere 

[0, 𝐵] kapalı aralığında 

  𝑖)        𝑆𝑛(1; 𝑥)  ⇉ 1 

  𝑖𝑖)      𝑆𝑛(𝑡; 𝑥)   ⇉ 𝑥 

  𝑖𝑖𝑖)     𝑆𝑛(𝑡
2; 𝑥) ⇉ 𝑥2   

şartlarını sağlıyorsa 𝑓 ∈ 𝐶[0, 𝐵]  fonksiyonu için  𝑛 → ∞ iken  

𝑆𝑛(𝑓; 𝑥) ⇉ 𝑓(𝑥),        𝑥 ∈ [0, 𝐵] 

olur. 

İspat.  Szász operatörleri için lineerlik ve pozitiflik koşulunu kullanarak, Korovkin 

teoremi yardımıyla fonksiyona düzgün yakınsadığını gösterelim. 

İlk olarak operatörlerin lineerliğini gösterelim. 

 ∀𝛼, 𝛽 ∈ R  ve 𝑓, 𝑔 ∈ C[0, 𝐵]  için 
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Sn ((𝛼𝑓(𝑡) + 𝛽𝑔(𝑡)); 𝑥) = 𝑒
−𝑛𝑥∑[𝛼𝑓 (

𝑘

𝑛
) + 𝛽𝑔 (

𝑘

𝑛
)]

∞

𝑘=0

(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!
 

                                               = 𝛼𝑒−𝑛𝑥∑𝑓(
𝑘

𝑛
)
(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!
+

∞

𝑘=0

𝛽𝑒−𝑛𝑥∑𝑓(
𝑘

𝑛
)
(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

 

                                            = 𝛼𝑆𝑛(𝑓(𝑡); 𝑥) + 𝛽𝑆𝑛(𝑔(𝑡); 𝑥)  

olduğundan (𝑆𝑛)  lineer operatördür. 

(𝑆𝑛)’nin pozitif operatör olduğunu gösterelim. 

             𝑘 ∈ ℕ 𝑣𝑒 𝑥 ∈ 𝐶[0, 𝐵]   için  

                                                𝑒−𝑛𝑥
(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!
≥ 0 

 olduğundan  

𝑓 ≥ 0  için  𝑆𝑛(𝑓(𝑡); 𝑥) ≥ 0 elde edilir.  

𝒊) (𝑛 → ∞) iken   Sn(1; x)  ⇉ 1   olduğunu gösterelim. 

                                    Sn(1; x) = e
−nx∑ 𝑓 (

k

n
)
(nx)k

k!
  ∞

k=0  

                                                    = 𝑒−𝑛𝑥∑
(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!
  

∞

𝑘=0

 

                                                (𝑒𝑛𝑥 =∑
(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

) 

                                                 = 𝑒−𝑛𝑥𝑒𝑛𝑥 

                                                 = 1. 

 

   𝒊𝒊)  (𝑛 → ∞) iken  𝑆𝑛(𝑡; 𝑥)   ⇉ 𝑥   olduğunu gösterelim. 

𝑆𝑛(𝑓; 𝑥) = 𝑒
−𝑛𝑥∑𝑓(

𝑘

𝑛
)
(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!
  

∞

𝑘=0

 

      = 𝑒−𝑛𝑥∑
𝑘

𝑛

(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!
  

∞

𝑘=1

 

(k → k + 1) 
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                    = 𝑒−𝑛𝑥∑
𝑘 + 1

𝑛

  (𝑛𝑥)𝑘+1

(𝑘 + 1)!
  

∞

𝑘=0

 

                          = 𝑒−𝑛𝑥∑
𝑘+ 1

𝑛

  (𝑛𝑥)𝑘. (𝑛𝑥)

(𝑘 + 1)𝑘!
  

∞

𝑘=0

 

      = 𝑥𝑒−𝑛𝑥∑
(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!
  

∞

𝑘=0

 

      (𝑒−𝑛𝑥∑
(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!
= 𝑆𝑛(1; 𝑥) = 𝑒

−𝑛𝑥𝑒𝑛𝑥 = 1) 

∞

𝑘=0

 

                                                             = 𝑥𝑒−𝑛𝑥𝑒𝑛𝑥 

                                                             = 𝑥. 

 𝒊𝒊𝒊) (𝑛 → ∞) iken 𝑆𝑛(𝑡
2; 𝑥) ⇉ 𝑥2  olduğunu gösterelim. 

                                       𝑆𝑛(𝑡
2; 𝑥) = 𝑒−𝑛𝑥∑𝑓(

𝑘

𝑛
)
(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!
  

∞

𝑘=0

 

                                                        = 𝑒−𝑛𝑥∑
𝑘2

𝑛2
(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!
  

∞

𝑘=0

 

                                                    (𝑘2 = 𝑘(𝑘 − 1) + 𝑘)  

                                                       = 𝑒−𝑛𝑥∑
𝑘(𝑘 − 1)

𝑛2
(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!
+ 𝑒−𝑛𝑥∑

𝑘

𝑛2
(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!

∞

𝑘=1

 

∞

𝑘=2

 

                                                       = 𝑒−𝑛𝑥∑
𝑘(𝑘 − 1)

𝑛2
(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!
+ 𝑒−𝑛𝑥

1

𝑛
∑

𝑘

𝑛

(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!

∞

𝑘=1

 

∞

𝑘=2

 

                                                      = 𝑒−𝑛𝑥∑
1

𝑛2
(𝑛𝑥)𝑘

(𝑘 − 2)!
+ 𝑒−𝑛𝑥

1

𝑛
∑

𝑘

𝑛

(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!

∞

𝑘=1

 

∞

𝑘=2

 

                                                      = 𝑒−𝑛𝑥∑
(𝑛𝑥)2

𝑛2
 (𝑛𝑥)𝑘−2

(𝑘 − 2)!
+ 𝑒−𝑛𝑥

1

𝑛
∑

𝑘

𝑛

(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!

∞

𝑘=1

 

∞

𝑘=2

 

                                                                        (k → k + 2) 

                                                     = 𝑥2𝑒−𝑛𝑥∑
(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

+
1

𝑛
𝑆𝑛(𝑡; 𝑥) 
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                                                     = 𝑥2𝑆𝑛(1; 𝑥) +
1

𝑛
𝑆𝑛(𝑡; 𝑥) 

                                                     = 𝑥2 +
1

𝑛
𝑥 

                                                      (𝑛 → ∞) için 

                                                     = 𝑥2 

olarak elde edilir ve  (i), (ii), (iii)  koşulları sağlandığından Korovkin teoremi gereğince 

her 𝑓 ∈ 𝐶[0, 𝐵]  için  

                                     𝑛 → ∞     iken        𝑆𝑛(𝑓; 𝑥) ⇉ 𝑓(𝑥)  olur. 

Teorem 3.2. 𝑓 ∈ C[0,∞] 

                               𝑆𝑛
(𝑟)(𝑓; 𝑥) = 𝑛𝑟𝑒−𝑛𝑥∑∆1

𝑛

𝑟

∞

𝑘=0

𝑓 (
𝑘

𝑛
)
(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!
 

sağlanır. 

İspat.   𝑆𝑛(𝑓; 𝑥) = 𝑒
−𝑛𝑥 ∑ 𝑓 (

𝑘

𝑛
)
(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!
  ∞

𝑘=0   olmak üzere eşitliğin her iki tarafının 

türevini alalım. 

      𝑆𝑛
′ (𝑓; 𝑥) = −𝑛𝑒−𝑛𝑥∑𝑓(

𝑘

𝑛
)
(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!
  

∞

𝑘=0

+ 𝑛𝑒−𝑛𝑥∑𝑓(
𝑘

𝑛
)
𝑘(𝑛𝑥)𝑘−1

𝑘!
  

∞

𝑘=0

 

= −𝑛𝑒−𝑛𝑥∑𝑓(
𝑘

𝑛
)
(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!
+ 

∞

𝑘=0

𝑛𝑒−𝑛𝑥∑𝑓(
𝑘

𝑛
)
𝑘(𝑛𝑥)𝑘−1

𝑘. (𝑘 − 1)!
  

∞

𝑘=1

 

                                                           (𝑘 → 𝑘 + 1)  

= −𝑛𝑒−𝑛𝑥∑𝑓(
𝑘

𝑛
)
(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!
+ 𝑛𝑒−𝑛𝑥∑𝑓(

𝑘 + 1

𝑛
)
(𝑛𝑥)𝑘

(𝑘)!
  

∞

𝑘=0

 

∞

𝑘=0

 

                       = 𝑛𝑒−𝑛𝑥∑[𝑓 (
𝑘 + 1

𝑛
) − 𝑓 (

𝑘

𝑛
)]

∞

𝑘=0

(𝑛𝑥)𝑘

(𝑘)!
 

                       = 𝑛𝑒−𝑛𝑥 ∑ ∆1
𝑛

𝑓 (
𝑘

𝑛
)∞

𝑘=0
(𝑛𝑥)𝑘

(𝑘)!
. 

Benzer şekilde ikinci türev için 
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𝑆𝑛
′′(𝑓; 𝑥) = −𝑛2𝑒−𝑛𝑥∑∆1

𝑛
𝑓 (
𝑘

𝑛
)
(𝑛𝑥)𝑘

(𝑘)!
+ 𝑛2𝑒−𝑛𝑥∑∆1

𝑛

∞

𝑘=1

𝑓 (
𝑘

𝑛
)
𝑘(𝑛𝑥)𝑘−1

𝑘. (𝑘 − 1)!

∞

𝑘=0

 

(𝑘 → 𝑘 + 1) 

                 = −𝑛2𝑒−𝑛𝑥∑∆1
𝑛

∞

𝑘=0

𝑓 (
𝑘

𝑛
)
(𝑛𝑥)𝑘

(𝑘)!
+ 𝑛2𝑒−𝑛𝑥∑∆1

𝑛

∞

𝑘=0

𝑓 (
𝑘 + 1

𝑛
)
(𝑛𝑥)𝑘

(𝑘)!
 

                          = 𝑛2𝑒−𝑛𝑥∑[∆1
𝑛
𝑓 (
𝑘 + 1

𝑛
) − ∆1

𝑛
𝑓 (
𝑘

𝑛
)]
(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

 

                          = 𝑛2𝑒−𝑛𝑥∑∆1
𝑛

2

∞

𝑘=0

𝑓 (
𝑘

𝑛
)
(𝑛𝑥)𝑘

(𝑘)!
 

elde edilir. Bu ifade r-inci türev için genellenirse  

𝑆𝑛
(𝑟)(𝑓; 𝑥) = 𝑛𝑟𝑒−𝑛𝑥∑∆1

𝑛

𝑟

∞

𝑘=0

𝑓 (
𝑘

𝑛
)
(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!
 

şeklindeki istenen sonuç elde edilir. 
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4.  ÜSTEL FONKSİYONLARI KORUYAN SZÁSZ-MİRAKYAN           

OPERATÖRLERİNİN YAKLAŞIM ÖZELLİKLERİ 

 

Bu bölümde amacımız, (1.1)’deki operatörlerin bazı ağırlıklı yaklaşım özelliklerini 

incelemektir. Öncelikle ağırlıklı Korovkin tipli teoremi kullanarak, operatörlerin 

ağırlıklı düzgün yaklaşımını inceleyeceğiz. Sonra benzer sonuçları Korovkin 

teoremini kullanmadan elde edeceğiz. Ayrıca üstel ağırlıklı uzaylarda, uygun 

tanımlanmış süreklilik modulü yardımıyla bu operatörlerin kantitatif sonuçları ile 

ilgileneceğiz. Operatörlerin türevlerini tanımlayıp düzgün yakınsaklık hızlarını ele 

alacağız. En sonunda operatörlerin birinci türevleri için Voronovskaya tipli teoremini 

ispatlayacağız.  

Acar vd. (2017) modifiye Szász-Mirakyan operatörlerini tüm 𝑥 > 0 ve 𝑛 ∈ Ν için  

ℛ𝓃(1; 𝑥) = 1   ve   ℛ𝓃(𝑒
2𝑎𝑡; 𝑥) = 𝑒2𝑎𝑥  

olacak şekilde aşağıdaki şekilde tanımlamıştır: 

Tanım 4.1. 𝑓 ∈ 𝐶[0,∞) ve aşağıdaki ifadenin sağ tarafının mutlak yakınsak olması 

halinde 

  ℛ𝓃(𝑓; 𝑥) = 𝑒
−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑

(𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

𝑘!
𝑓 (

𝑘

𝑛
)∞

𝑘=0   𝑛 ∈ ℕ  , 𝑥 ≥ 0                             (4.1) 

 

ifadesine Modifiye Szász-Mirakyan operatörleri denir. Burada , 𝛼𝑛(𝑥) =
2𝑎𝑥

𝑛(𝑒2𝑎/𝑛−1)
  

şeklinde tanımlanmıştır. 

Aşağıdaki bilgiler ile ilgili kaynaklar (Aral vd., 2019;  Gadjiev, 1974; Hacısalihoğlu 

ve Haciyev, 1995; Coşkun, 2003) olarak verilebilir. 

𝜌𝑘(𝑥) fonksiyonları 𝑘 = 1, 2 için  R  üzerinde tanımlı, sınırsız, sürekli ve 𝜌𝑘(𝑥) ≥ 1 

şartını sağlayan fonksiyonlar olsun. Ayrıca,  𝛪 sınırsız keyfi bir aralık olsun. Bu 

takdirde 

𝐵𝜌𝑘 ≔ {𝑓: |𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀𝑓𝜌𝑘(𝑥), 𝑥 ∈ 𝛪} ,  𝐶𝜌𝑘 = {𝑓: 𝑓 ∈ 𝐵𝜌𝑘 , 𝑓 𝑠ü𝑟𝑒𝑘𝑙𝑖}  
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I aralıklarında tanımlanan fonksiyon uzaylarıdır. 𝐵𝜌𝑘 ağırlıklı bir uzay olarak olarak 

adlandırılmak üzere ve ‖𝑓‖𝜌𝑘 = 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈𝛪

|𝑓(𝑥)|

 𝜌𝑘(𝑥)
 şeklinde verilen 𝜌𝑘 normuna sahip bir 

Banach uzayıdır. 

Aşağıdaki önermeler ve teorem (Aral vd., 2019) kaynağında ispatsız olarak 

bulunabilir. 

Önerme 4.1. 𝐶𝜌1 üzerinde tanımlanan bir L lineer pozitif operatörünün 𝐶𝜌1’den 𝐵𝜌2’ye 

dönüşüm yapması için gerek ve yeter şart 𝐿(𝜌1) ∈ 𝐵𝜌2 olmasıdır.  

Önerme 4.2. 𝐿: 𝐶𝜌1(R) → 𝐵𝜌2(R)  lineer pozitif operatör olsun. Bu takdirde 

‖𝐿‖𝐶𝜌1→𝐵𝜌2 =
‖𝐿(𝜌1)‖𝜌2 eşitliği sağlanır. 

Önerme 4.3.  ∀𝑛 ∈ N   için 𝐴𝑛: 𝐶𝜌1(R) → 𝐵𝜌2(R)  lineer pozitif operatör olsun. Kabul 

edelim ki  ∀𝑥 ∈ R  için  𝜌1 ≤ 𝑀𝜌2  olacak şekilde 𝑀 > 0 sayısı mevcut olsun. Bu 

takdirde lim
𝑛→∞

‖𝐴𝑛(𝜌1) − 𝜌1‖𝜌2 = 0  ise   ‖𝐴𝑛‖𝐶𝜌1→𝐵𝜌2  normu düzgün sınırlıdır. 

İspat. ‖𝐴𝑛(𝜌1) − 𝜌1‖𝜌2 = 0 ise ∀𝜀 > 0 için ∃N = N(𝜀) vardır.  Bu takdirde  ∀n ≥

N   için ‖𝐴𝑛(𝜌1) − 𝜌1‖𝜌2 < 𝜀 olur.  Aynı zamanda 𝜌1(𝑥) ≤ M𝜌2(𝑥)   olmasından 

dolayı ‖𝜌1‖𝜌2 ≤ 𝑀 olur. ∀𝑛 ∈ N  için Önerme 4.2 kullanılarak  

‖𝐴𝑛‖𝐶𝜌1→𝐵𝜌2 =
‖𝐴𝑛(𝜌1)‖𝜌2 = ‖𝐴𝑛(𝜌1) − 𝜌1 + 𝜌1‖𝜌2 

≤ ‖𝐴𝑛(𝜌1) − 𝜌1‖𝜌2 + ‖𝜌1‖𝜌2 < 𝜀 +𝑀 yazılır. 

𝐾 = 𝑚𝑎𝑘𝑠 {‖𝐴1‖𝐶𝜌1→𝐵𝜌2 ,
‖𝐴2‖𝐶𝜌1→𝐵𝜌2 , . . , 𝜀 + 𝑀}  seçilirse ‖𝐴𝑛‖𝐶𝜌1→𝐵𝜌2 ≤ 𝑀 

olur ve ispat tamamlanır.  

Teorem 4.1. Kabul edelim ki lim𝑛→∞
𝜌1(𝑥)

𝜌2(𝑥)
= 0 olsun. 𝐴𝑛: 𝐶𝜌1(R) → 𝐵𝜌2(R)  yani 

𝐴𝑛 , 𝐶𝜌1(R)
′den 𝐵𝜌2(R)’ye dönüşüm yapan lineer operatör dizisi olsun. Bu operatör 

aşağıdaki üç şartı yerine getirirse 

                        lim
𝑛→∞

∥ 𝐴𝑛(𝜌1
𝜐) − 𝜌1

𝜐 ∥𝜌2= 0 ,       𝜐 = 0, 1, 2, 

  n→ ∞ iken keyfi  𝑓 ∈ 𝐶𝜌1(R) fonksiyonu için 𝜌2 normunda  
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                         𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∥ 𝐴𝑛(𝑓) − 𝑓 ∥𝜌2=0 olur.  

İspat.   

                             𝜌1(𝑥) =
𝑓(𝑥)

1+𝑥2
  alalım. 

        𝜐 = 0 𝑖ç𝑖𝑛 

              

lim
𝑛→∞

∥ 𝐴𝑛(𝜌1
0) − 𝜌1

0 ∥𝜌2= lim𝑛→∞
∥ 𝐴𝑛(1) − 1 ∥𝜌2 

                                                                      =0 

dır. 

         𝜐 = 1 𝑖ç𝑖𝑛 

                               Lim
𝑛→∞

∥ 𝐴𝑛(𝜌1
1) − 𝜌1

1 ∥𝜌2= lim
𝑛→∞

|𝑎𝑛(𝑥) − 𝑎𝑛(𝑥)| 

                                                                              =0 

dır. 

         𝜐 = 2 𝑖ç𝑖𝑛 

lim
𝑛→∞

∥ 𝐴𝑛(𝜌1
2) − 𝜌1

2 ∥𝜌2= lim
𝑛→∞

(sup
𝑥∈ℝ

|
𝐴𝑛(𝜌1

2) − 𝜌1
2

𝜌2(𝑥)
|) 

                                            = lim
𝑛→∞

(sup
𝑥∈ℝ

|𝐴𝓃(𝜌1
2) − 𝜌1

2|

1 + 𝜌1
2(𝑥)

) 

                                                                 = lim
𝑛→∞

(sup
𝑥∈ℝ

|𝜌1
2(𝑥)+

𝜌1(𝑥)
2

𝑛
−𝜌1

2(𝑥)|

1+𝜌1
2(𝑥)

) 

                                                                 = lim
𝑛→∞

(sup
𝑥∈ℝ

|
𝜌1(𝑥)

𝑛
|

1+𝜌1
2(𝑥)
) 

                                                               = lim
𝑛→∞

(𝑠𝑢𝑝
𝑥∈ℝ

𝜌1(𝑥)

𝑛(1+𝜌1
2(𝑥))

) 

                                                               = lim
𝑛→∞

1

𝑛
 

                                                               =0 

dır. 
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Lemma 4.1. Modifiye Szász-Mirakyan operatörü (ℛ𝓃)𝑛≥1  olmak üzere 

  𝑖) ℛ𝓃(1; 𝑥) = 1 

  𝑖𝑖) ℛ𝓃(ℯ
𝒶𝔱; 𝓍) = ℯ

2𝒶𝓍

(ℯ𝒶∕𝓃+1) 

  𝑖𝑖𝑖) ℛ𝓃(ℯ
2𝒶𝔱; 𝑥) = ℯ2𝒶𝓍 

  𝑖𝑣)ℛ𝓃(ℯ
3𝒶𝔱; 𝓍) = ℯ

2𝒶𝔱

(ℯ𝒶∕𝔫+1)
(ℯ2𝒶∕𝓃+ℯ𝒶∕𝓃+1)

 

 

  𝑣) ℛ𝓃(ℯ
4𝒶𝔱; 𝓍) = ℯ2𝒶𝓍(ℯ

2𝒶∕𝓃+1) 

 

 dir. Burada   

                      𝛼𝓃(𝓍) =
2𝛼𝓍

𝓃(ℯ2𝒶∕𝓃−1)
: = 𝓍𝛽𝓃    şeklindedir (Aral vd., 2019). 

İspat. 𝑖)  ℛ𝓷(1: 𝓍) = 1 olduğunu gösterelim. 

          ℛ𝓃(1: 𝓍) = ℯ
−𝑛𝛼𝓃(𝓍)∑

(𝑛𝛼𝑛(𝓍))
𝑘

𝑘!

∝

𝑘=0

 

                                                           = 𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)𝑒𝑛𝛼𝑛(𝑥) 

                                                              = 1 

elde edilir. 

           𝑖𝑖) ℛ𝓃(ℯ
𝒶𝔱; 𝓍) = ℯ

2𝒶𝓍

(ℯ𝒶∕𝓃+1)   olduğunu gösterelim. 

                                                       ℛ𝓃(ℯ
𝒶𝔱; 𝓍) = ℯ−𝑛𝛼𝓃(𝓍)∑

(𝓃𝛼𝓃(𝓍))
𝑘

𝑘
𝑒𝑎.

𝑘

𝑛∞
𝑘=0   

                                                                           = ℯ−𝑛𝛼𝓃(𝓍)∑
(𝑛𝛼𝑛(𝑥)𝑒

𝑎
𝑛)
𝑘

𝑘!

∞
𝑘=0  

                                                                           = ℯ−𝑛𝛼𝓃(𝓍)𝑒𝓃𝛼𝓃(𝓍)ℯ
𝛼
𝓃

 

                                                                           = 𝑒
𝓃𝛼𝓃(𝓍)(ℯ

𝓍
𝑛−1)
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                                                                           = ℯ

2𝒶𝓍

𝑛(ℯ2𝒶 𝓃⁄ −1)
∙𝑛(𝑒

𝛼
𝑛−1)

 

                                                                  = 𝑒

2𝒶𝓍

𝑛(ℯ𝒶 𝓃⁄ −1)(𝑒𝑎/𝑛+1)
𝑛(𝑒

𝛼
𝑛−1)

 

                                                                                = ℯ

2𝒶𝓍

(ℯ𝒶∕𝓃+1) 

elde edilir. 

            iii) ℛ𝓃(ℯ
2𝛼𝔱; 𝑥) = ℯ2𝛼𝔱 olduğunu gösterelim 

                                                  ℛ𝓃(ℯ
2𝛼𝔱; 𝑥) = ℯ−𝑛𝛼𝓃(𝓍)∑

(𝓃𝛼𝓃(𝓍))
𝑘

𝑘!
𝑒2

𝑘

𝑛
𝑎∞

𝑘=0  

                                                                  =ℯ−𝑛𝛼𝓃(𝓍)∑
(𝓃𝛼𝓃(𝓍)ℯ

2
𝓃
𝑎
)

𝑘

𝑘!

∞
𝑘=0  

                                                                        = ℯ−𝑛𝛼𝓃(𝓍)𝑒𝓃𝛼𝓃(𝓍)ℯ
2
𝑛
𝑎

 

                                                                  = ℯ
𝑛𝛼𝓃(𝓍)(𝑒

2𝑎
𝑛 −1)

 

                                                                     

                                                                           = ℯ
𝑛

2𝑎𝑥

(𝑒𝑎/𝑛−1)(𝑒𝑎/𝑛+1)
(𝑒𝑎/𝑛+1)(𝑒𝑎/𝑛−1)

      

                                                                  = 𝑒2𝛼𝓍 

               olur. 

                  𝑖𝑣) ℛ𝓃(ℯ
3𝒶𝔱; 𝓍) = ℯ

2𝒶𝓍

(ℯ𝒶 𝓃⁄ +1)
(𝑒
2𝑎
𝑛 +𝑒

𝑎
𝑛+1)

  olduğunu gösterelim. 

 

                                        ℛ𝑛(𝑒
3𝑎𝑡: 𝑥) = 𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑

(𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

𝑘!
𝑒
3𝑎𝑘
𝑛

∞

𝑘=0

 

                                                            = 𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑
(𝑛𝛼𝑛(𝑥)𝑒

3𝑎
𝑛 )

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0
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                                                = 𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)𝑒𝑛𝛼𝑛(𝑥)𝑒
3𝑎
𝑛

 

                                     = 𝑒
𝑛𝛼𝑛(𝑥)(𝑒

3𝑎
𝑛 −1)

 

                                           = 𝑒

𝑛
2𝑎𝑥

𝑛(𝑒
2𝑎
𝑛 −1)

(𝑒
3𝑎
𝑛 −1)

 

                                                                  = 𝑒

2𝑎𝑥

(𝑒
𝑎
𝑛−1)(𝑒

𝑎
𝑛+1)

(𝑒
𝑎
𝑛−1)(𝑒

2𝑎
𝑛 +𝑒

𝑎
𝑛  +1)

 

                                           = 𝑒

2𝑎𝑥

(𝑒
𝑎
𝑛+1)

(𝑒
2𝑎
𝑛 +𝑒

𝑎
𝑛  +1)

 

       elde edilir. 

                          𝑣) ℛ𝑛(𝑒
4𝑎𝑡: 𝑥) = 𝑒

2𝑎𝑥(𝑒
2𝑎
𝑛 +1)

 olduğunu gösterelim. 

                                                  ℛ𝓃(𝑒
4𝑎𝑡: 𝑥) = 𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑

(𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

𝑘!
𝑓 (

𝑘

𝑛
)∞

𝑘=0  

                                                                               = 𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑
(𝑛𝛼𝑛(𝑥))

𝑘

𝑘!

∞
𝑘=0 𝑒

4𝑎𝑘

𝑛  

                                                                  = 𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑
(𝑛𝛼𝑛(𝑥)𝑒

4𝑎
𝑛 )

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

 

                                                  = 𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)𝑒𝑛𝛼𝑛(𝑥).𝑒
4𝑎
𝑛

 

                                                                         = 𝑒
𝑛𝛼𝑛(𝑥)(𝑒

4𝑎
𝑛 −1)

 

                                                    = 𝑒
2𝑎𝑥

𝑛(𝑒2𝑎/𝑛−1)
𝑛(𝑒

4𝑎
𝑛 −1)

 

                                                                  = 𝑒
2𝑎𝑥

𝑛.(𝑒2𝑎/𝑛−1)
𝑛(𝑒

2𝑎
𝑛 −1)(𝑒

2𝑎
𝑛 +1)

 

                                     = 𝑒
2𝑎𝑥(𝑒

2𝑎
𝑛
+1
)
 

elde edilir. 
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Lemma 4.2. (ℛ𝓃)𝓃≥1 operatörleri için 

     𝑖) ℛ𝓃(1: 𝑥) = 1 

     𝑖𝑖) ℛ𝓃(𝛼𝑛: 𝑥) = 𝛼𝑛(𝑥) 

     𝑖𝑖𝑖) ℛ𝓃(𝛼𝑛
2: 𝑥) = 𝛼𝑛

2(𝑥) +
𝛼𝑛(𝑥)

𝑛
   

olur (Aral vd., 2019). 

İspat.  

𝑖) ℛ𝓃(1: 𝑥) = 1   olduğunu gösterelim. 

                                        ℛ𝓃(1: 𝑥) = 𝑒
−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑

(𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

𝑘!

∞
𝑘=0  

                                                             = 𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)𝑒𝑛𝛼𝑛(𝑥) 

                                                              = 1. 

         

𝑖𝑖) ℛ𝓃(𝛼𝑛: 𝑥) = 𝛼𝑛(𝑥) olduğunu gösterelim. 

ℛ𝑛(𝛼𝑛: 𝑥) = 𝑒
−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑𝑓(

𝑘

𝑛
)
(𝑛𝛼𝑛(𝑥))

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

 

             = 𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑
𝑘

𝑛

(𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

𝑘!

∞

𝑘=1

 

               = 𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑
𝑘

𝑛

(𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

𝑘(𝑘 − 1)!

∞

𝑘=1

 

                                 = 𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑
𝑛𝛼𝑛(𝑥)

𝑛

(𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘−1

(𝑘 − 1)!

∞

𝑘=1

 

                                                                      (𝑘 → 𝑘 + 1) yazılırsa 

                        = 𝛼𝑛(𝑥)𝑒
−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑

(𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0
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                          = 𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑
(𝑛𝛼𝑛(𝑥))

𝑘
𝛼𝑛(𝑥)

𝑘!

∞

𝑘=0

 

                                                            = ℛ𝓃(1; 𝑥)𝛼𝑛(𝑥) 

                                                             = 𝛼𝑛(𝑥). 

            

           𝑖𝑖𝑖) ℛ𝑛(𝛼𝓃
2 : 𝑥) = 𝛼𝑛

2(𝑥) +
𝛼𝑛(𝑥)

2
  olduğunu gösterelim. 

ℛ𝓃(𝛼𝑛
2: 𝑥) = 𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑𝑓(

𝑘

𝑛
)

∞

𝑘=0

(𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

𝑘!
 

               = 𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑
𝑘2

𝑛2
(𝑛𝛼𝑛(𝑥))

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

 

               = 𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑
𝑘2

𝑛2
(𝑛𝛼𝑛(𝑥))

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=1

 

                                                     (𝑘2 = 𝑘(𝑘 − 1) + 𝑘)    olarak alınırsa. 

                                      = 𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑
(𝑘(𝑘 − 1) + 𝑘)(𝑛𝛼𝑛(𝑥))

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=1

 

                                = 𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑
𝑘(𝑘 − 1)

𝑛2
(𝑛𝛼𝑛(𝑥))

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=2

+ 

     +
𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)

𝑛
∑

𝑘

𝑛

(𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

𝑘!

∞

𝑘=1

 

                                       = 𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑
𝑘(𝑘 − 1)

𝑛2
(𝑛𝛼𝑛(𝑥))

𝑘

𝑘(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)!

∞

𝑘=2

+ 

     +
𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)

𝑛
∑

𝑘

𝑛

(𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

𝑘!

∞

𝑘=1
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                                                     = 𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑
(𝑛𝛼𝑛(𝑥))

2

𝑛2
(𝑛𝛼𝑛(𝑥))

𝑘−2

(𝑘 − 2)!

∞

𝑘=2

 

                                               +
1

𝑛
ℛ𝓃(𝛼𝑛: 𝑥) 

                                                                   (𝑘 → 𝑘 + 2) yazılırsa 

                                         = 𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑𝛼𝑛
2(𝑥)

(𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

(𝑘)!

∞

𝑘=0

+
1

𝑛
ℛ𝑛(𝛼𝑛; 𝑥) 

                             = 𝛼𝑛
2(𝑥)𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑

(𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

𝑘!
+
𝛼𝑛(𝑥)

𝑛

∞

𝑘=0

 

= 𝛼𝑛
2(𝑥)ℛ𝓃(1; 𝑥) +

𝛼𝑛(𝑥)

𝑛
 

                                                     = 𝛼𝑛
2(𝑥) +

𝛼𝑛(𝑥)

𝑛
. 

elde edilir. 

 

Lemma 4.3. Her  𝑟 ∈ N   ve   𝑛 ∈ N için 

                          i)  ℛ𝓃
(𝑟)(𝑓: 𝑥) = 𝓃𝑟𝛽𝑛

𝑟ℛ𝑛 (∆1
𝑛

𝑟𝑓: 𝑥) 

                             𝑖𝑖) ∆𝑛
𝑟𝑓(𝑥) = ∑ (𝑟

𝑘
)(−1)𝑟−𝑘𝑓(𝑥 + 𝑘ℎ)𝑟

𝑘=0    

     gerçeklenir (Aral vd., 2019). 

İspat. i)  

                       ℛ𝓃(𝑓: 𝑥) = 𝛽𝑛𝑒
−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑

(𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

𝑘!
𝑓 (

𝑘

𝑛
)∞

𝑘=0   , 𝑛 ∈ 𝑁        

      olmak üzere her tarafın türevini aldığımızda  

               ℛ𝑛
′ (𝑓: 𝑥) = −𝑛𝛽𝑛𝑒

−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑
(𝑛𝛼𝑛(𝑥))

𝑘

𝑘!
𝑓 (
𝑘

𝑛
)

∞

𝑘=0
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                                     + 𝛽𝑛𝑒
−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑𝑘

(𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘−1

𝑘!
𝑛𝑓 (

𝑘

𝑛
)

∞

𝑘=1

 

                                                                  (𝑘 → 𝑘 + 1 )  

                                                  = 𝑛𝛽𝑛𝑒
−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑[𝑓 (

𝑘 + 1

𝑛
) − 𝑓 (

𝑘

𝑛
)]
(𝑛𝛼𝑛(𝑥))

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

 

                                                 = 𝑛𝛽𝑛ℛ𝑛 (∆1
𝑛

𝑓: 𝑥) 

elde edilir. İkinci türevini alırsak 

                                  ℛ𝑛
′′(𝑓: 𝑥) = −𝑛2𝛽𝑛𝑒

−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑ ∆1
𝑛

𝑓 (
𝑘

𝑛
)
(𝛼𝑛(𝑥)𝑛)

𝑘

𝑘!

∞
𝑘=0  

                                                          +𝑛2𝛽𝑛𝑒
−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑ ∆1

𝑛

𝑓 (
𝑘

𝑛
) 𝑘∞

𝑘=1
(𝛼𝑛(𝑥)𝑛)

𝑘−1

𝑘!
 

                                                                (𝑘 → 𝑘 + 1)   

                         = −𝑛2𝛽𝑛𝑒
−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑∆1

𝑛

(𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

𝑘!
𝑓 (
𝑘

𝑛
)

∞

𝑘=0

 

                                                      +𝑛2𝛽𝑛𝑒
−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑ ∆1

𝑛

(𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

𝑘!
𝑓 (

𝑘+1

𝑛
)∞

𝑘=0  

                             = 𝑛2𝛽𝑛𝑒
−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑[∆1

𝑛
𝑓 (
𝑘 + 1

𝑛
) − ∆1

𝑛
𝑓 (
𝑘

𝑛
)]

∞

𝑘=0

 

                                                  = 𝓃2𝛽𝑛
2ℛ𝑛 (∆1

𝑛

2𝑓: 𝑥) 

   ifadesini elde ederiz. Bu ifadeyi daha genel olarak yazacak olursak, 

ℛ𝓃
(𝑟)(𝑓: 𝑥) = 𝓃𝑟𝛽𝑛

𝑟ℛ𝑛 (∆1
𝑛

𝑟𝑓: 𝑥) 

   ifadesini elde ederiz. 

         ii) △ℎ
𝑟 𝑓(𝑥) = ∑ (𝑟

𝑘
)(−1)𝑟−𝑘𝑓(𝑥 + 𝑘ℎ𝑟

𝑘=0 )  
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          r =1 için doğru olduğunu gösterelim. 

                                △ℎ 𝑓(𝑥) = ∑ (1
𝑘
)(−1)1−𝑘𝑓(𝑥 + 𝑘ℎ1

𝑘=0 ) 

                         △ℎ 𝑓(𝑥) =∑ (
1

𝑘
) (−1)1−𝑘𝑓(𝑥 + 𝑘ℎ

1

𝑘=0
) 

                                       = 1. (−1). 𝑓(𝑥) + 1. 𝑓(𝑥 + ℎ) 

                                                             =𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥). 

           r =2 için doğruluğunu gösterelim. 

                △ℎ
2 𝑓(𝑥) =∑ (

2

𝑘
) (−1)2−𝑘𝑓(𝑥 + 𝑘ℎ

2

𝑘=0
) 

                                                         =(−1)2. 𝑓(𝑥) + 2. (−1)𝑓(𝑥 + ℎ) + 1. 𝑓(𝑥 + 2ℎ) 

                                                         =𝑓(𝑥 + 2ℎ) − 2. 𝑓(𝑥 + ℎ) + 𝑓(𝑥). 

          

 r =3 için 

                     △𝑛
3 𝑓(𝑥) =∑ (

3

𝑘
) (−1)3−𝑘𝑓(𝑥 + 𝑘ℎ

3

𝑘=0
) 

                                                          =1. 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥 + 𝑘ℎ) + 3. (−1). 𝑓(𝑥 + 2ℎ) + 

                                                            +𝑓(𝑥 + 3ℎ) 

                                                         =𝑓(𝑥 + 3ℎ) − 3𝑓(𝑥 + 2ℎ) + 𝑓(𝑥 + 𝑘ℎ) + 𝑓(𝑥) 

   elde ederiz. 

   Bulunan ifadeleri genellersek, 

               △ℎ
𝑟 𝑓(𝑥) = ∑ (𝑟

𝑘
)(−1)𝑟−𝑘𝑓(𝑥 + 𝑘ℎ𝑟

𝑘=0 )   

    ifadesini elde ederiz. 
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4.1. AĞIRLIKLI YAKLAŞIM 

Bu bölümde ağırlıklı Korovkin teoremi yardımıyla ağırlıklı bir yaklaşım teoremi 

vereceğiz. Bu durumda M’nin pozitif bir sabit olduğu |𝑓(𝑥)| < 𝑀𝜌𝑎(𝑥) , 𝜌𝑎(𝑥) = 𝑒
𝑎𝑥 

koşulunu sağlayan R’de tanımlanan tüm gerçek değerli fonksiyonların kümesi olan 

sabit bir  𝑎 > 0 ile göz önüne alarak 𝐵𝜌𝑎’yı dikkate alacağız. Ayrıca 𝐶𝜌𝑎  𝑖𝑠𝑒 𝐵𝜌𝑎 ‘ya 

ait tüm sürekli fonksiyonların alt uzayını gösterir. Bu uzayda norm 

 

‖𝑓‖𝜌𝑎 = sup
𝑥∈R+

|𝑓(𝑥)|

𝜌𝑎(𝑥)
    

ile gösterilir (Aral vd., 2019). 

𝐶𝜌𝑎
𝑘 (ℝ+)  𝑓 ∈ 𝐶𝜌𝑎(R

+) daki      lim
      𝑥→∞

|𝑓(𝑥)|

𝜌𝑎(𝑥)
  şartını sağlayan tüm fonksiyonların altuzayı 

olsun (k sabit) ve 𝐶𝜌𝑎
𝑟 (ℝ+) ise 𝑓(𝑠) ∈ 𝐶𝜌𝑎(R

+)  s = 1,2, . . , r  şartını sağlayan 𝑓 ∈

𝐶𝜌𝑎(ℝ
+)  deki tüm fonksiyonların uzayı olsun. 

 Şimdi (ℛ𝓃)𝓃≥1 nin   𝐶𝜌𝑎(R
+) dan 𝐵𝜌𝑎(𝑅

+)ya  dönüşüm yaptığını gösterelim. 

Lemma 4.1.1. 0 < 𝑎 < 𝑏  olmak üzere  (ℛ𝓃)𝑛≥1  𝐶𝜌𝑎   uzayından 𝐶𝜌𝑏   uzayına  

dönüşüm yapan bir lineer pozitif operatör olsun. Bu durumda 

                 ‖ℛ𝓃‖𝐶𝜌𝑎→𝐶𝜌𝑏   

normu düzgün sınırlıdır (Aral vd., 2019). 

İspat.                 ℛ𝓃(𝑓: 𝑥) = 𝑒
−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑

(𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

𝑘!
𝑓 (

𝑘

𝑛
)∞

𝑘=0   ifadesi gösterir ki  

               (ℛ𝓃)𝑛≥1 ifadesi bir lineer pozitif operatördür. 

    ‖ℛ𝓃(𝜌𝑎)‖𝜌𝑏 = 𝑠𝑢𝑝𝑥∈ℝ+𝑒
(

2𝑎

𝑒𝑎/𝑛+1
−𝑏)𝑥

= 1 

               
|ℛ𝑛(𝜌𝑎:𝑥)−𝜌𝑎(𝑥)|

𝜌𝑏(𝑥)
=
|𝑒

2𝑎

𝑒𝑎/𝑛+1
𝑥
−𝑒𝑎𝑥|

𝑒𝑏𝑥
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                                            =
|𝑒𝑎𝑥 − 𝑒

2𝑎

𝑒𝑎/𝑛+1
𝑥
|

𝑒𝑏𝑥
 

                                            =
(𝑒𝑎𝑥 − 𝑒

(
2𝑎𝑥

𝑒𝑎/𝑛+1
−𝑎𝑥+𝑎𝑥)

)

𝑒𝑏𝑥
 

                                           =
𝑒𝑎𝑥 (1 − 𝑒

(
2

𝑒𝑎/𝑛+1
_1)𝑎𝑥

)

𝑒𝑏𝑥
 

                                           = 𝑒𝑥(𝑎−𝑏) (1 − 𝑒
(

2

𝑒𝑎/𝑛+1
−1)𝑎𝑥

) 

                (
2

𝑒𝑎/𝑛+1
− 1)𝑎𝑥 = 𝑢 olarak seçip 

                 1 − 𝑒−𝑢 ≤ 𝑢 eşitsizliğini kullanırsak 

                                               1 − 𝑒
−(1−

2

𝑒𝑎/𝑛+1
)𝑎𝑥

≤ (1 −
2

𝑒𝑎/𝑛+1
) 𝑎𝑥 

                                                                                  ≤ 𝑒(𝑎−𝑏)𝑥 (1 −
2

𝑒𝑎/𝑛+1
) 𝑎𝑥 

                                                         =
𝑎𝑥

𝑒(𝑏−𝑎)𝑥
(1 −

2

𝑒𝑎/𝑛 + 1
) 

      elde edilir. 

                              (
𝑎𝑥

𝑒(𝑏−𝑎)𝑥
)
′
=
𝑎𝑒(𝑏−𝑎)𝑥−(𝑏−𝑎)𝑒(𝑏−𝑎)𝑥𝑎𝑥

𝑒((𝑏−𝑎)𝑥)
2 = 0 

                                      𝑒(𝑏−𝑎)𝑥𝑎(1 − (𝑏 − 𝑎)𝑥) = 0 

     𝑥 =
1

𝑏−𝑎
   ifadesini fonksiyonda yerine yazalım. 

                            
𝑎

1

𝑏−𝑎

𝑒
=

𝑎

(𝑏−𝑎)𝑒
   ise 

                              ≤ (1 −
2

𝑒
𝑎
𝑛+1
)

𝑎

(𝑏−𝑎)𝑒
  olur. 

  𝑛 → ∞ için ise yukarıdaki ifade  sıfır olacaktır. 
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Burada dikkat edilirse Becker vd. (1978), makalelerinde klasik Szász-Mirakyan 

operatörlerinin 𝑏 > 𝑎 > 0 ve 𝑛 > 𝑎 (ln (
𝑏

𝑎
)) − 1 şartları altında   𝐶𝜌𝑎  𝑑𝑎𝑛 𝐶𝜌𝑏    𝑦𝑒  

dönüşüm yapan bir pozitif lineer operatör olduğunu göstermiştir. Fakat, Lemma 4.4 de 

ℛ𝓃  operatöründe  n, a ve b değerleri için bir sınırlamaya ihtiyaç olmadığı görülmüştür 

(Aral vd., 2019). 

Sonuç 4.1.1.  𝑓 ∈ 𝐶𝜌𝑎(ℝ
+) ve 𝑎 > 0  olmak üzere 

       lim
𝑛→∞

ℛ𝓃(𝑓: 𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ ℝ
+ dir. 

Bu yakınsama 𝑥2 > 𝑥1 ≥ 0 olmak üzere her [𝑥1, 𝑥2]  aralığı üzerinde düzgündür (Aral 

vd., 2019). 

Teorem 4.1.2.  0 < 𝑎 < 𝑏  için  her  𝑓 ∈ 𝐶𝜌𝑎
𝑘 (ℝ+) 

      lim
𝑛→∞

‖ℛ𝓃(𝑓) − 𝑓‖𝜌𝑏 =  0 olur (Aral vd., 2019). 

İspat.      ∀ 𝑥𝟎 > 0  için 

       𝑠𝑢𝑝𝑥∈R+
|ℛ𝑛(𝑓:𝑥)−𝑓(𝑥)|

𝑒𝑏𝑥
≤  𝑠𝑢𝑝𝑥≤𝑥0

|ℛ𝑛(𝑓:𝑥)−𝑓(𝑥)|

𝑒𝑏𝑥
  

+𝑠𝑢𝑝𝑥≥𝑥0
|ℛ𝑛(𝑓: 𝑥) − 𝑓(𝑥)|

𝑒𝑏𝑥
 

                                                 ≤ ‖ℛ𝑛(𝑓) − 𝑓‖𝐶[0,𝑋0] + ‖𝑓‖𝜌𝑎𝑠𝑢𝑝𝑥≥𝑥0
|ℛ𝑛(𝑒

𝑎𝑡: 𝑥)|

𝑒𝑏𝑥
 

                                                        +𝑠𝑢𝑝𝑥≥𝑥0
|𝑓(𝑥)|

𝑒𝑏𝑥
. 

Yukarıdaki eşitsizliğin ilk koşulu sağ tarafın sıfır olduğunu göstermektir. Lemma 

4.1’den 𝑥 > 0 sabittir. Kolayca görülebilir ki 

𝑠𝑢𝑝𝑥≥𝑥0
|ℛ𝓃(𝑒

𝑎𝑡: 𝑥)|

𝑒𝑏𝑥
= 𝑒

𝑥0(
2𝑎

𝑒𝑎/𝑛+1
−𝑏)

 

ifadesi 𝑛 → ∞ için sıfıra yakınsar. Yukarıdaki eşitsizliğin son kısmında 𝑥0 > 0 sayısı  

yeterince büyük seçtiğimizde eşitsizliğin son kısmı yeterince küçük bırakılabilir. 
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4.2. YAKINSAKLIK HIZI 

Bizim buradaki amacımız uygun bir süreklilik modülü yardımıyla Teorem 4.1’deki 

yakınsaklık hızını belirlemektir.Yakınsaklık hızını bulmak için  𝑓 ∈ 𝐶𝜌𝑎
𝑘 (R+) 

olduğunda bir ağırlıklı süreklilik modülü belirleyelim. Bu amaç için öncelikle 

kullanacağımız ağırlıklı süreklilik modülünün tanımını verelim. 

ω̃(𝑓: δ) = 𝑠𝑢𝑝|𝑡−𝑥|≤𝛿
|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|

𝑒𝑎𝑡 + 𝑒𝑎𝑥
, δ ≥ 0 

  𝑓 ∈ 𝐶𝜌𝑎
𝑘 (ℝ+) (Aral vd. , 2019;  Aral vd. , 2017). 

Aşağıdaki lemmalar ispatsız olarak (Aral vd. , 2019) kaynağında bulunmaktadır. 

Lemma 4.2.1.  𝑓 ∈ 𝐶𝜌𝑎
𝑘 (R+)  için   𝑙𝑖𝑚𝛿→0𝜔̃(𝑓: 𝛿) = 0 . 

İspat.    𝑓 ∈ 𝐶𝜌𝑎
𝑘 (R+) olmak üzere  

                             lim𝑥→∞
|𝑓(𝑥)|

𝑒𝑎𝑥
= 𝑘 ∈ R+  ise 

           𝜔̃(𝑓: 𝛿) = 𝑠𝑢𝑝|𝑡−𝑥|≤𝛿,𝑥≥0
|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|

𝑒𝑎𝑡 + 𝑒𝑎𝑥
 

                           ≤ 𝑠𝑢𝑝|𝑡−𝑥|≤𝛿,   0≤𝑥≤𝑥0|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| + 𝑠𝑢𝑝|𝑡−𝑥|≤𝛿,𝑥>𝑥0
|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|

𝑒𝑎𝑡 + 𝑒𝑎𝑥
 

                           ≤ 𝜔(𝑓: 𝛿) + 𝑠𝑢𝑝|𝑡−𝑥|≤𝛿,   𝑥>𝑥0 |
𝑓(𝑡)

𝑒𝑎𝑡
− 𝑘| + 𝑠𝑢𝑝|𝑡−𝑥|≤𝛿,𝑥>𝑥0 |

𝑓(𝑥)

𝑒𝑎𝑥
− 𝑘| 

                           ≤ 𝜔(𝑓: 𝛿) + 2𝜀. 

Lemma 4.2.2. Herhangi 𝜆 > 0 ve 𝑓 ∈ 𝐶𝑎
𝑘(R+)  için  𝜔̃(𝑓; 𝜆𝛿) ≤ 2(1 + 𝜆)𝜔̃(𝑓: 𝛿) 

olur. 

İspat. ⟦𝜆⟧ ile 𝜆 sayısının tam kısmı gösterilmek üzere 

                             2⟦𝜆⟧ ≤ 2𝜆 < 2(⟦𝜆⟧ + 1) 

                 𝜔̃(𝑓: 𝜆𝛿) ≤ 𝜔̃(𝑓: 2(⟦𝜆⟧ + 1)𝛿) ≤ 2(⟦𝜆⟧ + 1)𝜔̃(𝑓: 𝛿) 

                                                                           ≤ 2(𝜆 + 1)𝜔̃(𝑓: 𝛿) 

olur. 
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Teorem 4.2.1.   𝑃𝑛,𝑘(𝑥) = e
−nx (𝑛𝑥)

𝑘

𝑘!
  olmak üzere 

  P𝑛,𝑘
′ (𝑥) = 𝑛[𝑃𝑛,𝑘−1(𝑥) − 𝑃𝑛,𝑘(𝑥)]  olduğunu gösterelim. 

İspat.  𝑃𝑛,𝑘
′ (𝑥) = −𝑛𝑒−𝑛𝑥

(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!
+ 𝑘𝑛𝑒−𝑛𝑥

(𝑛𝑥)𝑘−1

𝑘!
 

                          = 𝑛[𝑃𝑛,𝑘−1(𝑥) − 𝑃𝑛,𝑘(𝑥)]. 

Teorem 4.2.2.  0 < 2𝑎 < 𝑏 için 𝑓 ∈ 𝐶𝜌𝑎
𝑘 (R+)  olmak üzere 

                                         ‖ℛ𝓷(𝑓) − 𝑓‖𝝆𝒃 ≤ 8𝜔̃(𝑓;√𝜐𝑛)  

dir. Burada  

                     𝜐𝑛 = (
2𝑎

𝑛(𝑒2𝑎/𝑛−1)
− 1)

2
4

𝑏2𝑒2
+

1

𝑏𝑛 

2𝑎

𝑛(𝑒2𝑎/𝑛−1)
   

 şeklindedir (Aral vd., 2019). 

İspat. ω̃(𝑓; 𝛿) ile verilen süreklilik modülünün özelliklerini kullanalım. 

                𝜆 > 0 için 𝜆 =
|𝑡−𝑥|

𝛿
,    𝛿 > 0  alalım. Bu takdirde 

                              |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ (𝑒𝑎𝑡 + 𝑒𝑎𝑥)𝜔̌(𝑓; |𝑡 − 𝑥|) 

                                                         ≤ 2(𝑒𝑎𝑡 + 𝑒𝑎𝑥) (1 +
|𝑡 − 𝑥|

𝛿
) 𝜔̃(𝑓; 𝛿) 

bulunur. 

 𝑃𝑛,𝑘 = 𝑒
−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑

(𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

𝑘!

∞
𝑘=0   𝑛 ∈ N   alalım. 

|ℛ𝓃(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ |∑𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)

∞

𝑘=0

| 𝑃𝑛,𝑘(𝑥)                      

           ≤ 2𝜔̌(𝑓; 𝛿)∑(𝑒𝑎
𝑘
𝑛 + 𝑒𝑎𝑥)

∞

𝑘=0

(1 +
1

𝛿
|
𝑘

𝑛
− 𝑥|) 𝑃𝑛,𝑘(𝑥) 
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                          ≤ 2𝜔̌(𝑓; 𝛿) {∑𝑒𝑎
𝑘
𝑛𝑃𝑛,𝑘(𝑥) +

1

𝛿
∑𝑒𝑎

𝑘
𝑛

∞

𝑘=0

|
𝑘

𝑛
− 𝑥| 𝑃𝑛,𝑘(𝑥) + 𝑒

𝑎𝑥

∞

𝑘=0

+
1

𝛿
𝑒𝑎𝑥∑|

𝑘

𝑛
− 𝑥| 𝑃𝑛,𝑘(𝑥)

∞

𝑘=0

} 

Cauchy-Schwartz eşitsizliği Lemma 4.1 ve Lemma 4.2 yardımıyla 

                     (ℛ𝓃 (∑𝑒𝑎
𝑘
𝑛. 𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥).

∞

𝑘=0

𝑒𝑛𝛼𝑛(𝑥); 𝑥) = ℛ𝓃(𝑒
𝑎𝑡; 𝑥) = 𝑒𝑎𝑥) 

                      (ℛ𝓃 (
1

𝛿
∑𝑒𝑎

𝑘
𝑛

∞

𝑘=0

|
𝑘

𝑛
− 𝑥| 𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥). 𝑒𝑛𝛼𝑛(𝑥); 𝑥) =

1

𝛿
𝑒𝑎𝑥|𝑡 − 𝑥|) 

      (ℛ𝓃 (
𝑒𝑎𝑥

𝛿
∑ |

𝑘

𝑛
− 𝑥| 𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥).

∞

𝑘=0

(𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

𝑘!
; 𝑥) =

1

𝛿
𝑒𝑎𝑥|𝑡 − 𝑥|) 

kullanılarak 

|ℛ𝓃(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2𝜔̃(𝑓; 𝛿) {ℛ𝑛(𝑒
𝑎𝑡; 𝑥) + 𝑒𝑎𝑥 +

2𝑒𝑎𝑥

𝛿
(ℛ𝓃((𝑡 − 𝑥)

2; 𝑥))
1/2
} 

                           ( ℛ𝓃((𝑡 − 𝑥)
2; 𝑥) = 𝛼𝑛

2(𝑥) +
𝛼𝑛(𝑥)

𝑛
− 2𝑥𝛼𝑛(𝑡) + 𝑥

2 

  = (𝛼𝑛 − 𝑥)
2 +

𝛼𝑛(𝑥)

𝑛
 

≤ 2𝜔̃(𝑓; 𝛿) {𝑒

2𝑎𝑥

(𝑒𝑎/𝑛+1) + 𝑒𝑎𝑥 +
2𝑒𝑎𝑥

𝛿
(𝑥2 (

2𝑎

𝑛(𝑒2𝑎/𝑛 − 1)
− 1)

2

+
1

𝑛

2𝑎𝑥

𝑛(𝑒2𝑎/𝑛 − 1)
− 1)

1/2

} 

≤ 2𝜔̃(𝑓; 𝛿)𝑒𝑏𝑥 {𝑒

2𝑎𝑥

(𝑒
𝑎
𝑛+1)

−𝑏𝑥

+ 𝑒(𝑎−𝑏)𝑥 +
2𝑒(𝑎−

𝑏
2)
𝑥

𝛿
(𝑥2 (

2𝑎

𝑛(𝑒2𝑎/𝑛 − 1)
− 1)

2

+
2𝑎𝑥

𝑛2(𝑒2𝑎/𝑛 − 1)
)

1/2

} 

yazabiliriz. 

= sup
𝑥≥0

𝑥2 (
2𝑎

𝑛(𝑒2𝑎/𝑛 − 1)
− 1)

2

+ 𝑥
2𝑎

𝑛2(𝑒2𝑎/𝑛 − 1)

𝑒𝑏𝑥
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≤ (
2𝑎

𝑛 (𝑒
2𝑎
𝑛 − 1)

− 1)

2

.
4

𝑏2𝑒2
+
1

𝑏𝑒

2𝑎

𝑛2 (𝑒
2𝑎
𝑛 − 1)

= 𝑣𝑛 

elde edilir. 

Teorem 4.2.3. 0 < 2𝑎 < 𝑏  ve 𝑓 ∈ 𝐶𝑟[0,∞]  öyle ki 𝑓𝑟 ∈ 𝐶𝜌𝑎
𝑘 (ℝ+) için 

‖ℛ𝑛
𝑟 (𝑓; 𝑥) − 𝑓𝑟(𝑥)‖𝜌𝑏 ≤ 2(𝑒

𝑎
𝑟
𝑛 + 1)𝐵𝑛

𝑟𝜔̃ (𝑓(𝑟);
𝑟

𝑛
) + |1 − 𝛽𝑛

𝑟|‖𝑓(𝑟)‖
𝜌𝑎
+ 

+8𝜔̃(𝑓(𝑟); √𝒱𝑛) olur (Aral vd. 2019). 

İspat.       ℛ𝓃
(r)(f: x) = 𝓃rβn

rℛn (∆1
n

r𝑓: x)    𝑥 ∈ R+ ifadesinden yaralanılarak 

|ℛ𝑛
𝑟 (𝑓; 𝑥) − 𝑓𝑟(𝑥)| ≤ |nrβn

rℛn∆1
𝑛

𝑟𝑓 − ℛn(𝑓
(𝑟); 𝑥)| + |ℛ𝑛(𝑓

(𝑟); 𝑥) − 𝑓(𝑟)(𝑥)| 

yazılabilir,  𝜉𝑡 ∈ (𝑡, 𝑡 +
𝑟

𝑛
)  olmak üzere 

𝑛𝑟∆1
𝑛

𝑟𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑟)(𝜉𝑡) 

şeklinde  ifade edilsin. 

{ℛ𝓃
(r)(𝑓: x) = nrβn

rℛn (∆1
n

r𝑓: x)} 

|ℛ𝑛(𝑓
(𝑟); 𝑥) − 𝑓(𝑟)(𝑥)| = |𝑛𝑟𝛽𝑛

𝑟∆1
𝑛

𝑟𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑟)(𝑡)| 

                                         = |𝛽𝑛
𝑟𝑓(𝑟)(𝜉𝑡) − 𝑓

(𝑟)(𝑡)| 

                           ≤ 𝛽𝑛
𝑟|𝑓(𝑟)(𝜉𝑡) − 𝑓

(𝑟)(𝑡)| + |𝛽𝑛
𝑟𝑓(𝑟)(𝑡) − 𝑓(𝑟)(𝑡)| 

                    = 𝛽𝑛
𝑟|𝑓(𝑟)(𝜉𝑡) − 𝑓

(𝑟)(𝑡)| + |𝑓(𝑟)(𝑡)||1 − 𝛽𝑛
𝑟| 

(|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2(𝑒𝑎𝑡 + 𝑒𝑎𝑥) (1 +
|𝑡−𝑥|

𝛿
) 𝜔̃(𝑓; 𝛿)) ifadesinden faydalanılarak 

|𝑓(𝑟)(𝜉𝑡) − 𝑓
(𝑟)(𝑡)| ≤ 2(𝑒𝑎𝜉𝑡 + 𝑒𝑎𝑡)𝜔̃(𝑓(𝑟); |𝑡 − 𝜉𝑡|) 
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                                     ≤ 2 (𝑒𝑎(𝑡+
𝑟
𝑛
) + 𝑒𝑎𝑡) 𝜔̃(𝑓(𝑟); |𝑡 − 𝜉𝑡|) 

                                     ≤ 2 (𝑒𝑎
𝑟
𝑛 + 1) 𝑒𝑎𝑡𝜔̃ (𝑓(𝑟);

𝑟

𝑛
) 

 elde edilir.Son olarak 

|ℛ𝑛(𝑛
𝑟𝛽𝑛
𝑟∆1
𝑛

𝑟𝑓 − 𝑓(𝑟); 𝑥| ≤ 𝛽𝑛
𝑟ℛ𝑛(|𝑓

(𝑟)(𝜉𝑡) − 𝑓
(𝑟)(𝑡)|; 𝑥) + 

                                              +|1 − 𝛽𝑛
𝑟|ℛ𝑛(|𝑓

(𝑟)|; 𝑥) 

                                             ≤ 2 (𝑒𝑎
𝑟
𝑛 + 1)𝛽𝑛

𝑟ℛ𝑛(𝜌𝑎; 𝑥)𝜔̃ (𝑓
(𝑟);
𝑟

𝑛
) + 

                                             +|1 − 𝛽𝑛
𝑟|‖𝑓(𝑟)‖

𝜌𝑎
ℛ𝑛(𝜌𝑎; 𝑥) 

   ≤ 2 (𝑒𝑎
𝑟
𝑛 + 1)𝛽𝑛

𝑟ℯ

2𝒶𝓍

(ℯ𝒶 𝓃⁄ +1)𝜔̃ (𝑓(𝑟);
𝑟

𝑛
) + 

                                  +|1 − 𝛽𝑛
𝑟|‖𝑓(𝑟)‖

𝜌𝑎
ℯ

2𝒶𝓍

(ℯ𝒶 𝓃⁄ +1) 

ifadesi elde edilir. 

 

4.3. VORONOVSKAYA TİPLİ TEOREM 

Burada (1.1) deki operatörler için bir kantitatif Voronovskaya teorem elde etmek 

istiyoruz. Sonuçları süreklilik modülü yardımıyla elde edeceğiz. İlk olarak merkezi 

momentleri kullarak bir rekurans bağıntısı verelim. 

Lemma 4.3.1. 𝑚 ∈ N için merkezi momenti  (1.1)  için şu şekilde tanımlayalım. 

                                               ℛ𝓃,𝑚(𝑥) ≔ ℛ𝓃((𝑡 − 𝑥)
𝑚; 𝑥) vardır. 

              
𝑥

𝑛
[ℛ𝑛,𝑚

′ (𝑥) + mℛ𝑛,𝑚−1(𝑥)] = ℛ𝑛,𝑚+1(𝑥) + 𝑥(1 − 𝛽𝑛)ℛ𝑛,𝑚(𝑥) 

       ℛ𝑛,0(𝑥) = 1 
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       ℛ𝑛,1(𝑥) = 𝛼𝑛(𝑥) − 𝑥 

                      = 𝑥(𝛽𝑛 − 1) 

    dir. 

      ℛ𝑛,2(𝑥) = (𝛼𝑛(𝑥) − 𝑥)
2 +

𝛼𝑛(𝑥)

𝑛
 

                     = 𝑥2(𝛽𝑛 − 1)
2 + 𝑥

𝛽𝑛
𝑛

 

    dir. 

      ℛ𝑛,3(𝑥) = (𝛼𝑛(𝑥) − 𝑥)
3 +

3

𝑛
𝛼𝑛
2(𝑥) +

𝛼𝑛(𝑥)

𝑛2
− 3𝑥

𝛼𝑛(𝑥)

𝑛
 

                          = 𝑥3(𝛽𝑛 − 1)
3 +

𝑥2

𝑛
3𝛽𝑛(𝛽𝑛 − 1) +

𝑥𝛽𝑛
𝑛2

 

   dir. 

           ℛ𝑛,4(𝑥) = 𝑥
4(𝛽𝑛 − 1)

4 +
𝑥3

𝑛
(6𝛽𝑛

3 − 12𝛽𝑛
2 + 6𝛽𝑛) + 

     +
𝑥2

𝑛2
(7𝛽𝑛

2 − 4𝛽𝑛
2) + 𝑥

𝛽𝑛
𝑛3

 

dir. 

           ℛ𝑛,8(𝑥) = 𝑥
8(𝛽𝑛 − 1)

8 + 28
𝑥7

𝑛
𝛽𝑛(𝛽𝑛 − 1)

6 + 

                           −14
𝑥6

𝑛2
(4 − 19𝛽𝑛)(𝛽𝑛 − 1)

4𝛽𝑛 + 

                            +70
𝑥5

𝑛3
𝛽𝑛(𝛽𝑛 − 1)

2(1 − 10𝛽𝑛 + 15𝛽𝑛
2) 

                           −7
𝑥4

𝑛4
(8 − 124𝛽𝑛 + 344𝛽𝑛

2 − 243𝛽𝑛
3) 

                           +14
𝑥3𝛽𝑛
𝑛5

(2 − 36𝛽𝑛 + 69𝛽𝑛
2) −

𝑥2

𝑛6
𝛽𝑛(8 − 127𝛽𝑛) +

𝑥

𝑛7
𝛽𝑛   

(Aral vd., 2019). 
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İspat.             ℛ𝑛,𝑚(𝑥) = ℛ𝓃((𝑡 − 𝑥)
𝑚; 𝑥) için moment değerleri hesaplanırsa 

                          ℛ𝑛,0(𝑥 ) = ℛ𝓃((𝑡 − 𝑥)
0; 𝑥) 

                                           = ℛ𝓃(1; 𝑥) 

                                            = 1 

  olur. 

                            ℛ𝑛,1(𝑥) = ℛ𝓃((𝑡 − 𝑥)
1; 𝑥) 

                                           = 𝛼𝑛(𝑥) − 𝑥 

                                           = 𝑥𝛽𝑛 − 𝑥 

                                          = 𝑥(𝛽𝑛 − 1)  

Birinci dereceden moment elde edilir. Benzer şekilde ikinci dereceden moment 

aşağıdaki şekildedir.  

                           ℛn,2(x) = ℛ𝓃((t − x)
2; x) 

                                         = 𝛼𝑛
2(𝑥) +

𝛼𝑛(𝑥)

𝑛
− 2𝑥𝛼𝑛(𝑥) + 𝑥

2 

                                         = (𝛼𝑛(𝑥) − 𝑥)
2 +

𝛼𝑛(𝑥)

𝑛
 

                                        = (𝑥𝛽𝑛 − 𝑥)
2 +

𝛼𝑛(𝑥)

𝑛
 

                                       = 𝑥2(𝛽𝑛 − 1)
2 +

𝑥𝛽𝑛
𝑛

 

dir. 

                   ℛ𝑛,3(𝑥) = ℛ𝓃((𝑡 − 𝑥)
3; 𝑥) 

                                   = 𝛼𝑛
3(𝑥) − 3𝛼𝑛

2(𝑥)𝑥 + 3𝛼𝑛(𝑥)𝑥
2 − 𝑥3 

                                   = 𝛼𝑛
3(𝑥) +

3𝛼𝑛
2(𝑥)

𝑛
+
𝛼𝑛(𝑥)

𝑛2
− 3𝛼𝑛

2(𝑥)𝑥 − 3
𝛼𝑛(𝑥)

𝑛
𝑥 +  

                                    +3𝛼𝑛(𝑥)𝑥
2 − 𝑥3 
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                                   = (𝛼𝑛(𝑥) − 𝑥)
3 +

3𝛼𝑛
2(𝑥)

𝑛
+
𝛼𝑛(𝑥)

𝑛2
− 3

𝛼𝑛(𝑥)

𝑛
𝑥 

                                   = (𝑥𝛽𝑛 − 𝑥)
3 + 3

𝛼𝑛(𝑥)

𝑛
(𝛼𝑛(𝑥) − 𝑥) +

𝛼𝑛(𝑥)

𝑛2
 

                                   = 𝑥3(𝛽𝑛 − 1)
3 + 3

𝑥2

𝑛
𝛽𝑛(𝛽𝑛 − 1) + 𝑥

𝛽𝑛
𝑛2

 

dir. 

                    ℛ𝑛,4(𝑥) = ℛ𝓃((𝑡 − 𝑥)
4; 𝑥) 

                                    = 𝛼𝑛
4(𝑥) − 4𝛼𝑛

3(𝑥)𝑥 + 6𝛼𝑛
2(𝑥)𝑥2 − 4𝛼𝑛(𝑥)𝑥

3 + 𝑥4 

                                   = 𝛼𝑛
4(𝑥) + 6

𝛼𝑛
3(𝑥)

𝑛
+ 7

𝛼𝑛
2(𝑥)

𝑛2
+
𝛼𝑛(𝑥)

𝑛3
− 

                               +4 (𝛼𝑛
3(𝑥) + 3

𝛼𝑛
2(𝑥)

𝑛
+
𝛼𝑛(𝑥)

𝑛2
) 𝑥 

                               +6 (𝛼𝑛
2(𝑥) +

𝛼𝑛(𝑥)

𝑛
) 𝑥2 − 4𝛼𝑛(𝑥)𝑥

3 + 𝑥4 

                                = 𝛼𝑛
4(𝑥) + 6

𝛼𝑛
3(𝑥)

𝑛
+ 7

𝛼𝑛
2(𝑥)

𝑛2
+
𝛼𝑛(𝑥)

𝑛3
+ 

                             −4𝛼𝑛
3(𝑥)𝑥 − 12

𝛼𝑛
2(𝑥)

𝑛
𝑥 − 4

𝛼𝑛(𝑥)

𝑛2
𝑥 + 6𝛼𝑛

2(𝑥)𝑥2 + 

                              +6
𝛼𝑛(𝑥)

𝑛
𝑥2 − 4𝛼𝑛(𝑥)𝑥

3 + 𝑥4 

  İfadesi düzenlenirse 

                             = (αn(x) − x)
4 +

6

n
αn
3(x) − 12

αn
2(x)

n
x + 

                            +6
αn(x)

n
x2 +

αn(x)

n3
+ 7

αn
2(x)

n2
− 4

αn(x)

n2
x 

                             = x4(βn − 1)
4 +

x3

n
(6βn

3 − 12βn
2 + 6βn) + 
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                            +
x2

n2
(7βn

2 − 4βn
2) 

      olarak elde edilir. 

         ℛ𝑛,𝑚
′ (𝑥)  için 

 
𝑥

𝑛
[ℛ𝑛,𝑚

′ (𝑥) + 𝑚ℛ𝑛,𝑚−1(𝑥)] = ℛ𝑛,𝑚+1(𝑥) + 𝑥(1 − 𝛽𝑛)ℛ𝑛,𝑚(𝑥) 

olduğunu gösterelim. 

 

               ℛ𝓃(𝑓: 𝑥) = 𝑒
−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑

(𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑓 (
𝑘

𝑛
) 

m’nci moment 

ℛ𝓃((𝑡 − 𝑥)
𝑚: 𝑥) = 𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑

(𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑓 (
𝑘

𝑛
− 𝑥)

𝑚

 

ifade edilir ve ifadenin birinci türevi alınırsa,  

 ℛ𝑛
′ ((𝑡 − 𝑥)𝑚: 𝑥) = −𝑛𝛼𝑛

′ (𝑥)𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑
(𝑛𝛼𝑛(𝑥))

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑓 (
𝑘

𝑛
− 𝑥)

𝑚

+ 

                                +𝑛𝛼𝑛
′ (𝑥)𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑

𝑘(𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘−1

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑓 (
𝑘

𝑛
− 𝑥)

𝑚

+ 

                                −𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑
(𝑛𝛼𝑛(𝑥))

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑚(
𝑘

𝑛
− 𝑥)

𝑚−1

 

                             (
ℛ𝓃((𝑡 − 𝑥)

𝑚; 𝑥) =  ℛ𝓃,𝑚(𝑥)

 ℛ𝑛
′ (𝑚(𝑡 − 𝑥)𝑚−1: 𝑥) = 𝑚 ℛ𝓃,𝑚−1(𝑥)

) 

 şeklinde bilinen ifadelerden faydalanılarak 

= −𝑛𝛼𝑛
′ (𝑥)𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑

(𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑓 (
𝑘

𝑛
− 𝑥)

𝑚

+ 



37 

 

+𝑛𝛼𝑛
′ (𝑥)𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑

𝑘(𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘−1

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑓 (
𝑘

𝑛
− 𝑥)

𝑚

+ 

 −𝑚 ℛ𝓃,𝑚−1(𝑥) 

 = αn
′ (x)e−nαn(x)∑(

k

n
− x)

m

n {−
(nαn(x))

k

k!
+
k(nαn(x))

k−1

k!
}

∞

k=0

−m ℛ𝓃,m−1(x) 

= 𝛼𝑛
′ (𝑥)𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑(

𝑘

𝑛
− 𝑥)

𝑚

𝑛 {−
(𝑛𝛼𝑛(𝑥))

𝑘

𝑘!
+ 
𝑘(𝑛𝛼𝑛(𝑥))

𝑘−1

𝑘!

𝑛𝛼𝑛(𝑥)

𝑛𝛼𝑛(𝑥)
}

∞

𝑘=0

 

−𝑚 ℛ𝓃,𝑚−1(𝑥) 

 = 𝛼𝑛
′ (𝑥)𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑(

𝑘

𝑛
− 𝑥)

𝑚 (𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

{−𝑛 +
𝑘𝑛

𝑛𝛼𝑛(𝑥)
} − 𝑚 ℛ𝓃,𝑚−1(𝑥) 

                                          (𝛼𝑛(𝑥) = 𝑥𝛽𝑛   yazalım) 

= 𝛼𝑛
′ (𝑥)𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑(

𝑘

𝑛
− 𝑥)

𝑚 (𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

{−𝑛 +
𝑘

𝑥𝛽𝑛
} − 𝑚 ℛ𝓃,𝑚−1(𝑥) 

 = 𝛼𝑛
′ (𝑥)𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑ (

𝑘

𝑛
− 𝑥)

𝑚 (𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

𝑘!

∞
𝑘=0

𝑛

𝑥𝛽𝑛
(
𝑘

𝑛
− 𝑥𝛽𝑛) − 𝑚 ℛ𝓃,𝑚−1(𝑥)   

= 𝛼𝑛
′ (𝑥)𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑(

𝑘

𝑛
− 𝑥)

𝑚 (𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑛

𝛼𝓃(𝓍)
(
𝑘

𝑛
− 𝑥𝛽𝑛) − 𝑚 ℛ𝓃,𝑚−1(𝑥) 

                                              

(

 
 
𝛼𝑛(𝑥) =

2𝒶𝓍

𝑛(ℯ𝒶 𝓃⁄ −1)

𝛼𝑛
′ (𝑥) =

2𝒶

𝑛(ℯ𝒶 𝓃⁄ −1)

𝑥𝛼𝑛
′ (𝑥) = 𝛼𝑛(𝑥) )

 
 

 

İfadesinden faydalanılarak 

= 𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑(
𝑘

𝑛
− 𝑥)

𝑚 (𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝛼𝑛
′ (𝑥)

𝑛

𝑥𝛼𝑛
′ (𝑥)

(
𝑘

𝑛
− 𝑥𝛽𝑛) − 𝑚 ℛ𝓃,𝑚−1(𝑥) 
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elde edilir. 

İfadesine x ekleyip çıkarırsak  

=
𝑛

𝑥
𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑(

𝑘

𝑛
− 𝑥)

𝑚 (𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

(
𝑘

𝑛
− 𝑥 + 𝑥 − 𝑥𝛽𝑛) − 𝑚 ℛ𝓃,𝑚−1(𝑥) 

=
𝑛

𝑥
𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑(

𝑘

𝑛
− 𝑥)

𝑚+1 (𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

+ 

+𝑛𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑ (
𝑘

𝑛
− 𝑥)

𝑚 (𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

𝑘!

∞
𝑘=0 + 

−𝑛𝛽𝑛𝑒
−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑ (

𝑘

𝑛
− 𝑥)

𝑚 (𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

𝑘!

∞
𝑘=0 −𝑚 ℛ𝓃,𝑚−1(𝑥)  

ℛ𝑛,𝑚
′ (𝑥) =

𝑛

𝑥
𝑒−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑(

𝑘

𝑛
− 𝑥)

𝑚+1 (𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

+ 

+𝑛(1 − 𝛽𝑛)𝑒
−𝑛𝛼𝑛(𝑥)∑(

𝑘

𝑛
− 𝑥)

𝑚 (𝑛𝛼𝑛(𝑥))
𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

−𝑚 ℛ𝓃,𝑚−1(𝑥) 

 
𝑥

𝑛
[ℛ𝑛,𝑚

′ (𝑥) + 𝑚ℛ𝑛,𝑚−1(𝑥)] = ℛ𝑛,𝑚+1(𝑥) + 𝑥(1 − 𝛽𝑛)ℛ𝑛,𝑚(𝑥) 

elde edilir. 

Teorem 4.3.1. Sabit bir 𝑎 > 0 için 𝑓 ∈ 𝐶𝜌𝑎
(3)(R+)  olmak üzere (1.1) ile tanımlanan 

ℛ𝓃  operatörü için 

lim
𝑛→∞

𝑛[𝑅𝑛
′ (𝑓; 𝑥) − 𝑓′(𝑥)] = −𝑎𝑓′(𝑥) +

1 − 2𝑎𝑥

2
𝑓′′(𝑥) + 𝐴(𝑥)𝑓′′′(𝑥), ∀𝑥 > 0  

eşitliği sağlanır. 

 Burada,   

 𝐴(𝑥) =
1

6
𝑥(16𝑎2𝑥2 − 16𝑎2𝑥 + 18𝑎𝑥 − 18𝑎 + 3) 

şeklindedir (Aral vd., 2019). 
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İspat. 𝑓 ∈ 𝐶𝜌𝑎
(3)(R+)  verilsin ve 𝑡, 𝑥 ∈ R+ için                                                                    

𝑓(𝑡) = ∑(𝑡 − 𝑥)𝑘
3

𝑘=0

𝑓(𝑘)

𝑘!
+ ℎ(𝑡, 𝑥)(𝑡 − 𝑥)3 

Taylor açılımı yardımıyla  

𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑥) + (𝑡 − 𝑥)𝑓′(𝑥) + (𝑡 − 𝑥)2
𝑓′′(𝑥)

2!
+ (𝑡 − 𝑥)3

𝑓′′′(𝑥)

3!
+ ℎ(𝑡; 𝑥)(𝑡 − 𝑥)3  

İfadesi elde edilir. 

ℛ𝑛
′ (𝑓; 𝑥) =

𝑛

𝑥
ℛ𝓃((𝑡 − 𝑥)𝑓(𝑡); 𝑥) + 𝑛(1 − 𝛽𝑛)ℛ𝓃(𝑓; 𝑥) 

yazabiliriz. Burada  

𝑓(𝑡)′yi yerine yazalım. 

ℛ𝑛
′ (𝑓; 𝑥) =

𝑛

𝑥
{𝑓(𝑥)ℛ𝓃((𝑡 − 𝑥); 𝑥) + 𝑓

′(𝑥)ℛ𝓃((𝑡 − 𝑥)
2; 𝑥)

+
𝑓′′(𝑥)

2!
ℛ𝓃((𝑡 − 𝑥)

3 ; 𝑥) +
𝑓′′′(𝑥)

3!
ℛ𝓃((𝑡 − 𝑥)

4 ; 𝑥)

+ ℛ𝓃(ℎ(𝑡, 𝑥)(𝑡 − 𝑥)
4 ; 𝑥)} + 𝑛(1 − 𝛽𝑛)ℛ𝓃(𝑓; 𝑥) 

ℎ ∈ 𝐶𝜌𝑎(R
+)   ve  ℎ𝑥(𝑡) = lim

𝑡→𝑥
ℎ𝑥(𝑡) = 0  eşitliği doğrudur. 

𝑛

𝑥
ℛ𝓃((𝑡 − 𝑥); 𝑥) =

𝑛

𝑥
(𝛼𝑛(𝑥) − 𝑥) 

                                =
𝑛

𝑥
(𝑥𝛽𝑛 − 𝑥)   

                                =
𝑛

𝑥
𝑥(𝛽𝑛 − 1) 

                                = 𝑛(𝛽𝑛 − 1) 

𝑛[ℛ𝑛
′ (𝑓; 𝑥) − 𝑓′(𝑥)] =

𝑛2

𝑥
𝑓(𝑥)ℛ𝓃((𝑡 − 𝑥); 𝑥) +

𝑛2

𝑥
𝑓′(𝑥)ℛ𝓃((𝑡 − 𝑥)

2; 𝑥) 

                                      +
𝑛2

𝑥

𝑓′′(𝑥)

2!
ℛ𝓃((𝑡 − 𝑥)

3 ; 𝑥) +
𝑛2

𝑥

𝑓′′′(𝑥)

3!
ℛ𝓃((𝑡 − 𝑥)

4 ; 𝑥) 
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                                     +
𝑛2

𝑥
ℛ𝓃(ℎ(𝑡, 𝑥)(𝑡 − 𝑥)

4 ; 𝑥) + 𝑛2(1 − 𝛽𝑛)ℛ𝓃(𝑓; 𝑥) − 𝑛𝑓
′(𝑥) 

İfadesi düzenlenirse, 

                                  = 𝑛2𝑓(𝑥)(𝛽𝑛 − 1) +
𝑛2

𝑥
𝑓′(𝑥)ℛ𝓃((𝑡 − 𝑥)

2; 𝑥) + 

                                   +
𝑛2

𝑥

𝑓′′(𝑥)

2!
ℛ𝓃((𝑡 − 𝑥)

3 ; 𝑥) +
𝑛2

𝑥

𝑓′′′(𝑥)

3!
ℛ𝓃((𝑡 − 𝑥)

4 ; 𝑥) 

                            +
𝑛2

𝑥
ℛ𝓃(ℎ(𝑡, 𝑥)(𝑡 − 𝑥)

4 ; 𝑥) + 𝑛2(1 − 𝛽𝑛)ℛ𝓃(𝑓; 𝑥) − 𝑛𝑓
′(𝑥) 

                                  =
𝑛2

𝑥
𝑓′(𝑥) [ℛ𝓃((𝑡 − 𝑥)

2; 𝑥) −
𝑥

𝑛
] +

𝑓′′(𝑥)

2𝑥
𝑛2ℛ𝓃((𝑡 − 𝑥)

3 ; 𝑥) + 

                        +
𝑓′′′(𝑥)

6𝑥
𝑛2ℛ𝓃((𝑡 − 𝑥)

4 ; 𝑥) +
𝑛2

𝑥
ℛ𝓃(ℎ(𝑡, 𝑥)(𝑡 − 𝑥)

4 ; 𝑥) + 

                                  +𝑛2(1 − 𝛽𝑛)(ℛ𝓃(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)) 

 Ayrıca uygun bir program yardımıyla (Mathematica, Maple, Matlab vb.)  

lim
𝑛→∞

𝑛2

𝑥
ℛ𝓃 ((𝑡 − 𝑥)

2; 𝑥 −
𝑥

𝑛
) = 𝑎2𝑥 − 𝑎 

                                          lim
                                                         𝑛→∞

𝑛2

2𝑥
ℛ𝓃((𝑡 − 𝑥)

3 ; 𝑥)  =
1 − 3𝑎𝑥

2
  

                                         lim
𝑛→∞

𝑛2

6𝑥
ℛ𝓃((𝑡 − 𝑥)

4 ; 𝑥) = 𝐴(𝑥) 

bulunur. Yukarıdaki limitleri kullanarak 

lim
𝑛→∞

𝑛 [ℛ𝑛
′ (𝑓; 𝑥) − 𝑓′(𝑥)] = (𝑎2𝑥 − 𝑎)𝑓′(𝑥) +

1 − 3𝑎𝑥

2
𝑓′′(𝑥) + 𝐴(𝑥)𝑓′′′(𝑥) + 

+ lim
𝑛→∞

𝑛2

𝑥
ℛ𝓃(ℎ(𝑡, 𝑥)(𝑡 − 𝑥)

4 ; 𝑥) + lim
𝑛→∞

𝑛2(1 − 𝛽𝑛)(ℛ𝓃(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)) 

lim
𝑛→∞

𝑛[ℛ𝓃(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)] = −𝑎𝑥𝑓
′(𝑥) +

𝑥

2
𝑓′′(𝑥)   

yazılabilir.  𝑥 > 0 için lim
𝑛→∞

(1 − 𝛽𝑛)𝑛 = 𝑎  alalım. 
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lim
𝑛→∞

𝑛2(1 − 𝛽𝑛)[ℛ𝓃(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)] = −𝑎
2𝑥𝑓′(𝑥) +

𝑎𝑥

2
𝑓′′(𝑥). 

İspatı tamamlamak için    lim
𝑛→∞

𝑛2

𝑥
ℛ𝓃(ℎ(𝑡, 𝑥)(𝑡 − 𝑥)

4 ; 𝑥) hesaplamalıyız. 

Sonuç 1 ve ℎ2 ∈ 𝐶2𝜌𝑎(R
+) göz önüne alınırsa 

lim
𝑡→𝑥

ℛ𝓃(ℎ
2(𝑡, 𝑥); 𝑥) = ℎ2(𝑥, 𝑥) = 0 olduğu görülür. 

Ayrıca Cauchy-Schwarz  eşitsizliğinden yola çıkarak 

𝑛2ℛ𝑛(ℎ(𝑡, 𝑥)(𝑡 − 𝑥)
4 ; 𝑥) ≤ √ℛ𝑛(ℎ

2(𝑡, 𝑥); 𝑥)√𝑛4ℛ𝑛((𝑡 − 𝑥)
8; 𝑥)     yazabiliriz. 

Son olarak hipotezden  

lim
𝑛→∞

𝑛4(ℛ𝑛((𝑡 − 𝑥)
8; 𝑥)) = 105𝑥4 

lim
𝑛→∞

𝑛 [ℛ𝑛
′ (𝑓; 𝑥) − 𝑓′(𝑥)] = 𝑎2𝑥𝑓′(𝑥) − 𝑎𝑓′(𝑥) +

1

2
𝑓′′(𝑥) −

3𝑎𝑥

2
𝑓′′(𝑥) + 

                                    +𝐴(𝑥)𝑓′′′(𝑥) + 0 − 𝑎2𝑥𝑓′(𝑥) +
𝑎𝑥

2
𝑓′′(𝑥) 

                                        = −𝑎𝑓′(𝑥) +
1 − 2𝑎𝑥

2
𝑓′′(𝑥) + 𝐴(𝑥)𝑓′′(𝑥) 

sonucu elde edilir. 
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ 

 

 Szász-Mirakyan operatörleri yaklaşımlar teorisinde yaygın olarak kullanılan 

operatörlerdir. Buna bağlı olarak son yıllarda yakınsaklık hızı arttırılmış operatörler 

dizisi elde edilmiştir. Ayrıca üstel fonksiyonu koruyan Szász operatörünün yeni 

yorumu üstel ağırlıklı uzaylarda çalışmanın daha elverişli olduğunu göstermiştir. Üstel 

ağırlıklı uzaylarda çalışırken ilave gereksinimlere ihtiyaç duyulmamıştır. Korovkin 

teoremi kullanılarak modifiye Szász-Mirakyan operatörlerinin ağırlıklı yaklaşım 

özellikleri incelenip daha genel sonuçlar elde edilmiş ve üstel ağırlıklı uzaylarda uygun 

tanımlanmış süreklilik modülü yardımıyla kantitatif sonuçlar ve yaklaşım hızları 

incelenmiştir.  

Sonuç olarak modifiye Szász-Mirakyan operatörlerinin bazı yaklaşım ve şekil koruma 

özellikleri verilerek kullanışlılığı incelenmiştir. 
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