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OZET

SABIT NOKTA iLE METRIiK UZAYIN TAMLIGINI KARAKTERIZE EDEN
BAZI TEOREMLER

ULUS, Giilfidan

Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans tezi
Danisman: Prof. Dr. ishak ALTUN
Agustos 2017, 49 sayfa

Bu yiiksek lisans tez ¢alismasi dort boliimden olusmaktadir. Girig boliimiinde sabit
nokta teorinin tarihi gelisimi ve bazi uygulamalarindan bahsedilmistir. Materyal ve
Yontem boliimiinde tezde bahsi gegen temel kavramlar, bazi dnemli sonuglar ve
teoremler verilmistir. Uglincii boliim olan Arastirma Bulgular1 béliimiinde Ekeland
prensibinin ifadesi ve ispati detayli bir bigimde incelenmistir. Daha sonra bu
prensibin gesitleri ve karsit1 ele alinmistir. Ardindan Ekeland prensibinin sabit nokta
teoriye uygulamasin1 dikkate almak i¢in Banach, Caristi ve Clark sabit nokta
teoremlerinin ispatlar1 bu prensip yardimiyla incelenmistir. Son boliim tartisma ve

sonug i¢in ayrilmstir.

Anahtar kelimeler: Ekeland prensibi, Caristi sabit nokta teoremi, Tam metrik uzay



ABSTRACT

SOME THEOREMS THAT CHARACTERIZES THE COMPLETENESS OF A
METRIC SPACE WITH FIXED POINT

ULUS, Giilfidan

Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department o0 Mathematics, M.S. Thesis
Supervisor: Prof. Dr. ishak ALTUN
Agustos 2017, 49 pages

This thes is consist of four chapters. In thein troduction section, it is mentioned that
the historical development of fixed point theory and its some applications. In the
second chapter some fundamental concepts, important results and theorems are
given. In the third chapter, the proof of Ekelad principle is deeply examined. Then
some kind of Ekeland princile and its converse examined. Then to consider the
application of Ekeland principle to fixed point theory, the proof of Banach, Caristi
and Clark fixed point theorems are investigated by this principle. The final chapter is

divided the conclusion.

Key words: Ekelnad Principle, Caristi fixed point theorem, Complete metric space
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1. GIRIS

Bos olmayan bir X kiimesinden kendisine tanimli bir T doniigiimiiniin sabit noktalar1
Tx = x esitligini saglayan x € X noktalaridir. Sabit nokta teori bir doniigiimiin hangi
kosullar altinda bu tiir noktalarinin var oldugunu arastirmaktadir. Bunun igin X
kiimesi tizerinde cebirsel veya topolojik yapilar dikkate alarak T doniisiimiiniin sabit
noktasmin varlig1 igin gerekli kosullar belirlenmektedir. Ornegin X in bir kismi siral
kiime oldugu diisiiniilerek monoton doniisiimlerin sabit noktalarinin varligi igin
arastirmalar yapilmustir. Tarski teoreminin bir 6rnek olarak verilebilecegi bu yondeki
caligmalara ayrik sabit nokta teori adi verilmektedir. Yine X in bir normlu uzay
oldugunu kabul ederek siirekli veya kompakt veya bunlara benzer kosullar1 saglayan
doniisiimlerin sabit noktalarinin varligir da arastirilmaktadir. Topolojik sabit nokta
teori adi altinda toplanan bu gruba Brouwer, Schauder ve Monch teoremleri dahil
edilebilir. Dikkat edilecek olursa bu teoremler sabit noktanin varligini garanti
etmektedir fakat tekligi hakkinda bir hiikiim vermemektedir. Banach sabit nokta
teoremini temel alan ve metrik sabit nokta teori olarak adlandirilan {igiincii grupta X
in bir metrik uzay oldugu kabul edilerek biiziime veya biiziilme tip donilisiimlerin
sabit noktalarinin varligi arastirilmaktadir. Bu yondeki teoremler genellikle sabit
noktanin tekligini ve hatta nasil bulunabilecegini de belirtmektedir. Giinlimiizde
metrik sabit nokta teori ¢aligmalarinin uygulamalar1 matematigin gesitli dallarinda
dikkati ¢cekmektedir. Ayrica metrik sabit nokta teori ¢aligmalar1 ile uzaymn tamligi
arasinda kuvvetli bir iligki vardir. Bu yondeki hemen hemen tiim teoremlerde uzayin
tam oldugu kabul edilmektedir. Karsit olarak metrik uzayda belirli 6zelliklere sahip
tim doniigimlerin sabit noktalarinin var olmasi ile metrik uzayin tamligi garanti
altina alinabilmektedir. Bu tez ¢alismasinda tamlik karakterizasyonu diye
adlandiracagimiz bu tiir sonuglar1 detayli bir bicimde inceleyecegiz. Her ne kadar
sabit nokta teori ile direkt bir iligkisi goriilmese de Cantor teoreminin karsiti da bir
tamlik karakterizasyonu vermektedir. Cantor teoremine dayanarak ispatlanabilen
Caristi sabit nokta teoreminin karsiti da yine bir tamlik karakterizasyonu
vermektedir. Bu tez ¢alismasinin asil amacini olusturan Ekeland prensibi ile de

metrik uzaymn tamligi arasinda bir iligki bulunmaktadir.



1.1 Kaynak Ozetleri

Temel metrik ve topolojik kavramlar i¢in sirasiyla Soykan, Kogak ve Ansari’nin
“Metrik Uzaylar ve Topolojisi”, “Genel Topolojiye giris ve Coziimlii Alistirmalar”
ve “Metric Spaces Including Fixed Point Theory and Set-Valued Maps” adl
kitaplarindan yararlanilmistir [1,2,3] . Kiime degerli doniisiimler ve Hausdorff
metri8i ile ilgili tanim ve 6zellikler i¢cin Minak’in “Metrik Uzayda Kiime Degerli
Doniisimler i¢in Sabit Nokta Teoremleri” adli Yiksek Lisans tezi ile Aubin ve
Farnkowska’nin “Set Valued Analysis” adli kitabi dikkate alinmustir [4,5]. Sabit
nokta teori i¢in Istratescu’nun “Fixed Point Theory and Introduction, Singh, Watson
ve Srivastava’nin “Fixed Point Theory and Best Approximation:The KKM-map
Principle” and Agarwal, O’Regan ve Sahu’nun “Fixed Point Theory for Lipschitzian-
type Mappings with Applications” adli kitaplarindan yararlanilmistir [6,7,8]. Ayrica
baz1 6zel sabit nokta teoremleri i¢in “Pointwise contraction criteria fort he existence
of fixed points”, “On a fixed point theorem for metric spaces”, “Some results on
fixed points”, “Kannan’s fixed point theorem” adli kaynaklar da g6z 6niine alinmistir
[9,10,11,12]. Caristi sabit nokta teoremi ve onun karsiti i¢in sirasiyla “Fixed point
theorems for mapping satisfying inwardniss condition” ve Caristi’s fixed point
theorem on metric convexity” adli kaynaklar kullanilmistir [13,14]. Ekeland prensibi,
onun kuvvetli ve zayif formlar1 ve karsit1 i¢in “On the variational principle” ve “A
survay on characterization of metric completeness” adli ¢aligmalar dikkate alinmigtir
[15,16]. Son olarak metrik uzaymn bazi1 tamlik karakterizasyonlar: i¢in yukaridaki
calismanin yani sira Dhompongsa ve Yingtaweesittikul’'un “Fixed pointd for
multivalued mappings and the metric completeness” adli makalesi ile Mot ve
Petrusel’in “Fixed point theory for a new type of contractive multivalued operators”

adli makalesinden yararlanilmistir [17,18].



1.2 Calismanin Amaci

Bu tez calismasinin amaci, Ozellikte sabit nokta teori ile yakindan iligkisi bulunan
Ekeland prensibini, onun kuvvetli ve zayif formunu, sabit nokta teoriye uygulamasini
ve bunun yardimiyla yapilan tamlik karakterizasyonunu incelemektir. Ik olarak
Cantor ve Caristi teoremleri ile elde edilen tamlik sonuglar1 incelenecek daha sonra

Ekeland prensibi ile baglantilar1 kurulacaktir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1 Bazi Temel Kavramlar

Tanmm 2.1.1: X bos olmayan bir kiime ve <, X de bir bagint1 olsun. Eger
a) Her x € X i¢in x < x (yansima 6zelligi)
b) x < yvey < xisex =y (ters simetri dzelligi)
C) x<Syvey=zisex < z (gecisme ozelligi)

sartlar1 saglaniyorsa < bagintisina kismi siralama bagintis1 denir.

X de bir kismi siralama bagintis1 tanimlanmigsa X e kismi sirali kiime denir. Eger
kismi siral1 bir kiimede x, y elemanlar i¢in x < y veya y < x sartlarindan en az biri
dogru ise x ve y Kkarsilastirilabilir denir. Kismi sirali bir kiimenin herhangi iki

elemani karsilastirilabilirse bu kiimeye tam sirali kiime denir.

Ornek 2.1.1:

a) R reel sayilar kiimesi tizerinde bilinen < bagintisi bir kismi siralama bagmtisidir.
b) Bir X kiimesinin P (X) kuvvet kiimesi € kapsama bagintisina gore kismi sirali bir
kiimedir.

c) N dogal sayilar kiimesi iizerinde ‘m < n <& m sayist n sayisin1 boler’ seklinde

taniml1 < bagintisi bir kismi siralama bagintisidir.

Tanim 2.1.2: (X, <) kismi sirali bir kiime A € X olsun. Her x € 4 i¢in u < x olacak
sekilde u € X varsa u ya A nin X deki alt sinir1 denir. Benzer sekilde her x € A igin
x < v olacak sekilde v € X varsa v ye A min X deki iist smir1 denir. Ust sinira sahip
bir kiimeye tistten sinirli; alt sinira sahip bir kiimeye de alttan siirh kiime denir.

Alttan ve tstten siirli kiimeye ise kisaca sinirli kiime denir.



Tamim 2.1.3: (X, <) kismi sirali bir kiime, A € X ve A nin alt sinirlarinin kiimesi 4,
olsun. @ € A; olmak iizere her x € A; i¢in x < a iSe @ ya A nin en biyiik alt sinir1
(A nin infimumu) denir ve infA ile gosterilir. A nin tst sinirlarinin kiimesiA, olsun.
B € A, olmak iizere her y € A, i¢in f < y ise f ya A nin en kiigiik {ist simir1 (A nin
supremumu) denir ve supA ile gosterilir. infA € A olmasi halinde infA ya A nin

minimumu; supA € A olmasi halinde ise supA ya A nin maksimumu denir.

Tamm 2.1.4: (X,<) kismi sirali bir kiime ve T: X — X bir donilisiim olsun. Eger
x < y olacak sekildeki her x,y € X i¢in T(x) < T(y) oluyorsa T ye azalmayan

doniisiim denir.

Tammm 2.1.5: X bos olmayan bir kiime olsun. Eger d: X X X — R fonksiyonu her
X,y,Z € X igin

a) dlx,y)=0e=x=y

b) d(x,y) =d(y,x)

c) d(x,y) <d(x,z) +d(zy)

kosullarin1 sagliyorsa d ye X {izerinde bir metrik ve (X,d) ikilisine de bir metrik

uzay denir.

Tamm 2.1.6: (X, d) bir metrik uzay, x, € X ve r > 0 bir reel say1 olsun.

B(xg,r) ={x €X 1d(x,x5) <1}

kiimesine x, merkezli ve r yarigapli agik yuvar,

D(xg,7) ={x €X |d(x,xy) <1}

kiimesine x, merkezli r yarigapl kapali yuvar,

Sxg,r)={x€X |d(x,xy) =7}



kiimesine x, merkezli r yarigapli yuvar yiizeyi denir.

Tammm 2.1.7: (X, d) bir metrik uzay ve A, X in bos olmayan alt kiimesi olsun. Eger
her x € A i¢in B(x,r) S A olacak sekilde bir r pozitif sayisi varsa A kiimesine

acgiktir denir.

Tamm 2.1.8: (X, d) bir metrik uzaymin bir A alt kiimesi i¢in A° = X — A acik ise A
ya kapal1 denir.

Onerme 2.1.1: (X, d) bir metrik uzay olsun.

a) (X,d) igindeki her agik yuvar agik kiimedir,

b) (X, d) icindeki her kapali yuvar kapali kiimedir.

Tammm 2.1.9: (X, d) bir metrik uzay, A ve B de X in bos olmayan iki alt kiimesi

olsun. x € X olmak lizere

d(A,B) = inf{d(a,b) | a € A,b € B}

sayisina A ve B kiimeleri arasindaki uzaklik,

d(x,A) = inf{d(x,a) | a € A}

sayisina x noktasinin A kiimesine olan uzakligi,

d(A) = sup{d(a,b) | a,b € A}

sayisina A kiimesinin ¢api denir.

Tamm 2.1.10: (X, d) bir metrik uzay ve {x,}, X de bir dizi olsun. Her € > 0 i¢in
n = n, oldugunda x,, € B(x, €) olacak sekilde bir n, dogal sayis1 varsa {x,,} dizisi X
icinde x noktasina yakinsar denir. Kisaca lim,_ x,, = x veya x, = x seklinde

gosterilir.



Tanmm 2.1.11: (X, <) kismi sirali bir kiime ve {x,}, X de bir dizi olsun.
a) Hern € N igin x,, < x4 iSe {x,} dizisine artan;
b) Hern € N igin x,,,1 < x,, ise {x,,} dizisine azalan;

¢) Artan veya azalan bir diziye monoton dizi denir.

Onerme 2.1.2: (X, d) bir metrik uzay ve A € X olsun. A nin kapali olmasi igin gerek

ve yeter sart her {x,,} € A i¢in x,, = x oldugundan x € A olmasidir.

Onerme 2.1.3: Bir (X,d) metrik uzayinda {x,} dizisi yakinsak ise her {xn,} alt

dizisi de ayn1 noktaya yakinsar.

Tamm 2.1.12: (X, d) bir metrik uzay ve {x,} bu uzayda herhangi bir dizi olsun. Her
€ > 0 igin m,n > n, oldugunda d(x,, x,,) < € olacak sekilde bir n, dogal sayis1 var

ise {x,,} dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tamm 2.1.13: (X,d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi bu uzayda bir noktaya

yakinsiyorsa bu uzaya tam metrik uzay denir.

Tamm 2.1.14: (X, d) bir metrik uzay ve A € X olsun. A kiimesindeki her dizi yine A
da yakinsayan bir alt diziyi igeriyorsa A kiimesine dizisel kompakt denir. Eger X
kiimesi i¢indeki her dizinin yakinsak bir alt dizisi varsa bu uzaya dizisel kompakt

metrik uzay denir.

Tanmm 2.1.15: X bostan farkl: bir kiime, d; ved,, X iizerinde iki metrik olsun. Eger

her x,y € X i¢in

ad,(x,y) < d,(x,y) < bdy(x,y)

olacak sekilde a, b > 0 sayilar1 varsa d,ve d,metriklerine denk metrikler denir ve bu

durum d; ~d, seklinde gosterilir.



Ornek 2.1.2: X = R", x = (X4, X3, X3, .., X)) V€ Y = (Y1, V2, V3, e » V) Olmak iizere

do(x,y) = max{|x; —y;[:i = 1,2,...,n}

n
di(x,y) = Z |x; — il
=1

n

1

dy(6y) = ) Jxi = il?):
i=1

metrikleri denk metriklerdir.

Tamm 2.1.16: (X, d) bir metrik uzay olsun. Her x,y € X igin
[x,y] = {z € X:d(x,y) = d(x,2) + d(z,y)}

kiimesine x ile y noktalar1 arasindaki segment denir.

Tanmm 2.1.17: (X,d) bir metrik uzay ve ¢:X — R bir doniisiim olsun ve x, € X

noktasini géz oniine alalim. lim,,_,,, X, = X, olacak sekildeki her {x,} dizisi i¢in
@ (xy) < liminfep (x,)

oluyorsa ¢ fonksiyonuna x, noktasinda alttan yar1 sitirekli fonksiyon,

limsupp (x,) < ¢(xo)

oluyorsa ¢ fonksiyonuna x, noktasinda tistten yari siirekli fonksiyon denir.

Eger ¢, X in her noktasinda alttan (iistten) yar1 stirekli ise ¢ ye alttan (iistten) yari

stirekli fonksiyon denir.

Tamim 2.1.18: X bos olmayan bir kiime ve f:X — (—oo, 0o] bir fonksiyon olsun. Bu

durumda en az bir x € X i¢in f(x) < oo oluyorsa f ye bir proper fonksiyon denir. f



fonksiyonun reel degerli oldugu noktalarin kiimesine f nin domaini denir ve dom(f)

ile gosterilir. Yani

dom(f) = {x € X: f(x) < o0}

seklinde tanimlanan kiimedir.

Teorem 2.1.1: (X,d) bir metrik uzay, K € X bos olmayan bir kiime ve f:X —
(—o0, o] bir proper fonksiyon olsun. K kiimesi kompakt ve f fonksiyonu alttan yari

surekli ise

f(xo) = infyex f(x)

olacak sekilde bir x, € K noktas1 vardir.

Tanmm 2.1.19: (X, d) bir metrik uzay T: X — X bir doniisiim olsun. Her x, y € X igin

d(Tx,Ty) < ad(x,y)

olacak bigimde a > 0 sayis1 varsa, T ye Lipschitz doniisiimii denir. Bu esitsizligi
saglayan en kiigik a sayisina T nin Lipschitz sabiti denir ve L ile gosterilir. T
Lipschitz doniigiimii ig¢in L <1 ise T ye biiziilme dontsimi L <1 ise T ye

genislemeyen doniisiim denir. x # y olacak bicimdeki her x,y € X icin

d(Tx,Ty) < d(x,y)

oluyorsa T ye biiziilebilir donlisiim denir. Ayrica, her Lipschitz fonksiyonu
stireklidir. Ayrica (X, d) bir metrik uzay ve T:X — X bir donilisim olsun. Eger
asagidaki sartlar saglaniyorsa T ye bir yonlendirilmis biiziilme doniisiimii denir.

a) T sirekli

b) Tx # x olacak sekilde her x € X ve en az bir z € [x, Tx]\{x} i¢in



d(Tx,Tz) < ad(x,z)
esitsizligini saglayan a € (0,1) vardir.

(X,d) bir metrik uzay olmak iizere P(X), X in bos olmayan tiim alt kiimelerinin
sinifi, C(X), X in bos olamayan tiim kapali alt kiimelerinin smifini, B(X), X in bos
olmayan tiim smirli alt kiimelerinin sinifini ve son olarak CB(X) de X in bos

olmayan tiim kapal1 ve sinirl alt kiimelerinin sinifin1 gostersin.

Tamim 2.1.20: X ve Y bos olmayan iki kiime olsun.T € X X Y ise T ye X den Y ye
bir kiime degerli doniistim denir ve bu T: X — P(Y) ile gosterilir. T: X — P(Y) kiime

degerli doniisiimiin tersi
(xETe (yx) ET™
seklinde tanimlanir.

T,X den Y ye bir kiime degerli doniisiim ve x € X olsun. T nin x noktasindaki

goruntisu
Tx={yeY:(x,y) €T}

kiimesidir. Yine A € X i¢in

T(A) = U Tx

XEA

kiimesi A nin T kiime degerli doniisiim altindaki goriintiistidiir. Ayrica

Usz{yEY:T‘l(y)nAi(Z)}

XEA

dir.

10



Tanim 2.1.21: T: X — P(X) doniistimii i¢in x, € Tx, olacak sekilde x, € X varsa bu
noktaya T nin sabit noktasi denir. T doniisiimiiniin sabit noktalarinin kiimesi F(T) ile

gosterilir. Yani

F(T)={x € X:x € Tx}

dir.

(X, d) bir metrik uzay olsun. 4, B € P(X) i¢in

6(A,B) = sup{D(x,B)} = sup 3i/nf{d(x,y)}
cA YEB

XEA X

ve
H(A,B) = max{6(4,B),6(B,A)}
seklinde tanimlanir.

Ornek 2.1.3: X = R kiimesi alisilmis metrik ile goz oniine almsm. 4 = [1,2] ve

B = [4, ) kiimeleri i¢in

§(4B)=3, (B A) =

oldugundan

H(A,B) = max{6(4,B),6(B,A)} = o

bulunur. § nin simetrik olmadigi da buradan goriilebilir. Yani genelde
6(A,B) # 6(B,A)

dir. Ayrica, § ve H m P(X) X P(X) iizerinde tanimli reel degerli fonksiyonlar

olmadig1 da goriilmektedir.
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Onerme 2.1.4: Eger A ve B kiimeleri (X, d) metrik uzayinmn smirli alt kiimeleri ise
6(A,B) 6(B,A) ve H(A,B) birer reel sayidir. O halde § ve H, B(X) X B(X)

tizerinde taniml1 reel degerli fonksiyonlardir.

Teorem 2.1.2: (X, d) bir metrik uzay ve 4, B € P(X) olsun. Bu durumda

H(A,B) = sup{|D(x,A) — D(x,B)|:x € X}

dir.

Onerme 2.1.5: A ve B reel sayilarin bos kiimeden farkli iistten smirl1 iki alt kiimesi

olsun. Bu durumda

sup(A U B) = max{sup 4, sup B}

dir.

Onerme 2.1.6: (X,d) bir metrik uzay olsun. Bu durumda H,CB(X) iizerinde bir

metriktir. Bu metrige Hausdorff metrigi denir.

Onerme 2.1.7: A,B € CB(X) ve a € A olsun. Bu durumda her € > 0 i¢in

d(a,b) < H(A,B) + ¢

olacak sekilde bir b € B vardir.

Onerme 2.1.7: A,B € CB(X) ve a € A olsun. Bu durumda her g > 1 i¢in

d(a,b) < qH(A, B)

olacak sekilde bir b € B vardir.

Onerme 2.1.8: (X, d) bir metrik uzay ve T:X — CB(X) kiime degerli doniisiim ve

z € X olsun. Bu durumda her x € X i¢in
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D(z,Tz) <d(z,x)+ D(x,Tz)
dir.
Ispat: Her x € X igin

D(z,Tz) = inf{d(z,y):y € Tz}
< inf{d(z,x) + d(x,y):y € Tz}
<d(z,x)+inf{d(x,y):y € Tz} = d(z,x) + D(x,Tz)

elde edilir.

Onerme 2.1.9: (X, d) bir metrik uzay ve T: X - CB(X) kiime degerli déniisiim ve

z € X olsun. Bu durumda her x € X i¢in
D(z,Tz) < D(z,Tx) + H(Tx,Tz)
dir.

Ispat: Her v € X i¢in
D(z,Tz) <d(z,v) + D(v,Tz)

oldugundan her v € Txiginde

D(z,Tz) <d(z,v) + D(v,Tz)

esitsizligi saglanir. Ayrica

D(v,Tz) < H(Tx,Tz)

oldugundan her v € Tx i¢gin

D(z,Tz) < d(z,v) + H(Tx,Tz)
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olur. v € Tx lizerinden infimum alinirsa istenilen elde edilir.

Tamm 2.1.22: (X,d) bir metrik uzay ve T: X — C(X) kiime degerli bir doniisiim
olsun. Ayrica x +— d(x,Tx) fonksiyonu alttan yar1 siirekli ve 6:[0,1) — (%,1]

azalmayan bir fonksiyon olsun. O zaman her x,y € X i¢in
0(r)d(x,Tx) < d(x,y) = H(Tx,Ty) < rmax{d(x,y),d(x,Tx),d(y,Ty)}

onermesi dogru olacak sekilde bir a € [0,1) sabiti varsa T ye Dhompongsa-

Yingtaweesittikul (DY) doniistimii denir.

Tamm 2.1.23: (X, d) bir metrik uzay ve T: X — C(X) kiime degerli bir doniisiim

olsun. Her x,y € X i¢in

(1-b—c)

A+ d(x,Tx) <d(x,y) = H(Tx,Ty) < ad(x,y) + bd(x,Tx) + cd(y,Ty)

onermesi dogru olacak sekildea, b, c € [0,1) sabitleri varsa T ye Mot-Petrusel(MP)

donisimii denir.

2.2. Metrik Uzayda Bazi Temel Teoremler

Teorem 2.2.1 (Cantor Teoremi): (X, d) bir tam metrik uzay ve {4,} de X in bos
olmayan kapali alt kiimelerinin bir dizisi olsun. Her n € N i¢in 4,,,; € A, ve

lim,,_,,d( A,) = 0 ise bu durumda

kiimesi tek noktadan ibarettir.

Ispat: Once NS, A, # @ oldugunu gosterelim. Her n € N icin x,, € 4,, secelim. Bu

durumda m,n € N ve m > n igin x,, € A, olacagindan d(x,,, x,) < d(4,) olur.
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Yani {x,} dizisi X de bir Cauchy dizisidir. X tam oldugundan lim,,_,, x,, = z olacak

bicimde bir z € X vardir. Yine myn€ N ve m >n iin x,, € 4, oldugundan

limp 00 X = z € A,, = A, olur. Bu durum Her n € N i¢in gegerli oldugundan

dir. Simdi x,y € N;-; 4, ise, her n € N i¢in x,y € A,, olacagindan
d(x,y) < d(Ay)

olur. Buise d(x,y) = 0 yani x = y oldugunu gosterir ki sonug olarak

ﬁAn = (1)

bulunur.

Cantor teoreminde kiimelerin kapali olmasi ve caplarinin sifira gitmesi kosullari

kaldirilamaz.

Ornek 22.1: (R,d) alisilmis metrik uzay olsun. Her n € N icin A, = [n, )
kiimelerini g6z oniine alahm {A,,} i¢ ice azalan kapali kiimelerin bir dizisidir. Fakat

limd(4,) # 0ve Ny~ A, = @ dir.
n—-oo

Ornek 2.2.2: (R,d) ahsilmis metrik uzay olsun. Her n € N icin A, = (0, %)
kiimelerini goz Oniine alalim. {4,,} i¢ ice azalanbir dizi ve tstelik lim d(4,,) = 0 dur.
n—0o

Ancak A,, ler kapali degildir ve N;—; A, = @ dir.

Teorem 2.2.2 (Cantor Teoreminin Karsiti): Bir (X,d) metrik uzayinin, i¢ ige
azalan, caplar sifira giden ve bos olmayan kapali alt kiimelerinden olusan her bir

ailesinin arakesiti bostan farkli ise bu metrik uzay tamdir.
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Ispat: {x,}, X i¢inde bir Cauchy dizisi olsun. Bu dizinin n. teriminden sonraki tiim

terimlerinin kiimesinin kapanisini 4,, ile gésterelim. Yani
A ={xp:k=n}

olsun. O zaman A,, ler bos olmayan kapali ve i¢ i¢ce azalan kiimelerdir. Ayrica {x,}

bir Cauchy dizisi oldugundan limd(4,) = 0 dir. Boylece N;-; A, bos degildir.
n—-oo

Dolayisiyla bir x € N; -, A, noktasi vardir. Simdi her n dogal sayist i¢in x,,, x € 4,

oldugundan d(x,, x) < d(4,) olur ki bu x,, = x oldugunu gosterir. Boylece (X, d)

metrik uzay1 tamdir.

Simdi Caristi sabit nokta teoremini daha iyi kavrayabilmek i¢in asagidaki problemi

g0z Oniine alalim:

(X, d) bir metrik uzay, T: X — X bir doniisiim ve ¢: X — R bir fonksiyon olsun. Her

x € X i¢in
d(x,Tx) < p(x) — @(Tx)

esitsizliginin saglandigini kabul edelim. Bu durumda T doniisiimiiniin bir sabit
noktaya sahip olabilmesi icin (X,d) metrik uzayr ile ¢ fonksiyonun saglamasi
gereken kosullar nelerdir?

Oncelikle (X,d) kompakt bir uzay ve ¢ siirekli bir fonksiyon olsun. Bilindigi gibi
kompakt bir kiimenin siirekli fonksiyon altindaki goriintiisii de kompakt ve R de
kompakt kiimeler kapali ve sinirhidir. Dolayisiyla ¢(X) kiimesi R de kapali ve
siirlidir. Boylece ¢ fonksiyonu X iizerinde maksimum ve minimum degerlerini alir.

Yani
®(x0) = min p(X) = infp(X)

olacak sekilde bir x, € X noktas1 vardir. Bu durumda ¢(x,) < ¢@(Tx,) olur. O

Zaman
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d(xp, Txp) < @(x0) —@(Txe) <0

esitsizliginden x, = Tx, elde edilir.

Simdi (X, d) kompakt bir uzay ve ¢ alttan yar siirekli bir fonksiyon olsun. O zaman

Teorem 2.1.1 den

®(xo) = min @(X) = inf p(X)

olacak sekilde bir x, € X noktas1 vardir. Benzer diisiince ile bu x, noktasinin T nin

bir sabit noktas1 oldugu goriilebilir.

Simdi burada X iizerindeki kompaktlik kosulu yerine tamlik alindiginda sabit
noktanin var oldugunu garanti eden Caristi sabit nokta teoremini inceleyecegiz.
Ancak bu durumda ¢ fonksiyonunun alttan siirli olmasi gerektigine dikkat edelim.

Oncelikle asagidaki lemmalari ifade ve ispat edelim:

Lemma 2.2.1: (X,d) bir tam metrik uzay ve ¢:X — R alttan sinirh ve alttan yari

stirekli bir fonksiyon olsun. {x,}, Xi¢inde her n € N i¢in

d(xnr xn+1) < (p(xn) - (p(xn+1)

sartin1 saglayan bir dizi olsun. Bu durumda {x,} dizisi bir z € X noktasina yakinsar

ve her n € N igin

d(xn, 2) < @(x) — @(2)
esitsizligi saglanir.
Ispat: Her n € N i¢in

d(xn: xn+1) < (p(xn) - Qo(xn+1)
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esitsizligi saglandigindan { ¢ (x,)} dizisi azalandir. Ayrica ¢ fonksiyonu alttan

sinirli oldugundan { ¢ (x,,)} yakinsaktir. Diger taraftan her m € N i¢in

m—1

D o xnin) = G 12) + A, %) + -+ d oy, )
< (o) = @(r) + 9(x) — (xz) + -+ + 9 (xm-1) — (xm)

< @(xo) — @ (xm)

< @(xp) — infpeny @(xy)

oldugundan m — oo i¢in limit alinirsa

D At xnn) < 9(o) = Inf ()
neN
n=0
bulunur ki bu ifade serinin yakinsak oldugunu gosterir. Ayrica m > n igin

d(xnﬁxm) < d(xnt xn+1) + et d(xm—lfxm)

m-—1
= > ()
k=n

< ) dCv %)
k=n

olur ki yakinsak bir seride kalan terimin limiti sifir oldugundan

lim d(x,, x,) =0
n—->oo

elde edilir. Yani {x,}, X icinde bir Cauchy dizisidir. X tam oldugundan bu dizi bir

z € X noktasina yakinsar. Ayrica m > n i¢in
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m-—1
AGen ) < ) A1 241)
k=n

= (p(xn) - (p(xm)

oldugundan m — oo i¢in limit alinirsa ve ¢ foksiyonunun alttan yari siirekli oldugu

diistiniiliirse n € N i¢in
d(xn; Z) < (p(xn) - (P(Z)
bulunur.

Lemma 2.2.2: (X, d) bir tam metrik uzay ve ¢:X — R alttan sinirh ve alttan yari

stirekli bir fonksiyon olsun. Kabul edelim ki

infp(X) < o)

olacak sekildeki her u € X i¢in u # v ve d(u,v) < ¢(u) — @(v) sartlarin1 saglayan

bir v € X var olsun. Bu durumda
¢ (xo) = min ¢(X) = inf ¢ (X)
olacak sekilde bir x, € X noktas1 vardir.

Teorem 2.2.3 (Caristi Sabit Nokta Teoremi): (X, d) bir tam metrik uzay, ¢: X - R

alttan siirl ve alttan yar1 siirekli bir fonksiyon ve T: X — X, her x € X i¢in

d(x,Tx) < p(x) — ¢(Tx)

Ozelligine sahip bir fonksiyon olsun. Bu durumda T doniisiimii X de bir sabit noktaya

sahiptir.
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Ispat: Eger T doniisiimii siirekli ise teoremin ispat: basittir. Gergekten x, € X keyfi
bir nokta olmak iizere her n € N i¢in x,, = T"x, bi¢giminde taniml {x,,} dizisini géz

Ontine alalim. Bu durumda her n € N i¢in

d(xn: xn+1) < Qo(xn) - (p(xn+1)

olacagindan Lemma 2.2.1 geregi {x,} dizisi bir Cauchy dizisidir. Dolayisiyla bu dizi
bir z € X i¢in noktasina yakimsar. T doniisiimii siirekli oldugundan Tz = z bulunur.
Simdi T donligiimiiniin siirekli olmamasi durumunda ispatt yapalim. Bunun igin

u € X keyfi bir nokta olmak iizere

C={xeX:dlux) <o —epkx)}

kiimesini goz oniine alalim. Tu € C oldugundan C bos degildir. Ayrica C bir kapal

kiimedir. Simdi TC < C oldugunu gosterelim. x € C olsun.

d(u,x) < o(u) — @(x) olup

o(Tx) < p(x) —d(x,Tx)
< @(x) —d(x,Tx) + o) — o(x) —d(u,x)
= @) — [d(x,Tx) + d(u,x)]

<o) —du,Tx)

oldugundan Tx € C dir.

Simdi kabul edelim ki her x € C igin Tx # x olsun. O halde her x € C igin x # w ve
d(x,w) < ¢(x) — p(w) olacak bigiminde w € C vardir. Dolayisiyla Lemma 2.2.2
den

¢(xo) = infp(X)

olacak bi¢iminde x, € C vardir. Boylece
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0 < d(x0,Tx0) = ¢(x0) — ¢ (Txp) =0

olup bu bir ¢eligkidir. Bu durumda Tz = z olacak bi¢imde bir z € C € X vardir.
Caristi’nin teoremi sabit noktanin tekligini garanti etmez.

Ornek 2.2.3: X = [0,) ve d(x,y) = |x — y| olsun. T: X — X doniisiimii Tx = x

ve ¢:X - R, ¢(x) =1 fonksiyonlarin1 g6z Oniine alalm. Bu durumda her x € X

igin

dx,Tx) =0 < ¢p(x) — ¢(Tx)

oldugundan T, Caristi sabit nokta teoreminin tiim sartlarini saglar. Fakat, T

doniistimiiniin sabit noktasi tek degildir.

Tamm 2.2.1: (X,d) bir metrik uzay, T: X — X bir doniisim ve ¢:X — R alttan

siirl ve alttan yar1 siirekli bir fonksiyon olsun. Her x € X i¢in

d(x,Tx) < ¢(x) — ¢(Tx)

esitsizligi saglantyorsa T ye bir Caristi doniisiimii ad1 verilir.

Bu tanim dikkate alindiginda Caristi sabit nokta teoremi su sekilde de ifade
edilebilir:

Tam metrik uzayda her Caristi doniisiimii bir sabit noktaya sahiptir.

Simdi Caristi sabit nokta teoreminin karsitin1 da iceren ve dolayisiyla bir tamlik

karakterizasyonu veren agagidaki teoremi ifade ve ispat edelim.

Teorem 2.2.4 (Caristi-Kirk Teoremi): Bir (X, d) metrik uzaymin tam olmasi i¢in
gerek ve yeter Kosul bu uzayda her Caristi donlisiimiiniin bir sabit noktaya sahip

olmasidir.

21



Ispat: Caristi Sabit Nokta Teoremi ile gerek sart ispatlanmistir. Tersine X deki her
Carisiti doniisimiiniin bir sabit noktasinin var oldugunu kabul edelim. (X,d) tam
olmasin. O zaman X de yakinsak olmayan bir {x,} Cauchy dizisi vardir. Simdi her
z € X icin @(2) := lim,,_ 2d(X,,, z) olsun. O zaman ¢ reel degerli ve iyi tanimli
dir. Dolayistyla ¢: X — R bir fonksiyon olup aym1 zamanda alttan sinirli ve alttan
yart siireklidir. Ustelik her z € X icin ¢(z) > Odir. Simdi her x € X icin n sayisi
0 < d(x,x,) < p(x) — @(xy,) esitsizligini saglayan en kiigiik pozitif tam say1 olsun.
Boylece bir n sayisini segmek miimkiindiir, Ciinkii hem d(x, x,,) terimleri @ >0

noktasi civarinda hemde ¢ (x,) dizisi 0'a yakinsar. Her x € X igin bu sekilde segilen
n sayisini dikkate alarak T: X — X, Tx = x;, doniislimiinii tanimlayalim. O zaman T

sabit noktasi olmayan bir Caristi doniisiimiidiir ki bu bir ¢eligkidir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1 Ekeland Prensibi, Cesitleri ve Ekeland Prensibinin Karsiti

Bu boliimde Ekeland varyasyon prensibinin kuvvetli formunu, Ekeland prensibinin

cesitlerini ve bu prensibin tersini ifade ve ispat edecegiz.

Teorem 3.1.1 (Ekeland Varyasyon Prensibinin Kuvvetli Formu): (X, d) bir tam
metrik uzay ve f: X — (—oo, o] proper, alttan sinirl ve alttan yar1 siirekli fonksiyon

olsun. Her € > 0igin
! < :
fO) < infflx)+e

olacak seklide x" € Xverilsin. Bu durumda A > 0 igin asagidaki sartlar1 saglayan bir

XoEX noktas1 vardir.

a) f(xo) = f(x)
b) d(x',xy) <2

¢) Herx € X\{xo} icin f(x0) < f(x) + 5 d(x,%0)

Ispat: Her x,y € X i¢in dy(x,y) = %d(x, y) olarak alalim. Buna gore d; ,d ye denk

bir metriktir ve dolayisiyla (X, d;) tamdir. X kiimesi iizerinde

x <y & f() < f)-edy (%)

onermesi ile < bagmtist tanimlansin. Bu durumda < bir kismi siralama bagmtisidir.
Simdi X in alt kiimelerinden olusan bir {S,} dizisini asagidaki sekilde verelim. x'

teoremde belirtilen nokta olmak tizere x; = x' igin

51={XEX:X<X1}
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olsun. x, € S; noktasini

€
< i —
f2) < Inf f(x) +5
esitsizligini saglayacak sekilde secelim. Bu x, noktasini dikkate alarak
S, ={x €X:x < x5}

olsun. Yine x3 € S, noktasini
< inf ¢
f(x3) < Inf f(2) + 57
esitsizligini saglayacak sekilde segelim. Bu sekilde devam edilerek S,, kiimesini

Sn={x€X:x < x,}

olacak sekilde tanimlayalim ve x,,,; € S,, noktasini
_ €
fQni1) < inf f(0) + o7

esitsizligini saglayacak sekilde secelim. Bu durumda {S,} i¢ ice azalan bir kiime

dizisidir.

Simdi her n € N i¢in S, kiimesinin kapali oldugunu gostermeliyiz. {u,,}, terimleri S,,
icerisinde bulunan ve u € X noktasina yakinsayan herhangi bir dizi olsun. Bu

durumda u,, < x,, ve buradan

f(um) < f(xn)_ gdl(umf xn)

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlikte, f alttan yar1 stirekli oldugundan m — oo i¢in limit

alinirsa
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f) = f(x) — edy(w, xp)
elde edilir. Buradan u < x,, olur. Yani u € S,, olup S,, kiimesi kapalidir.

Simdi S,, kiimesinin ¢apmm d(S,) olarak alalim. Bu durumda limd(S,) =0
n—oo

oldugunu géstermeliyiz. u € S,, keyfi bir nokta olsun. Bu durumda u < x,, ve

f@) = f(xn) — edy(u, %) 1)

dir. Diger taraftan {S,,} kiime dizisi i¢ i¢e azalan oldugundan u € S,,_; dir. Ayrica

X, € S,_;oldugundan

&
on-1

fO) = inf f(x)+

yazilabilir. Boylece

&
n—-1

fOm) = fw) + (2)

elde edilir. (1) ve (2) esitsizlikleri dikkate alindiginda her u € S,, i¢in

1
dr(uxn) < -
esitsizligi saglanir. Buradan u, v € S, keyfi noktalari i¢in

dr(u, v) = dyp (U, xn) + dy (o, v)

1 1 1
+ —_—

— on-1 on-1 - n

olup d(S,) Szin dir. Boylece limd(S,) =0 olur. Bu durumda (X,d,) tam ve
n—>oo

{S,}, X icerisinde kapali kiimelerin i¢ ice azalan ve gaplari sifira giden bir dizi

oldugundan Cantor Teoremi geregince N,—,S, kiimesi x, € S, olacak sekilde bir
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tek noktadan ibarettir. Simdi bu x, noktasinin teoremin sartlarini sagladigini

gosterelim.x, € S; oldugundan x, < x; = x’ ve

f(xo) < f(x') — edy(xo,x")

esitsizligi saglanir. Boylece f(xy) < f(x") olup teoremin (a) sarti saglanir. Simdi
X # x, olsun. Eger x < x, ise her n € N i¢in x € S, olacagindan x € N;-, S, olur

ki bu bir ¢eliskidir. Bu durumda x < x, dir. Boylece

f(x) > f(xo) — €da(x, %)
esitsizligi saglanir ki bu (C) sartinin saglandigini gosterir. Son olarak

n-—1

n-1
, 1
Ay %) = daCr ) € ) da Com Bmin) < ) 5
m=1 m=1

oldugundan n — oo i¢in limit alinirsa dy (x', x,) < 1 olup buradan
d(x',xg) <A

bulunur. Boylece (b) sartt da saglanmis olur. Yukaridaki teoremde (b) sarti x, €
D(x', 2) seklinde de ifade edilebilir.

Uyan 3.1.1: Ekeland varyasyon prensibinin kuvvetli formu, 4,e > 0 igin x, (2)
esitsiliginde belirtilen yaklasik & ¢oziim olmak iizere, x' niin A komsulugunda
bulunan ve f altindaki goriintiisii x' niin gériintiisiinden daha kiiciik olan ve lstelik
(c) ozelligini saglayan bir x, noktasinin var oldugunu anlamina gelir. Ayrica (C)

ozelligi f(.) +§d(-, Xo) fonksiyonunun x, noktasinda minimum degeri aldigini

gostermektedir.

Aubin ve Frankowska, Ekeland varyasyon prensibinin yukaridaki teoremine denk

olan asagidaki formunu elde etmislerdir.
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Teorem 3.1.2 (Ekeland Varyasyon Prensibinin Kuvvetli Formu): (X, d) bir tam
metrik uzay, f:X — (—oo,00] proper, alttan siirli ve alttan yar1 siirekli bir
fonksiyon, e > 0 ve x" € dom(f) olsun. Bu durumda asagidaki sartlar1 saglayan bir

w € X noktas1 vardir.

a) fw)-f(x)+ed(x",w) <0,

b) Her x € X\{w} i¢in f(w) < f(x) + ed(x,w)

Ispat: Her x,y € Xicin d,(x,y) = ed(x,y) olarak alalim. Buna gére d,, d ye denk
bir metriktir ve boylece (X, d,) tamdir. Simdi x € X i¢in

S() ={y €X:f(¥)-f(x) +de(x,y) < 0}

kiimesini tanimlayalim. Ilk olarak her x € X i¢in f(x) < oo oldugunu kabul edelim.
Bu durumda her x € X i¢in x € S(x) oldugundan S(x) kiimesi bos degildir.

Dolayistyla bu kiimeden bir y € S(x) noktasini alabiliriz. Bu durumda

fO)-f(x) +de(x,y) <0

esitsizligi ile z € S(y) noktast i¢in

f@-f(y) +de(y,2) =0

esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizliklerden

f@)-f(x) +de(x,2) <0

elde edilir. Bu durumda z € S(x) olup S(y) € S(x) dir.

Simdi her x € X i¢in S(x) kiimesinin kapali oldugunu gostermeliyiz. Bu durumda
{x,} dizisi terimleri S(x) kiimesinde olan ve x* € X noktasina yakinsayan bir dizi

olsun. Bu durumda

fOa)-f(x) +de(x,%,) <0
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olur. f alttan yar1 siirekliligi oldugundan

f)-f(x) +de(x,x7) <0
olur. Boylece x* € S(x) olup S(x) kiimesi kapalidir.

Her x € dom(f) i¢in
V(x) = inff(2)
olsun. Bu durumda her z € S(x) igin

de(x,2) = f(X)-f(2) = f(x)-V(x)

olur. Buradan

6(S(x)) = sup )de (v,2)

y,2z€S(x

< 2(f(x)-V(x))
olur. X de bir{x,} dizisi tanimlayalim. x, = x',
1
FGr) S VG) +5

olacak sekilde x; € S(x,) olsun. Yine

1
flx) <V(xg) + 52

olacak sekilde x, € S(x;) olsun. Bu sekilde devam edilerek

1
xn+1 € S(xn) ve f(xn+1) S V(xn) + on+1

olacak sekilde bir {x,,} dizisi elde edilir. S(x,4+1) S S(x,) oldugundan
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Vi) = Jnf f(z) = dnf f(2) = V(%)

z€S(Xn+1)

ve boylece

V(xn) < V(xp41)

elde edilir. Diger taraftan V(y) < f(y) oldugundan

1 1
V(xn+1) < f(xn+1) < V(xn) + W < V(xn+1) + W

esitsizligi saglanir. Boylece

0= 2(f (Xps1)-V(*n4+1)) < zin

elde edilir. Yani 6(S(x,)) < zin olur ki buradan lim,,_., §(S(x,)) = 0 elde edilir.

Bu durumda Cantor arakesit teoremi geregi N,—; S(x,) kiimesi w tek noktasindan

ibarettir. Yani

ﬁsw = (w)

olsun. Bu durumda w € S(x,) = S(x") olup
fw)-f(x") +ed(x,w) <0

elde edilir. Boylece (a) sartt saglanir.

Diger taraftan w noktasi her bir S(x,,) kiimesine ait ve S(w) € S(x,) oldugundan

S(w) = {w} dir. Buise x # w i¢in x # S(w) oldugundan

f)-f(w) +de(x,w) <0

elde edilir. Boylece (b) sart1 saglanir.
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Simdi Ekeland varyasyon prensibinin bir zayif formunu inceleyelim.

Teorem 3.1.3 (Ekeland Varyasyon Prensibinin Zayif Formu): (X,d) bir tam
metrik uzay ve f:X — (—o, 0] proper, alttan siirli ve alttan yari siirekli bir

fonksiyon olsun. Bu durumda her € > 0 i¢in

fxo) < Inf f(x) +e

olacak sekilde bir x, € X var ve her x € X\{x,} i¢in
f(xo) < f(x) +ed(x,xo)

dir.

Ispat: Her € > 0 igin

fO) < inff(x) +e

olacak sekilde bir x" € X noktasi vardir. Bu durumda Teorem 3.1.1 de A = 1 alinirak
fx0) < F() < Inf () +e

ve her x € X\{x,} icin

fxo) < f(x) +ed(x,x)

ozelliklerini saglayan bir x, € X noktasi bulunur.

Ekeland varyasyon prensibinin bir 6zelligi de metrik uzayin tamhigin1 karakterize
eden baz1 sonuclar vermesidir. Burada bununla ilgili bir teoremi ifade ve ispat

edelim.
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Teorem 3.1.4 (Ekeland Varyasyon Prensibinin Karsit1): (X, d) bir metrik uzay
olsun. Eger her € > Ove her f:X — (—oo, ] proper, alttan smirli ve alttan yari

stirekli fonksiyonu igin
f(xo) < inf f(x) + ¢
X€EX
ve her x € X igin
f(xo) = f(x) + ed(x,x0)
Ozelliklerini saglayan bir x, € X noktasi varsa (X, d) metrik uzay1 tamdir.
Ispat: {x,,}, X icinde bir Cauchy dizisi ve x € X i¢in f(x) = lim,,_,. d(x,, x) olacak
sekilde f:X — (—oo,o]tanimli bir fonksiyon olsun. Ayrica f, alttan sinirli ve
stireklidir. {x,} bir Cauchy dizisi oldugundan
lim f(x,;,) = lim d(x,x,) =0
m—oo m,n—oo

dir. Boylece inf,cx f(x) = 0 dir. Hipotezdeki 0 < &€ < 1 sayisina karsilik

flxo) = ¢

olacak sekilde x, € X se¢ildiginde her x € X i¢in

f(x0) = f(x) + ed(x, %) @)

elde edilir. (3) esitsizliginde x = x,, yazarak n — oo i¢in limit alinirsa

f(x0) = ef(x0)

elde edilir. Buradan f(xy) = 0 dir. Boylece {x,} dizisi x, noktasina yakinsaktir.
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3.2.Ekeland varyasyon prensibinin sabit nokta teoriye uygulamalar

Bu prensibin ilk uygulamasi olarak bilinen Banach sabit nokta teoremini

ispatlayalim.

Teorem3.2.1 (Banach Sabit Nokta Teoremi): (X,d) bir tam metrik uzay ve
T:X — X bir biiziilme doniisiimii olsun. Bu durumda T doniisimii X de bir tek sabit

noktaya sahiptir.

Ispat: Her x € X icin f(x) = d(x,Tx) ile taniml1 f:X — [0, o) fonksiyonunu goz
Ontine alalim. Boylece f alttan smirh ve siireklidir. L, Lipschitz sabiti olmak tizere
0 < &€ < 1 — L olacak sekilde bir € sayis1 se¢elim. Bu durumda Teorem 3.1.3 den € a

bagli her x € X icin

f(xo) = f(x) + ed(x,x0)

esitsizligini saglayan bir x, € X noktas1 vardir. x = Tx, olsun. Bu durumda

d(xo, Txo) = f(x0)
< f(x) + ed(x,x)
=d(x,Tx) + ed(x, xp)
=d(Txy, TTxy) + €d(xy, Txgp)
< Ld(x, Txq) + €d(xq, Txg)
= (L + €)d(xq, Txp)
elde edilir. Boylece L + ¢ < 1 oldugundan d(x,, Tx,) = 0 olur. Yani x, noktas1 T

nin bir sabit noktasidir. Sabit noktanin tekligi Banach sabit nokta teoreminde oldugu

gibi yapilabilir.
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Teorem 3.2.2 (Caristi Sabit Nokta Teoremi): (X, d) bir tam metrik uzay, T: X—=X

bir doniisim ve ¢: X—(—o0, ] proper, smirli ve alttan yar1 siirekli bir fonksiyon

olsun. Eger her x € X i¢in

d(x,Tx) + o(Tx) < p(x) (4)

esitsizligi saglaniyorsa T bir z € X sabit noktasina sahiptir. Ustelik ¢(z) < oo dur.

Ispat: Teorem 3.1.3 de € = 1 alinirsa her x € X\{x,} igin

P (xo) < @(x) +d(x,Xo) (%)

esitsizligini saglayan bir xy € X noktas1 vardir. Diger taraftan x, = Tx, oldugu

iddia ediyoruz. Aksi halde x, # Tx, olup (4) ve (5) esitsizliklerinden

d(xo,Txo) + @(Txo) < @(Txo)

ve

®(x0) < @(Txo) + d(Tx, x0)

elde edilir. Bu durum miimkiin degildir.

Asagidaki teoremde Ekaland Varyasyon Prensibi’ne denk olan bazi ifadeler

verilmistir.

Teorem 3.2.3: (X, d) bir tam metrik uzay f:X—(—oo, ] proper, alttan siirli ve

alttan yar siirekli bir fonksiyon olsun. € > 0 ve

f(x") <inff(x)+¢

olacak sekilde x" € X verilsin. Bu durumda asagidaki onermeler denktir.

a) Verilen 1 > 0 igin
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fxo) < f(x') Ve f(xo) < f(x) +>d(x,x0) (Her x € X\{x,})
ozelliklerini saglayan bir x, € B(x', 1) noktas1 vardir.

b) Eger T:B(x',1)—X kiime degerli doniisiimii her x € B(x’,2)\Tx ve en az
bir y € X\{x} i¢in

f0) < f) —2d,m)

sartint1 saglasin. Bu durumda T, bir x, € B(x’,A) sabit noktasina sahiptir. Bu
durumda f (x,) < f(x") olacak sekilde x4 € Tx, vardur.

c) Eger ¢:B(x',1) - X, her x € B(x', 1) igin

@) < f() =2 d(p(@), )

ozelligini saglayan tek degerli doniisiim ise f(xy) < f(x") olacak sekilde x, €

B(x', A) vardir.

d) Eger T:B(x',1) » X, her Tx # @ olacak sekildeki her x € B(x’,1) ve her
y € Tx i¢in

&) < G == d(y, )

Ozelligini saglayan bir kiime degerli doniistim olsun. Bu durumda T, bir x, €
B(x', A) sabit noktasina sahiptir. Bu durumda f(x,) < f(x") olacak sekilde Tx, =

{x,} vardr.

ispat:

a=b: (a)sartindan her x # x, i¢in
f(x0) < f(x) +>d(x,%0) (6)
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olacak sekilde bir x, € B(x',A) noktas1 vardir. T, (b) sartinda bahsedilen 6zellige

sahip bir kiime degerli doniisiim ve x, & Tx, olsun. Bu durumda x, € B(x', 1)\Tx,

olup (b) sartindan

F) < fxo) =5 d(, %) (7)

esitsizligini saglayan en az bir y € X\{xy} noktasi vardir. Bu durumda (7)

esitsizliginde y = x alinirsa (6) esitsizligiyle bir ¢eliski elde edilmis olur.

b=c: (b) sart1 saglansin ve ¢ de (c) sartindaki ozelliklere sahip tek degerli bir
doniisim olsun. Bu durumda T:B(x’,1) - X doniisimii Tx = {@(x)} olarak
tammlayalim. ¢ déniisiimiiniin B(x’, 1) icinde bir sabit noktasmin olmadigmi kabul
edelim. Yani her x € B(x’, 1) i¢in x # ¢(x) olsun. O haldex € B(x’, )\Tx ve ayni
zamanda y = @(x) € X\{x} noktasi

) < () == d(, %)

esitsizligini saglar. Boylece (b) sartindan T nin B(x', 1) iginde bir sabit noktas1 vardir.

Bu ise ¢ nin B(x', 1) iginde bir sabit noktasinin olmadigi kabulii ile ¢elisir.

c=>d: (c) sart1 saglansin ve ¢, {Tx:x € B(x, 1)} olacak sekildeki déniisiim bir sabit
noktaya sahip olsun. Kabul edelim ki T dontisiimiin sabit noktasi olmasin. Herhangi

bir x € B(x, 1) igin x € Tx oldugunda @(x) € Tx\x olur. Bu durumda ¢ doniisiimii
hicbir sabit noktaya sahip degildir. Bu ise bir celiski olup T doniisiimiin bir sabit

noktasi vardir.

d=a: (d) sart1 saglansin. Simdi T: B(x', A) - X kiime degerli doniisiimii

Tx = {y €X: () < f(¥) — d (3,2}

seklinde tanimlansin. Bu durumda her x € B(x', 1) i¢in Tx # @ dir. Dolayisiyla T

doniigiimii (d) sartindaki 6zelliklere sahip kiime degerli bir doniisiim olur. Bdylece
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Txo = {xo} Ve f(xo) < f(x") 6zelliklerini saglayan bir x, € B(x’, 1) noktas1 vardur.

Bu durumda Tx, = {x,} oldugundan her x # x, igin

€
f) > f(xo) = 7d(x, X%o)
esitsizligi saglanir ki bu (a) nin saglandigimni gosterir.

Teorem 3.2.4 (Clarke Sabit Nokta Teoremi): (X,d) bir tam metrik uzay ve
T:X — X bir yonlendirilmis biiziilme doniisiimii olsun. Bu durumda T bir sabit

noktaya sahiptir.

Ispat: Her x € X icin f(x) = d(x, Tx) seklinde tanimli f: X — [0, o) fonksiyonunu
g6z Oniine alalm. Bu durumda f siirekli ve alttan sinirhidir. € € (0,1 — @) olmak
tizere f fonksiyonuna Ekeland Varyasyon Prensibi’nin zayif formu uygularsak, her

x € X i¢in
f(xo) = f(x) + ed(x, %) (8)

olacak sekilde bir x, € X noktasi vardir. Eger Tx, = x, ise x,, bir sabit nokta olur.
Bu durumda Tx, # x, oldugunu kabul edelim. Yonlendirilmis biiziilme taniminda

Z # X, olacak sekilde bir z € [x,, Tx,] noktast vardir. Yani

d(x0,2z) +d(z,Txo) = d(xo,Txo) = f(x0) )
ve
d(Txo, TZ) < ad(xo, 2) (10)

esitsizliklerini saglayan bir z € X noktasi vardir. Simdi (8) esitsizliginde x yerine z

alinirsa

f(x0) = f(2) + £d(z,xo)

elde edilir. Boylece bu esitsizlik ve (9) esitliginden
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d(xg,2) +d(z,Txy) < d(z,Tz) + &d(z,xy)
veya
d(xy,2) <d(z,Tz) —d(z,Txy) + €d(z, xq) (12)

elde edilir. Simdi tiggen esitsizligi ve (10) esitsizliginden
d(z,Tz)-d(z,Txy) < d(Txy,Tz) < ad(xy, Z)

elde edilir. Bu ifade (11) esitsizliginde yerine yazilirsa

d(xy,z) < ad(xy,z) + d(z,x,)

=(a+¢e)d(xy, 2)

elde edilir. @ + € < 1 oldugundan bu bir geliskidir.

Uyan1 3.2.1: Her biiziilme doniisiimiiniin bir yonlendirilmis biiziilme donilisiimi
oldugu aciktir. Dolayisiyla Clarke Sabit Nokta Teoremi, Banach Sabit Nokta

Teoremi’nden daha geneldir. Asagidaki 6rnek bu durumu agiklayabilir.

Ornek 3.2.1: X =R?ved: X x X - R, herx = (x4, %),y = (y1,¥,) € X

d(x,y) = |x1—y1| + |x2—y2|

seklinde tanimlansin. Bu durumda a = (aq,a;) ve b = (by, b,) noklar arasindaki
segmentin elemanlari, koseleri a ve b noktalarinda olan dik tiggen (dik iiggen kosesi

a veya b olmayan) iizerinde bulunan noktalardir. Simdi T: R? —» R?

3x X X
Tx = T(xhxz) = (71—?2,951 +_2)

olarak tanimlansin. Bu durumda T bir yonlendirilmis biiziilme doniisiimiidiir.

Gergekten,
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Y= 1Y) =Tx #x = (x1,%3)

ise y, # x, dir. Ciinkii y, = x, olarak kabul edildiginde y, = x; elde edilir. Bu
durumda Tx = x olur. Simdi [x,y] kiimesi x, den farkli olan t elemanlarindan
olusturulsun. Bu durumda [x,y] kiimesi, (x4,t) tipindeki noktalar1 icerir. Bu tiir

noktalar i¢in

2
A(T(x1, ), T(xq,x2)) = 3 d((x1,t), (x1,x2))

esitligi saglandigindan T doniisiimii bir yonlendirilmis biiziilme doniistimiidiir.
Ayrica (x, 37x) tipindeki tiim noktalarin T nin bir sabit noktasi oldugu acikca

goriilmektedir. T nin birden fazla sabit noktasi oldugundan Banach sabit nokta

teoremi bu doniisiime uygulanamaz.

3.3 Baz1 Tamhik Karakterizasyonlar:

Teorem 3.3.1: (X, d) tam metrik uzay, ¢: X —+[0, o) alttan yar siirekli bir fonksiyon

ve T: X = C(X) bir kilme degerli doniistim ve ayrica T, her x € X igin
infld(x,y) + ¢(¥):y € Tx} < ¢(x)

sartin1 saglasin. Bu durumda T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat: Her x € X igin

d(x, f(x)) = 2¢ (x) = 2¢(f (x))

olacak sekilde f(x) € Tx var olsun. Eger d(x,Tx) = 0 ise f(x) = x olur. Eger
d(x,Tx) > 0 ise

d(x,Tx) +inf{d(x,y) + 2¢(y):y € Tx} < 2inff {d(x,y) + ¢(y):y € Tx}
< 2¢(x)
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elde edilir. Buradan

inf{ld(x,y) + 20 (y):y € Tx} < 2¢(x)

bulunur. Infimumun tanimindan

d(x,y) +20(f(x)) < 2¢(x)

olacak sekilde bir f(x) € Tx vardir. Bu durumda Caristi Sabit Nokta Teorem’ne

gore x, = f(xg) € Tx, olacak sekilde x, € X vardir.

Teorem 3.3.2: (X,d) bir metrik uzay olsun. Bu durumda asagidakiler 6nermeler
denktir.

a) (X, d) metrik uzayi tamdir.

b) X in kapali her C alt kiimesi i¢in, f: C — C Banach biiziilme doniisimii bir sabit
noktaya sahiptir.

c) Her f: X - X Kannan doniisiimii bir sabit noktaya sahiptir.

d) HerT:X — C(X) kiime degerli DY doniistimii bir sabit noktaya sahiptir.

e) HerT:X — C(X) kiime degerli MP doniisiimii bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat: a=d: (a) sart1 saglansin. Bu durumda & > 0 sayismi € + r < 1 olacak sekilde
segelim.  Ayrica ¢:[0,1) - G, 1] dontigtiminit ¢ (x) = éd(x, Tx) seklinde

tanimlayalim. O halde her x € X igin
1
dlx, f(x)) < p d(x, Tx)
olacak sekilde bir f(x) € Tx bulabiliriz. Simdi her x € X i¢in

d(x, f(x)) = e(xX)-e(f(x))

oldugunu gosterelim.
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d(x,Tx) <d(x, f(x)) < ﬁd(x,f(x))

oldugundan
H(Tx,Tf(x)) < rmax{d(x, f(x)),d(x,Tx),d(f(x), Tf(x))}
eldeedilir. Burada

d(f(x), Tf(x)) < H(Tx, Tf(x))

<rmax {d(x, f(x)),d(x Tx),d(f(x),Tf(x))}
dir. K = rmax {d(x, f(x)),d(x,Tx),d(f(x),Tf(x))} olarak kabul edelim. Eger
i) K =rd(x, f(x)) ise d(f (), Tf(x)) < rd(x, f(x)) elde edilir.

i) K =rd(x,Tx)ise d(f(x),Tf(x)) < rd(x,Tx) < rd(x, f(x)) elde edilir.

i) K= rd(f(x),Tf(x) ise d(f(x), Tf(x)) < rd(f (x), Tf (%))

olur ki bu durum gergeklemez. O halde

1
dCx, f(0) = Z ((e +d(x, f(0))-7rd(x f ()

<2 ((e+ 1) = d(x f())-d(F (O, TF ()

= ()~ o(f ()

elde edilir. Bu durumda Teorem3.3.1 veya Caristi teoremi geregince T nin bir sabit

noktas1 vardir.

a=e: (a) sart1 saglansin. g > lolarak alalim. x, € X keyfi bir nokta ve x; € Tx,

1-b—c
1+a

olsun. O halde d(xy,x;) < qH(Tx,,Tx;) olacak sekilde x, € Ty, vardir. n =

<

1 dersek,
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nd(xo, Txo) < nd(x0,x1) < d(x0,%1)
oldugundan

d(x1,%x3) < qH(Txo,Txq) < qlad(x,y) + bd(x,Tx) + cd(y, Ty)]

< q(a + b)d(xg,x1) + qcd(xy,x7)
elde edilir. Bu durumda

q(a+Db)

d(xy,xz) < 1—qc d(xo, x1)

olur. Bu sekilde x, noktasindan baslayarak asagidaki 6zelliklere sahip X de bir {x,}
dizi elde ederiz.

1) Her n € N U {0} i¢in x,, ., € Tx,dir.

q(a+b)
1—qc

1) Her n € N U {0}igin d(Xn, Xns1) < ( )n d(x, x,) dir.

p =220 divelim, Eger 1< q < —

— T secersek 0 < p <1 olur. (I1) den her

n € N U {0} ve her p € N i¢in

n

p
-p

d(xnl xn+p) < 1 d(XOIXI)

elde edilir. n — oo i¢in limit alindiginda {x,}, X de bir Cauchy dizisi olur.X tam
Cauchy dizisi oldugundan x,, — z olacak sekilde z € X vardir. Simdi z nin T nin bir

sabit noktasi oldugunu gosterelim. Ilk olarak her x € X\{z} i¢in
b
d(z,Tx) < (a + E)d(z, x) + cd(x,Tx)

oldugunu gosterelim. x # z oldugunu kabul edelim. x,, = z oldugundan Gyle bir

noy € N vardir ki n = ng igin
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1
d(x,,z) < 3 d(x,z)

dir. O halde

nd (xp, Txn) < d(xn, Txy)
< d(xn: xn+1)

< d(xn,z) + d(Z, xn+1)
2
< gd(x,Z)

<d(x,z)-d(xp,z) <d(x,Xx)

olur. Buradan her n > n; i¢in

b
H(Tx,, Tx) < (a+ ﬁ)d(xn,x) + cd(x,Tx)
elde edilir. Sonug olarak her n = nyigin

b
d(xXp41, Tx) < H(Tx,, Tx) < (a + E)d(xn, x) + cd(x,Tx)
ve n — oo i¢in limit alindiginda x # z i¢in
b

d(z,Tx) < (a + E)d(z, x) + cd(x,Tx)
olur. Simdi her x € X i¢in

b
H(Tx,, Tx) < (a+ E)d(x, Z)

oldugunu gosterelim. Eger x = z ise esitsizligin dogru oldugu agiktir. Bu durumda

x # z olarak alalim. Boylece her n € N U {0} i¢in
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1
d(z,y,) <d(z,Tx) + Ed(x, Z)
olacak sekilde y,, € Tx vardir. Her n € N U {0} i¢in

d(x,Tx) <d(x,y,) <d(x,z) +d(z,y,)
<d(x,z)+d(z,Tx) + %d(x,z)

<{A+a+ % +)d(x, z) + cd(x, Tx)
oldugundan n — oo i¢in limit alindiginda
b 1
1-0odxTx)<(1+a+ ﬁ + E)d(x,z)

ve buradan
nd(x,Tx) < d(x,z)

elde edilir. Dolayisiyla her x € X i¢in
b
H(Tx,Tz) < ad(x,z) + bd(x,Tx) +cd(x,Tz) < (a + E)d(x, z)
olur. Sonug olarak,
b
d(z,Tz) = lim d(xp4+1,Tz) < lim (a + ﬁ) d(x,,z) =0
n—-oo n—-oo

bulunur. Yani z, T nin bir sabit noktasidir.
d=b: x — d(x, fx) siirekli ve

d(fx, fy) S rd(x,y) < rmax{d(x,y),d(x, fx),d(y,Ty)}
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oldugundan C iizerinde bir Banach biiziilme diiniistimii bir DY dir. O halde (C, d)

metrik uzay1 i¢inf: C — C donilisiimii bir sabit noktaya sahiptir.

e=scta=0,b=c=a€|0, %) oldugunda, her Kannan doniisiimii bir MP doniisiim

olur. Bu durumda f: X — X doniisiimii bir sabit noktaya sahiptir.

c=a: X uzaymin tam olmadigini kabul edelim. Bu durumda, X de yakinsak olmayan

{x,} Cauchy dizisi vardir ve n # m i¢in x,, # x,, dir. Her x € X igin
a, = inf{d(x,x,):n € N,x, # x} (12)

olsun. Bu durumda a, > 0 dir. Cilinkii {x,} dizisinin yakinsak olan bir alt dizisi
yoktur. {x,} Cauchy dizisi oldugundan her x € X i¢in 6yle bir N (X) tamsayisi var ki
n,m = N(X) i¢in

d(xXp, xm) < aa, (13)
dir. Kabul edelim ki her n € N i¢in

N(x,) >n (14)
olsun. Bu esitsizligi gostermek i¢in aksini kabul edelim. Yani bazi n € N igin
N(x,) <n

olsun. Bu durumda (13) den her m > n igin

d(xp, xm) < aa, < a,

dir. Ancak (12) den her m > n i¢in

d(xp, xm) = an
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dir. Bu ise bir geliskidir. Bu durumda (14) ifadesi dogrudur. Simdi f:X — X

doniistimiini

flx)= XN (x)

seklinde tanimlayalim. Buradan f nin hicbir sabit noktas1 yoktur. Ciinkii, baz1 n ler

icin x = x,, ise (14) esitsizliginden N (x,) > n olacagindan

f(xn) = XNn() F Xn

dir. Eger her n € N i¢in x # x,, ise

flxn) = Xn(x) F X

dir. Simdi f doniisiimiiniin bir Kannan doniisiimii oldugunu gosterelim.

d(f (), f(¥)) = d(xn) Xneyy)
< d(Xn@y XN T Xne)) T A(ney t XNy Xne))

< a(ay +ay)

ve

d(x f(x)) +d(, f(¥)) = d(x,N(x)) +d(y,N(¥))

=a,+ay,

oldugundan her x,y € X i¢in

d(f(x), f(¥)) = ad(x, f(x)) + ad(y, f(¥))

elde edilir. Bu durumda f, bir Kannan doniisiimiidiir. Her Kannan doniisiimiiniin bir

sabit noktasi oldugundan bir ¢eliski elde edilir. Sonug olarak X tamdir.
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b=a: Kabul edelim ki X tam olmasin. Bu durumda, X de yakinsak olmayan ve her
n # m igin x, # xp, olacak sekilde bir {x,y} Cauchy dizisi vardir. Bu durumda
Y = {x@):n € N} kiimesi X in kapal1 bir alt kiimesidir. Bu durumda Y {izerindeki bir
Banach biiziilme doniisiimii bir sabit noktaya sahiptir. Onceki ispatta oldugu gibi f
fonksiyonunu tanimlayalim. Burada {N(x(N))} dizisi azalmayandir. f nin Y alt
uzayina kisitlamasi g olsun. O halde f nin sabit noktas1 olmadigindan g nin de Y de
bir sabit noktasi yoktur. Simdi g nin bir Banach biiziilme oldugunu gosterelim.

m > n olsun. Bu durumda N (x(M)) = N(x(N)) dir. (13) esitsizliginden

d (g(x(n)), g(x(m))) =d (x (N(x(n))) X (N(x(M)))) <aay

elde edilir. (12) esitliginden her m > n igin

d(X(ny, X(m)) = ax -

olup m > n igin

d (g (x(n),g(x(m)))) < aay ., < ad(Xm), X(m))

olur. Dolayisiyla g bir Banach biiziilmedir. Ancak g nin hicbir sabit noktast yoktur.

Bu ise Y iizerindeki her Banach biiziilme doniisiimii bir sabit noktaya sahip olmasiyla

celisir. Dolayisiyla X tamdir.
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4. TARTISMA VE SONUCLAR

Bu tez calismasinda temel olarak metrik uzaymn tamligini karakterize eden bazi
teoremler incelenmistir. Materyal ve Yontem boliimiinde Cantor teoremi ve karsiti
ile Caristi sabit nokta teoremi ve bunun karsitini da igeren Caristi-Kirk sabit nokta
teoremleri dikkate alinmistir. Aragtirma Bulgular1 boliimiinde Ekeland prensibinin
kuvvetli ve zayif formalar1 detayli bir bicimde ele alinmis ve ardindan karsit1 dikkate
alinarak metrik uzay i¢in bir tamlik karakterizosyonu verilmistir. Daha sonra Ekeland
prensibinin sabit nokta teoriye uygulamasina dikkati cekmek i¢in, Banach, Caristi ve
Clark sabit nokta teoremlerinin Ekeland prensibi yardimiyla ispatlart yapilmistir. Son
olarak DY ve MP tip kiime degerli doniisiimler yardimiyla elde edilen bir tamlik

karakterizasyonu da incelenmistir.
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