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OZET

BRENKE-TIPLI POLINOMLAR ICEREN SZASZ OPERATORLERININ BiR
KANTOROVICH TiPi

AYLIN TASKIN

Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog. Dr. ALI OLGUN
Eyliil 2017, 61 sayfa

Bu tez bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim giris kismina ayrilmis olup, konu hakkinda genel bilgiler verilmistir.
Ikinci boliimde tezde kullanilacak tanimlar, teoremler ve lemmalar agiklanmustir.
Ucgiincii boliimde K,, operatdriiniin yaklasim 6zellikleri incelenmistir.

Dérdiincii boliimde Klasik Siireklilik Modiilii, ikinci Siireklilik Modiilii ve Peetre K

fonksiyoneli yardimiyla K,, operatoriiniin yaklagim hizi incelenmistir.

Son boliimde ise Gould-Hopper polinomlarmi ve Hermit tipi d-ortogonal

polinomlarin kiimesini igeren 6zel durumlar ve 6zellikler incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Pozitif Lineer Operatorler, yakinsaklik hizi, Kantorovich

operatdrleri, siireklilik modiilii, Gould-Hopper polinomlar1



ABSTRACT

A KANTOROVICH TYPE OF SZASZ OPERATORS INCLUDING BRENKE-
TYPE POLYNOMIALS

TASKIN, AYLIN
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Master of Science Thesis
Supervisor: Dog. Dr. Ali OLGUN
September 2017, 61 pages

This thesis consists of five parts.

In the first part as the introduction part, the general information was provided
regarding the topic of the thesis.

In the second part, the descriptions, theories and lemmas used for the thesis were

explained.

In the third part, K,, operator approximation properties are examined.

In the fourth part, the approach velocity of the K,, operator was investigated with the
help of Classical Continuity Module, Second Continuity Module and Peetre K

functional.

In the last part, Exceptional Cases and the features including Gould-Hopper
Polynomials and the cluster of Hermit type d-orthogonal polynomials were

investigated.

Key Words: Positive Linear Operators, Rate of Convergence, Kantorovich

Operators, Contiunity Module, Gould-Hopper Polynomials
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Ln(f; )
K, (f,8)
Ly (f3 x)
w(f;6)
w2 (f; 6)
gt (o)
K (f; %)

Kn(f;x)

SIMGELER DiZiNi

[0, 00) tizerinde siirekli reel degerli fonksiyonlar uzayi
[0, o) iizerindeki diizgiin siirekli fonksiyonlarin kiimesi
[a, b] araliginda siirekli olan fonksiyonlarin uzayi.

[0, ) {izerinde tanimlanan ve ||flc, = sup [f(x)|
x€[0,00)

normuna sahip ve diizgiin siirekli olan fonksiyonlarin kiimesi
Fonksiyonlar dizisi
Szdisz operatdrleri

Kantorovich operatdrleri

Lineer pozitif operatorler

f fonksiyonunun Peetre K fonksiyoneli
n € N olmak iizere bir operator dizisi
f fonksiyonunun siireklilik modiilii
Ikinci siireklilik modiilii
Gould-Hopper polinomlar ailesi

n € N olmak iizere bir operator dizisi

Gould-Hopper polinomlarini igeren operatorler



1. GIRIS

Yaklasim teorisi son yillarda iizerinde bir¢ok ¢alismalar yapilan alanlardan birisidir.
Bu alanda yapilan ¢alismalarin ¢ogu Bernstein polinomlari baz alinarak iiretilen yeni
operatorlere ve bu operatorlerin yaklasim ozelliklerinin elde edilmesinde temel
olusturan Korovkin teoremine dayanmaktadir. Bu sekilde olusturulan ve lineer

pozitif operatdr olarak tanimlanan operatdrlerden birisi de Szdsz operatoriidiir.

Bu operator

n€N,x = 0ve f € Cg[0, ) olmak iizere |f(x)| < M igin seri yakinsak olacak
sekildeki f € C[0, ) ise

S(fi2) =e™™ °° o (k> (1.1)

k! n
k=0

seklinde tanimlanmaktadir. Bu operator ve gesitli modifikasyonlar1 iizerine birgok

calisma vardir ve bir ¢gok genellestirilmesi yapilmistir.

Bu genellestirmeler yapilirken bazi ¢aligmalarda, uygulamalarda en ¢ok karsilagilan
ortogonal polinom ailelerinden yararlanilmistir. Bu galismalardan bazilar1 asagidaki

gibidir.

[2] ' de Jakimovski ve Leviatan, Szdsz operatorlerinin ve Appell polinomlarinin bir
genellemesini yapmislardir. Bu tiir genellemeler yapilirken ortogonal polinom

ailelerinin dogurucu fonksiyonlar1 ¢ok 6nemli rol oynamaktadir.

Appell polinomlari asagidaki gibi bir dogurucu fonksiyonlara sahiptir.

ge = > Ptk (12)
k=0



Burada g(z) = Y5, axz" agilimina sahip a, # 0, |z| < R da analitik ve g (1) # 0
olan bir fonksiyondur. Bazi kabuller altinda Leviatan ve Jakimovski x € [0, ) ve

P, (x) = 0 olmak lizere;

P.(f5%) = ZZ; Z P.(nx)f (g) (1.3)

operatoriinii tanimladi ve yaptiklar1 ¢alismalarda bu operatoriin  yakinsaklik
Ozelliklerini inceledi. Daha sonra [3] de Ismail (1.1) ve (1.3) operatorlerini
kullanarak Szdsz operatorlerinin bir genellemesini Sheffer polinomlar1 yardimi ile
yapmustir.Operatdr olusturulurken a; Ve hy, reel sayilant A(z) = Y5, axz®(a, # 0)
ve H(z) =Yy, hz® (hy #0) fonksiyonlar1 |z| <R (R > 1) de analitik

fonksiyonlar olmak tizere

P, (x) igin Sheffer polinomlarinin

A(t)e*H® = Z P (x)tk  |t| <R (1.4)
k=0

tipindeki dogurucu fonksiyonundan yararlanmastir.
Ismail bu ¢aligmasinda

(1) x €[0,00), P(x) =0

(i) AQ@Q)+#0veH'(1)=1

oldugunu kabul ederek



e —nxH() 2

T.(f;x) = W;Pk(nx)f (S) neN (1.5)

operator dizisini tanimlamis ve bu operatdr dizisinin yakinsaklik O6zelliklerini

incelemistir.

Daha sonra Varma, Sucu ve I¢dz [4] de Brenke tipli polinomlar yardimiyla Szdsz

operatoriiniin bagka bir genellemesini tanimladilar.

A(t) = z a,t’, ap#0 (1.6)

r=0
B(t) =2brtr, b,£0 (r=0)
r=0

seklindeki analitik fonksiyonlar olmak iizere Brenke-tipi polinomlart i¢in dogurucu

fonksiyonlar

A()B(xt) = Z P, ()t (L.7)
k=0

seklinde verilirler [5]. Burada Py (x) in agik formu

k
Pe(x) = Z ay_rbyx"  k=012,.. (1.8)

r=0

seklindedir. Bunlar1 g6z 6niine alarak



() A1) #0, “"T;)”Tzo 0<r<k k=012..

(i)  B:[0,00) — [0, ) (1.9)
(i)  (1.7)ve (1.8), |t]| < R (R > 1) igin yakinsar.

kabulleri altinda Varma, Sucu ve i¢éz x > 0 ve n € N i¢in;

o (1.10)
1 k
La(f32) = S pors kzo Pef ()

Kantorovich tipli Lineer pozitif operatoriinii tanimlayip yakinsaklik 6zelliklerini

incelediler.

Biz bu tezde Varma, Sucu ve I¢6z tarafindan tanimlanan L,, operatoriinii baz alarak
bu operatoriin integral versiyonu olan ve Tasdelen, Aktas ve Altin tarafindan

olusturulan f € C[0, a], (a > 0) igin
(k+1)

n - n
Kn(f;x) = m; Pk(nx)L f()dt

n

(1.11)

seklinde tanimlanan Lineer pozitif operatoriiniin yaklagim 6zelliklerini inceleyecegiz.

neN, x>0 , f€C[0,0) kosullar1 ve (1.11) goz Oniine alindiginda K,

operatoriiniin lineer ve pozitif oldugu kolayca goriilebilir.

Bu operatérde B(t) = et , A(t) =1 alimirsa (1.8) in yardimi ile P, (x) = x*/k!

olmak tizere (1.11) operatorii



(1) (1.12)
" roa

n

(nx)¥
|

i) = ey
k=0

seklinde bilinen Szdsz -Mirakyan-Kantorovich operatoriine doniisiir.

Szasz -Mirakyan-Kantorovich operatérleri farkli yaklasim ozelliklerinin incelenmesi

i¢in gesitli modifikasyonlari [7-13] nolu referanslarda vardir.

Bu caligmada, (1.11) lineer pozitif operatorleri ile yaklagim [0, ) araliginin

kompakt alt kiimelerinde Korovkin teoremi yardimi ile inceleyecegiz.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tezin bu kisminda tezde kullanilacak temel tanimlar verilecek, lineer pozitif
operatorler tanitilacak ve sagladiglr temel oOzellikler incelenecektir. Ayrica daha
sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi tanimlar, teoremler ve lemmalar ifade

edilecektir.

Bazi1 Tanimlar

Tamim 2.1 X ve Y iki fonksiyon uzayr olsun. Eger X den alinan herhangi bir f
fonksiyonuna Y de bir g fonksiyonu karsilik getiren bir L kurali varsa buna X

uzayinda bir operatordiir denir. Bu operator L(f; x) = g(x) bigiminde gosterilir.

Burada L(f; x) = L(f(t); x) olmak {izere L operatorii f fonksiyonunun bagli oldugu
t degiskenine gore uygulanmaktadir. Sonug ise x degiskenine bagl bir fonksiyondur.
Bundan dolay1 x degiskeni L isleminde sabit gibidir ve L (f(x); x) = gf (x) L(1; x)

yazilabilir.

X uzay1 lineer bir uzay oldugunda lineer operatoriin tanimi yapilabilir.

Tamim 2.2 X ve Y lineer fonksiyon uzaylari olmak iizere,

L:X->Y

seklindeki L operatoriinii gozoniine alalim. Eger Vf,g € X ve Va, f € R igin

L(af + Bg;x) = aL(f;x) + PL(g; x)

kosulu saglaniyorsa o takdirde L operatoriine lineer operator denir



Tamm 2.3 Eger bir L operatorii pozitif degerli fonksiyonu yine pozitif degerli bir

fonksiyona doniistiiriiyor ise yani, f bir fonksiyon ve L bir operator olmak iizere

f=0iken L(f;x) =0

oluyor ise L operatoriine pozitif operator denir.

Hem lineerlik hem de pozitiflik sartin1 saglayan operatore lineer pozitif operatér

denir.

Uyan

f <0 iken L(f;x) < 0 esitsizligi de saglanir. Gergekten de bunu gérmek i¢in kabul

edelim ki f < 0 olsun.

Bu durum da —f > 0 olacaktir.

L operatorii pozitif oldugundan dolay1

L(—f;x)=0

olur. L operatoriiniin lineerlik 6zelligi de g6z 6niine alindiginda

—L(f;x) 20 = L(f;x) <0

elde edilir. Dolayisiyla

f<O0ikenL(f;x) <0 dir.



2.1. Lineer Pozitif Operatorlerin Ozellikleri
Lemma 2.1 Lineer pozitif operatdrler monoton artandir. Yani;

f<9=>L({) <L)

dir.

Ispat: Kabul edelim ki f < g olsun. Bu durumda g — f = 0 ve L operatdrii pozitif

oldugundan

Lg—-f)=0
olur.

Diger taraftan L operatdrii lineer oldugundan dolay1

L(g - f) =L(g) - L)
elde edilir.

Boylece

L(g—1f)=L(g) = L(f) 20> L(f) < L(9)

bulunur ki bu istenilendir.

Lemma 2.2 L bir lineer pozitif operatdr ise

ILOI < LAfD

esitsizligi saglanir.

Ispat: Keyfi bir f fonksiyonu igin

—Ifl < f<Ifl (2.1)

esitligi saglandigindan L operatdriiniin lineerliginden, monoton artanligini goz

Oniine alinarak operatdr (2.1) esitligine uygulanirsa



=L(AfD = L(H < LAfD

yazilabilir.

Bu ise

ILOI = LAfD

oldugunu gosterir.

Lineer Pozitif Operatorlerin Onemi

Alman Matematik¢i Weierstrasse sonlu aralikta siirekli olan her fonksiyona bu
aralikta yakisayan bir polinom dizisinin oldugunu ispatladi. Daha sonra Rus

Matematik¢i Bernstein bu dizinin x € [0,1] i¢in

B, (f;x) = Zn: f (%) (Z) xk(1 = x)nk
k=0

seklinde oldugunu ispatlamistir.

Korovkin daha sonra asagidaki teoremi vermistir.Bu teorem lineer pozitif operatorler

alaninda yapilan ¢alismalara biiyiik katki saglamistir.
Teorem 2.1 P.P.Korovkin Teoremi
f € Cla, b] ve tim reel eksende

lf GOl < M

olsun. Eger L, (f; x) lineer pozitif operator dizisi her x € [a, b] i¢in:



L,(1;x)31
L,(t;x) 3 x
L,(t%x) 3 x?
kosullar1 saglaniyorsa bu durumda [a, b] de L, (f; x) 3 f(x) dir.

Tanim 2.4 n € N olmak iizere f,(x) e bir fonksiyon dizisi denir ve (f,) ile

gosterilir.

Tammm 2.5 n € N olmak tizere L, (f;x) e bir operator dizisi denir ve (L,) ile

gosterilir.

Tanmm 2.6 Kapali bir [a, b] aralig1 {izerinde stirekli ve reel degerli fonksiyonlardan

olusan kiimeye C|[a, b] fonksiyon uzay: denir. Bu uzaydaki norm,
I Clcrapy = max |f ()l
seklinde tanimlanir.
Bu Cla, b] uzayinin keyfi elemanlari i¢in asagidaki ozellikler saglanir.
1. Vf,g € Cla,b]i¢in f + g € C[a, b]
2. Vf,g€Cla,bliginf+g=g+f
3. Vf,g,h€Clablicin(f+g)+h=f+(g+h)
4. Vf €Cla,blicind@ varduki f+0 =0+ f =f
5. Vf€Cla,bli¢cinIf*vardirki f+ f*=f*"+f =86

6. Vf €Cla,b]lveAe€CiginAf € Cla, b]

10



7. Vf €Cla,b]ve A u € Cicin (Au)f = A(uf)

8. VfeC(Clabliginl-f=f

9. VfeC(ClablveAueCicin(A+wf =Af +uf
10.Vf,g € Cla,b]ve A€ Cicin A(f + g) = Af + Ag
11.Vf € Cla,b] i¢in ||f|| = 0

12.Vf € Cla,b] i¢in ||f|| =0 f =0

13.Vf € Cla, b] ve A € Ci¢in ||Af] = |A|IIf]I
14.Vf,g € Cla,b] i¢in |If + gll < [IfIl + llgll

sonug olarak C[a, b] uzay bir normlu vektor uzayidir.

Tanmm 2.7 Bir (f,,) fonksiyonlar dizisinin bir f fonksiyonuna C[a,b] normunda

diizgiin yakinsak olmasi, Vx € [a, b] i¢in
lim [1fy, = £ (llefaz) = 0
esitliginin saglanmasidir. Yani

lim max |f,(x) — f(x)| = 0

n—-oo asx<b

esitligi saglanmalidir.

Diizgiin yakinsama f,, (x) 3 f(x) seklinde gosterilir.

11



2.2. Siireklilik Modiilii
f €C [a,b] olsun. V& > 0 igin
w(f;8) = Supb]lf(t) —f()l

x,t€la,
|t—x|<8

ile tanimlanan w(f; &) ifadesine f fonksiyonunun szireklilik modiilii denir.

Lemma 2.3 Siireklilik modiilii asagidaki 6zellikleri saglar.

@O ({5820

(i) 6, <6, ise w(f;8) < w(f;6,)

(ii) meNignw(f;6) <mw (f; 6)

(iv) A€R*iginw(f;18) < (1+2) o (f; 6)
@ lima(fi5) =0

W) If@® - fl < (]t —xD

[t—x|

@i) If@®) - fF@l < (1+57) 0 (£;6)

ispat:

(i) Tanim geregince, siireklilik modiilii mutlak degerin supremumu oldugundan

pozitiftir.

(i) 8, <98, icin |t —x| < &, bolgesinin [t — x| < §; bolgesinden daha biiyiik
oldugunu biliyoruz. Bolge biiylidiikge alinan supremumda biiyliyeceginden istenilen

elde edilir. Yani siireklilik modiilii monoton artandir.

(iii) Siireklilik modiiliiniin tanimindan dolay1

w(f;mé) = sub [f(t) = f(0)l

[t—x|smé

12



yazilabilecegini biliyoruz. Ayrica
[t—x|<mé=>x—mbé<t<+méb
olup, t = x + mh segilirse

x—mé <x+mh<x+md
> —mé < mh <mé
>—-8§<h<$é
= |h| <6

esitsizligi elde edilir. Buradan

o (f;m8) = sub |f(x+mh) = f(x)|
|h| <6

seklinde yazilabilir.

Diger taraftan

m-—1

[f(x+ (k+1)h) — f(x + kh)]
k=0

o0, If (et mh) = f)l = sub
|h| <8 |h| <6

seklinde yazilabileceginden bu esitlik, sag tarafina licgen esitsizligi uygulanirsa

m-—1
LsubIf e+ mh) = £l < kz LsubIf Gtk + D) ) = f(x + kh)|
|h| <& =0 |n|<s

<w(f;80)+ - +w(f;d)
=mow (f; 6)

elde edilir.

13



(iv) 2 € R* sayisinin tam kismu [|A]] ile gosterilirse

AT <A <T[IA]+1

esitsizliginin gecerli oldugu bilinmektedir. Simdi bu esitsizlikten ve (ii) de

ispatlanan w (f; &) nin azalmayan fonksiyon olmasi 6zelligini géz 6niine alarak

w (f;48) < w (f; ([1A] + 1) &)

esitsizligi yazilabilir. [|A]] pozitif bir tamsay1 oldugundan yukaridaki esitsizligin sag

tarafina (iii) 6zelligi uygulanabilir.

Bu durumda

w (fi[IA1+1)6) < (I + D w (£ 6)

esitsizligi elde edilir.

AyricaV A € RY igin

Al +1<21+1

oldugu dikkate alindiginda

o (fAT+D8) <A+ Dw(f;6)

olarak yazilabilir.

Sonug olarak

w(f520) < (A+1) w (f;6)

elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanmis olur.

14



(W) |t —x| <& esitsizligindeki § - 0 olmasi t - x olmasi anlamina gelir. f
fonksiyonu siirekli oldugundan, siireklilik tanimina gore t — x igin |f(t) — f(x)| =

0 oldugundan ispat tamamlanir.
(vi) w(f: 8) ifadesinde § = |t — x| segilirse

o(f;lt—x[) = sup [f()—f(2)l
x,t€[a,b]
[t—x|< &
elde edilir. O halde |f(t) — f(x)| lerin supremumu w(f;|t — x|) olacagindan,

|f(t) — f(x)| ifadesi w(f; |t — x|) den kiiglik kalacaktir. Bu ise istenilendir.

(vii), (vi) 6zelliginden

|t — x|
If @) = f)| < w(f; |t —x]) = w<f; 5 6)

yazilabilir. Bu esitsizlikte (iv) 6zelligi kullanilirsa

[t — x|

If(t)—f(X)|S< +1>w(f:5)

bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Simdi K, operatoriiniin yakinsaklik 6zelliklerinden bahsedelim.

15



3. K,, OPERATORLERININ YAKLASIM OZELLIKLERI

Bu boliimde (1.11) olarak tanimlanan K, operatoriiniin Karovkin teoreminin
sartlarin1 gergekledigini gosterip, Yaklagim hizini klasik stireklilik modiilii yardimi

ile verecegiz. Bunun i¢in dnce bazi lemmalar1 verelim.

Lemma 3.1

Her x € [0, o) i¢in, K,, operatorii

K,(1;x)=1 (3.1)
] __ B'(nx) 2A"(1)+A(1)
Kn(s;x) = B(nx) 2nA(1) (3.2)
2. _B"(mx) 5 , 2B'(nx)[A'(1)+A(1)]
Kn(s%x) = B(nx) nA(lB(nx)
1 n ! A(l)
t g (1) +24'(1) + =~ (3.3)
esitliklerini saglar.
Ispat: Once (1.8) de verilen Brenke tipli polinomlarin dogurucu fonksiyonu
kullanilarak,
C 3.4
Z P,(nx) = A(1)B(nx) (34)
k=0
Z k P.(nx) = A'(1) B(nx) + nx A(1) B (nx) (3.5)

k=0
Z k%P, (nx) = n?x2A(1)B" (nx) + nxB'(nx) {24'(1) + A(1)} (3.6)
k=0

esitliklerinin saglandigini1 gosterelim. Daha sonra Lemmanin ispatin1 yapacagiz.

Z P, (nx) = A(1)B(nx)
k=0

esitligini gostermek i¢in
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A = Zar ao#0 B(nx)= Ebr(nx)r

ifadelerini kullanalim.

A(1)B(nx) = i a, i b, (nx)"

r=0 r=0

= ii aib,(nx)"
k=071=0

= i i ak—rbi (nx)*
k=07r=0

= > Plw)
k=0

seklinde yazilarak istenilen esitlik elde edilir.

Z kP, (nx) = A'(1)B(nx) + nxA(1)B'(nx)

esitliginin dogrulugunu géstermek i¢in

A()B(xt) = ) P (x)tk

esitliginde x yerine nx alinirsa

A(t)B(nxt) = Z kP, (nx) t*
k=0

elde edilir.

Bu esitliginin her iki tarafin t’ye gore tiirevi alinir ve sag tarafina k yerine k + 1
yazilirsa

A'(0)B(nxt) + (nx)A(t)B' (nxt) = Z P, (nx)k t*1
k=

= ) P (k + 1) ¢*
k=0

17



elde edilir. Daha sonra t yerine 1 alinirsa;

Z Py () (k + 1) = A'(1)B(nx) + nxA(1)B’ (nx)
k=0

bulunur.

Buradan

Z kP, (nx) = Z kP, (nx)
k=0 k=1

= )k + DPey ()
k=0

= A'(1)B(nx) + (nx)A(1)B’'(nx)

seklinde istenilen esitlik elde edilmis olur.

Z k%P, (nx) = n?x? A(1)B" (nx) + nxB'(nx) {24'(1) + A(1)}
k=0
+ B(nx){A"(1) + A'(1)}

esitligini géstermek i¢in,

0+ z k2P, (nx) = Z(k +1)2 Py y ()
k=1 k=0

esitligini g6z Oniine alarak ve
k+1D)?=kk+1D+k+1)

seklinde yazilabilecegini dikkate alip gerekli diizenlemeler yapilirsa

Z k2P, (nx) = Z(k(k + 1) + (k + 1)) Py (n0)
k=0 k=0
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= DTkl + 1) Py (00 + Yk + 1) Py (1)
k=1 k=0

= Z k(k + 1) Ppy1(nx) + Z(k + 1) Pgyq(nx)
k=1 k=0

- Z(k 4 1) (k + 2) Py y () + Z(k +1) Py y () 3.7)
k=0 k=0

elde edilir.

Burada daha 6nce hesapladigimiz (3.7) esitliginde k yerinek + 1 , x yerine nx

alindiktan sonra (1.7) esitligi yardimu ile

Z(k + 1) Ppyy(nx)tk = A'(£)B(nxt) + (nx)A(t)B' (nxt)
k=0
esitligini yazabiliriz.

Bu ifadenin her iki tarafinin t’ye gore tiirev alinirsa;

A" (t) B(nxt) + 2nx B’ (nxt) A’(t) + n?x? A(t)B" (nxt)

- Z(k + 1k Pyyq(nx) tk1
k=1

- Z(k +2)(k + 1)Pysp(nx) t*
k=0

ifadesi elde edilir.

Bu esitlikte t yerine 1 alinirsa,

A" (1) B(nx) + 2nx B'(nx) A'(1) + n?x? A(1)B" (nx)

- Z(k +2)(k + 1) Peyp(nx)
k=0

bulunur.
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Bu esitlik (3.7) de yerine yazilirsa,

Z k?P,(nx) = A" (1) B(nx) + 2nx B'(nx) A'(1) + n?x? A(1) B" (nx)
k=0

= A'(1) B(nx) + nx A(1) B'(nx)

=n?x2 A(1) B" (nx) + nx B'(nx) {24'(1) + A(1)} + B(nx){A"" (1)

+A' (1)}

olur.

simdi (3.4), (3.5), (3.6) esitliklerini kullanarak (3.1), (3.2) ve (3.3) esitliklerini

gosterelim.

K,(1;x) =1

esitliginin saglandigini gosterelim.

k+1

n < e
Kn(l;X) = mkzzopk(nX)]E 1ds

n

k+1
T

n o0
~ A(1)B(nx) kZ:O Pr(nx) s

n

n = k+1 k
:A(l)B(nx)kZOPk(nx) T n

B n A(1)B(nx)
~ A(1)B(nx) n

=1

olarak istenilen esitlik elde edilmis olur.
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Simdi

B'(nx)  24'(1) + A1)

Kn(si2) = g * * A

esitliginin saglandigini gosterelim.

o) k+1
n n
Kn(S;X) ZW;P]C(TLX)J% sds

k+1

n ¢ s?
= A(1)B(nx);Pk("x)7

n

_ n X% 1[(k +1)? k2
_A(l)B(nx)kZOPk(nx)E n? _ﬁ]

= m kZOPk(nx) [i—§+%]

B n - P, (nx) n - P, (nx)
"~ A(1)B(nx) kZOZk n2 -I-A(l)B(nx)kZ0 n2

2 = 1 <
) A(1)B(nx) kzzo ke Pi(nx) + n A(1)B(nx) kZO Pe(n)

2
= TADBD [A"(1) B(nx) + nx A(1)B'(nx)]

+ m A(l)B(nx)

_2A4'(1) | 2xB'(nx) 1
" nA(l) * n B(nx) e
_24'(1)+AQ) | B'(nx)
T 2nAQD B(nx)

olarak istenilen esitlik elde edilmis olur.
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Simdi

K,(s%x) =

B"(nx) , 2B'(nx)[A'(1) +A(1)]
B(nx) nA(D)B(nx)

1 17 ' A1)
e {ar @+ 24 + %2

esitliginin saglandigini gosterelim.

k+1

2.2 — n N no2
K, (s%;x) _A(l)B(nx)kZ(;Pk(nx)fE s®ds

+

n

n - 53
= A(DBmx) kZO Pe(nx) =

n [0/0)
~ A()B(nx) ;P"("") 3

__n ip 3k2 + 3k + 1
" AmBEm) £ | T w

1 4 1 ©
~ nZA(D)B(nx) ; k*Py(nx) + mkzo k Py (nx)

1 [ee]
Y 3ZAB (o) ; Pie(nx)

1

= A B X A BT () 4 nx B {24°(1) + A + B {A” (1)

+A'(D]

1
WA B(nx) (1) B(nx) + nx AMB' () + 37 o A(1)B(nx)
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x?’B"(nx) 2xB'(nx)A’(1) 2xB'(nx) A"(1) 24'(1) 1
- B(nx) + n A(1)B(nx) * n B(nx) -I_nZA(l)-I_nZA(l)-I_E’m2

_B'w) , | 2B'()lA () + AQ)] 1 { A(l)}

"~ B(nx) x n A(1)B(nx) X+ n2A(1) AT+ 247 (D) + 3

olarak istenilen esitlik elde edilir.

Lemma 3.2 x € [0,0) olmak lizere;

K,((s—x)%x) = {B"(nx) — 2B'(nx) + B(nx)}xz

B(nx)

2A'(1)[B'(nx) — B(nx)] + A(1)[2B'(nx) — B(nx)
* { n A(DB (%) }"

(@ +2aw+ 22

A 3

n2A(1)
esitligi gegerlidir.
Ispat: Basit diizenlemeleri yaparak K,,((s — x)?; x) hesaplanirsa

k+1

nox =
Kn((s — x)z; x) = mkzzo Pk(TLX)J% (S - x)z ds

0 k+1
n n 5
:m;Pk(nx)f% (s“—2xs+x°) ds

k+1

oo i
N 5 _ 2 2
= nA(l)B(nx)kZ;Pk(nx) 3 s°x +x Sl "

_n ip I +k 1 Zkex
" nA(1)B(nx) &~ k(nx) | n3 3n3 n?

n = 1 =
~n A(1)B(nx) kZO k2P (nx) + n? A(1)B(nx) kZO ke Py (nx)

1 oo
* 3n? A(1)B(nx) kZO Pe(n)
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2x = X > xZ o
- n A(l)B(nx) ; k Pk(nx) - nA—(l)B(nx) ; Pk(nX) + m; Pk(nx)

Bu ifadede daha once elde edilen (3.1), ( 3.2) ve (3.3 ) ifadeleri yerlerine yazilirlarsa

K,((s—x)%x) = YT [n?x2A(1)B" (nx) + nxB'(nx){24' (1) +

A} + B {A" (1) + A'(1)}

[A'(1)B(nx) + nx A(1) B'(nx)] +

[A(D)B(nx)]

+ n? A(1)B(nx) 3n2A(1)B(nx)

2x

T nA()B(nx) [A'(1)B(nx) + nx A(1) B'(nx)] —

X
n A(1)B(nx) AB(nx)

2

x
+ A—(l)B(nx) A(1)B(nx)

olur. Burada gerekli diizenlemeler yapildiginda

x?B"(nx) 2xB'(nx)A'(1) xB’(nx)+A”(1) A'(1)

Kn((s = x)%2) = B(nx) nA(1)B(nx) nB(nx) n2A(1) n24(1)

A xB'(x) 1 2xA'(1) 2x*B(nx)  «x
S 2A) T mBx) 302 mA(D) | nBx) n X

2

_ {B”(nx)—ZB’(nx)+B(nx)}xz n {ZA’(1)[B’(nx)—B(nx)]+A(1)[ZB’(nx)—B(nx)]}
- B(nx) n A(1)B(nx)

{A”(l) +24'(1D) + @}

+

n2A(1)

olarak elde edilir ki bu istenilendir.
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Teorem 3.1 f € C[0,a],(a > 0) ve

: B’(Y)_ . B”(Y)_ 3.8
PRBO) T B oY

olmak lzere
lim 1K, (5 x) = £ ()l = 0

dir.

Ispat: Lemma 3.1 deki ifadeler kullanilarak(3.4), (3.5) ve (3.6) esitligi goz oniine
aliirsa

lim K, (s5x) =x,, i=0,12

n—oo
oldugunu gosterirsek Yyukaridaki yakinsaklik, [0,0) araliginin her kompakt alt

kiimesinde diizgiin olarak yakinsak olur. Gergekten de
K, (s%x) = K,,(1; x) = 1 oldugundan

lim K,,(1;x) =lim1=1
n—-o0o

n—-oo
dir.

Br(nx) 2Ar1(1) 1 .
B0 A1) + o oldugundan

K,(s;x) =

lim K, (s: %) = I B'(nx) N 24'(1H) 1
nibee S X = e By ¥ T 2nAa(D) T 20

lim K,,(s;x) =x
n—00

dir.
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., _B'(nx) 2B'(nx)A'(1) 2B'(nx) A"(1)
Kn(s%5x) = B(nx) X nA(1)B(nx) X nB(nx) * n24(1)
24'(1) 1
n?A(1) + 3n?

oldugundan

. 2. T B (nx) o, . 2B'(nx)A'(1) 2B'(nx) | A"() , 24'(®) | 1
AEQOK"(S ’x)_,lll?o B(nx) x nA(1)B(nx) nB(nx) = n24(1) n24(1) 3n2]

,llil?oK"(Sz; x) = x?

olarak elde edilirler ki bu géstermek istedigimizdir.
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4. K, OPERATORUNUN YAKLASIM HIZI

Bu kisimda K, operatoriiniin klasik siireklilik modiild, ikinci siireklilik modiilii ve
Peetre K fonksiyoneli yardimiyla K, (f;x) operatorinin f ye yakinsama hizini

belirleyecegiz.

Kabul edelim ki f € C[0, o) araliginda tanim siirekli bir fonksiyon olsun. Keyfi § >

0 igin siireklilik modiiliiniin

w(f;6) = sup |f(x)—fl, (4.1)
e

seklinde tanimlandigini biliyoruz.

Burada C[0, ©), [0, o) iizerindeki diizgiin siirekli fonksiyonlarin kiimesini belirtir.
Ayrica herhangi bir § > 0 ve her x € [0,) igin siireklilik modiiliiniin bilinen

ozellikleri geregince

(4.2)

lx — yl
If () = fO)I < w(f; ) 5T 1

esitsizliginin saglandigin1 biliyoruz. Bunlari g6z Oniine alarak asagidaki teoremi

verebiliriz.

Teorem 4.1. f € C[0, ) olsun. K,, operatorii asagidaki esitsizligi saglar.

[Kn(f5 ) = fOOI < 2w(f3 12 (X)) (4.3)
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Burada 1,,(x) ,

A= 2,00 = Kp((s — )% %) = {B"("x) — 2B’ (nx) + B(nx)}xz

B(nx)

N 2A'(1)[B'(nx) — B(nx)] + A(1)[2B'(nx) — B(nx)] (4.4)
nA(1)B(nx) x

{A”(l) +24'(D) + @}

* n?A(1)
dir.
Ispat: (3.1), (4.2) ve K,, operatoriiniin lineerlik 6zelligi kullanilarak

+1

oo k
n n
K,(f;x) — f(x) = m; Pk(nx)f% f(s)ds — f(x)

+1

o K
n n
=:gzgjgf;;3;z;fm(nx>jl F(s)ds

n
k+1

n i T
_mﬁmgmméfM$

1

o k+
n n
- W;Pk(nx) f (f(s) = f(x))ds

k
n

yazilabilir.
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Bu esitligin her tarafinin mutlak degeri alindiktan sonra sag tarafin supremumu

aliirsa, siireklilik modiiliiniin tanimi1 ve diger 6zellikleri geregince
k+1

n = n
Kalfi) = FOO1 = |t > Pulin) [, ™ (F) = £Gds
k=0 n

k+1
n

n 00 AL
< m;m(nx) fE IF(s) = FGOlds

© k+1
n o
= AMBw) kZ_O Fie(n0) L Jsup 17(s) = f()lds
B n |x—s|<é
h ' 5[ ds—x
n n S—Xx
SA(l)B(nx)kZOP"("x)j% W(f; 5 )ds
k+1

n = = [|s — x|
< mkzzopk(nx)f% < 5 + 1> w(f;d)ds

+1

0o k
n n
:mkzzopk(nX)ﬁ W(f, 6)d$

n

o k+1
n n 1
+m;&(nx)f% §|S—XIW(f;x)ds

k+1

n = e
= 1+W;Pk(nX)-f% |s — x|ds ; w(f; &)

seklinde yazilabilir.
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Bu son ifadede ki integrale Cauchy Schwarz esitsizliginin integral formu

uygulanirsa;
kt1 kt1 kt1
n n n
f |s — x|ds < f 1ds f (s —x)?%ds
k k k
n n n
k+1 Ky |
= ( ——) f " (s —x)?ds
n n k
n
k+1
1 n
=— f (s —x)2ds
n k
n
olur.

Bu esitsizligin her iki tarafina };;_, Pr (nx) uygulanirsa

k+1

%) k+1 1)
n 1 n
— — — )2
ZPk(nx)fE |s — x|ds < \/HZ Py (nx) L (s —x)?%ds
k=0 n k=0

n

elde edilir.

(4.6)

4.7)

Son ifadenin sag tarafindaki toplama Cauchy-Schwarz esitsizligi tekrar uygulandigi

taktirde;
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Z Py (nx) J. |s — x|ds < (Z P, (nx)) ZPR (nx) fﬁ%(s — x)%ds

_JAB@x) J(MDB("")Kn((s—x)z:x))

Jn n
M \/( K,(s — x)%x)
A(1)B(nx)

==V o

elde edilir.

Ap(x) tamm  (4.4) ile verildi. Bu deger (4.5) ifadesinde kullanilirsa

IKn(f ) — FOO] < {1 + s B w(f; 6) (.9)
olur.
= \/A,,(x) secimi ile istenilen sonug elde edilir.

f € Cgl0, o) i¢in ikinci siireklilik modiili
wy(f;6) = Sup, IfC+28) = 2f (¢ +8) + fOllcg, (4.10)
<t<é

seklinde tanimlanir.

Burada Cp[0,00), [0,0) iizerinde tamimlanan ve ||f]lc, = sup |f(x)| normuna
x€[0,00)

sahip ve diizgiin siirekli olan fonksiyonlarin kiimesini gostermektedir.

31



f € Cgl0, o0) fonksiyonu igin Peetre K - fonksiyoneli asagidaki sekilde tanimlanir.

Koy = _int {If = glc, +Ollgllcz} (4.12)
Burada,
C3[0,0) = {g € Cp[0,0): g, g" € C5[0, )}, (4.12)

olup norm igin

lgllcz = lgllc, + 9" llcs + 1lg"llc,
esitligi saglanir.
Yukarida tanimlanan K, (f; &) Peetre K -fonksiyoneli igin

M bir sabit. f, § dan bagimsiz ve V§ > 0 i¢in

Ko (f; 8) < M{w,(f;V8) + min(1,6) lIfllc, } (4.13)
esitsizligi saglanir. Buna gore asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.2 f € C3[0, ) i¢in

|Kn(f; %) = FOOI = CIIf ll (4.14)

esitsizligi saglanir.
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Burada,

B"(nx) — 2B'(nx) + B(nx)} 2

{=qp(x) = { 2B (nx)

2A'(D)[B'(nx) — B(nx)] + A()[2(n + 1)B'(nx) — (2n + 1)B(nx)]
+{ 2nA(1)B (nx) }x

+ ;{A”(l) +24'(1) +

AD)  24'(1) + A(1)
2n2A(D) } *

3 2nA(1) (4.15)
dir.

Ispat: f nin Taylor formiilii (3.1) ve K,’in lineerliginden asagidaki esitlikleri

yazabiliriz.

f nin Taylor formiilii olan

0 =1+ e + 52

ifadesinin her tarafina K,, operatorii uygulanirsa

Kn(f;%) = f(0) = f'(OKn((s — x);x) + %f”( DK((s —x)%x) (€ (xs) (416)

Burada s > x i¢in

(4.17)

B'(nx) — B(nx)}x N 2A'(1) + A1) -

Kn((s =x);x) = { B(nx) Al -

dir. Gergekten pozitif bir aralikta pozitif bir fonksiyonun integrali de pozitif

olacagindan
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k+1

n = n
Ko((s — ;%) = W;Pk(nx) fE (s — x)ds

=mkzﬂ)ﬂ((m€) [k +%—ﬂ

1 C 1 C XN
- nA(1)B(nx) ; Py (nx) + 2nA(1)B(nx) kZ(:) Pie(nx) = A(1)B(nx) ;) Pie(nx)

[A'(1)B(nx) + nxA(1)B'(nx)] + A(1)B(nx)

~ nA(DB(nx) 2nA(1)B(nx)

X
— A—(l)B(nx) A(1)B(nx)

A1) xB'(nx)
= 7A@ T Bow) | 2n

—X

_ (B'(nx) — B(nx) N 2A'(1) + A(D)

- B(nx) x 2nA(1)

olarak elde edilir. (4.16) esitliginin her iki tarafinin mutlak degeri alinip s > x igin
sag tarafin supremumu alinarak Lemma 3.1 ve Lemma 3.2 (4.16) esitligine

uygulanirsa,

1K, (f; %) — f(x)] < |<B'(nx) ~ B(nx)) . 24'(1) + A(1)

B(nx) A |

1(|B'(nx) — 2B'(nx) + B(nx)

E{‘ B(nx)

2A'(1)[B'(nx) — B(nx)] + A(1)[2B'(nx) — B(nx)]
* ‘ nA(1)B(nx)

A(D)
3

_|_

|A”(1) +24'(1) +

ZA(I) }Sup|f”|
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olur.

Buradan ise

|Kn(f5 %) = f(x)]

B'(nx) — B(nx) 2A'(1) +AQL)) .,
= {( B(nx) )x HTYYE) }”f les

N l{lB”(nx) — 2B'(nx) + B(nx)l 2

2 B(nx)

2A'(1)[B'(nx) — B(nx)] + A(1)[2B'(nx) — B(nx)]
* I nA(1)B(nx) lx

! A"(1)+24'(1 AW o
A AW+ ()+T}Ilfllc3

_.|_

(4.18)

{ B"' (nx) — 2B'(nx) + B(nx)l 5
< X
- 2B(nx)
2A'(D)[B'(nx) — B(nx)] + A(1)[2(n + 1)B'(nx) — (2n + 1)B(nx)]
* [ 2nA(1)B (nx) lx

AD]  24'(1) + A1)
3 ]+ 2nA(1) }”f”Cé

1
2n24(1)

+

[A"(1) +24'(1) +
seklinde istenilen esitsizlik elde edilmis olur.

Teorem 4.3 f € Cg[0, o) olsun, o taktirde

K (f; x) — £ ()] < 2M{w,(f;V8) + min(1,8) IIf Il ¢, } (4.19)

esitsizligi saglanir. Burada

6=90,= @ ve M >0, ve f den bagimsiz bir sabit olup; ¢,(x) daha once

tanimlandig gibidir.

35



Ispat: Kabul edelim ki g € C2[0,0) olsun. Teorem 4.2 den ve K, nin

lineerliginden ve norm tanimindan
|Kn(f5 %) = OO < K (f = g5 014K (g5 %) — g ()| + g (x) = f(x)]

<20f = glles + Sliglicz

=2{lIf = gllc, + & llgllcz}

yazilabilir.
Bu esitsizligin sol tarafi g € C2[0, ©) fonksiyonundan bagimsiz oldugundan

|Kn(f; %) — f(0)| < 2K,(f; 6) (4.20)

yazilabilir. Burada K, (f; ) Peetre’s K-fonksiyoneli olup (4.20) de tanimlandigi
gibidir. Peetre K -fonksiyoneli ve ikinci siireklilik modiilii arasindaki baglant1 goz

Oniine alindiginda

[Kn(f %) = O] < 2M{w,(f;V8) + min(1,6) lIfllc, )
yazilabilir ki bu gosterilmek istenilendir.

Sonug 4.1 Teorem 4.1 - Teorem 4.3 ve (3.8) kabulleri altinda n = oo igin

On, (n Ve A, sifira giderler.
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5. OZEL DURUMLAR VE DiGER OZELLIKLER

g¥Y(x,h)  Gould-Hopper polinomlar1 Hermit tipi d-ortogonal polinomlarin

kiimesini olusturur. Oyle ki bu polinomlarin dogurucu fonksiyonu;

ehtd+1 exp(xt) = 2 g;(i+1(x' h)F (5.1)
k=0 '
olup burada,
[(k/(a@+1)]
k!

d+1 _ § : m ,k—(d+1)m (5.2)
g Coh) ' m! (k — (d + Dm)! p™ x
m=

seklindedir. Ayrica (5.2) ifadesi her zaman bir tamsayidir.

[4] de vyazarlar (3.8) sartlar1 saglanmak ftizere Gould-Hopper polinomlarini

A(t) = eht ™ ve B(t) = et ifadeleri yardimiyla olusturulan Brenke tipli
polinomlar oldugunu h > 0 kabulii altinda gosterip (1.10) ile verilen operatorii

olusturdular.

Bu operatorler Gould-Hopper polinomlarini icermekte olup

L (fix) = e~meh iw £(5) (53)

seklinde verilmektedir. Burada x € [0, oo)dur.

a+

(1.11) ile verilen ifade A(t) = et 've B(t) = et 6zel durumuna karsilik Gould-

Hopper polinomlarini igeren operatoriin Kantorovich versiyonunu olusturur ve h >

0 kabulu altinda
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d+1
Ki(f; %) = ne "= hZ—g" oo 1) f f(t) dt 64

seklinde ifade edilir.
Sonuc 5.1

h = 0 igin g#*1(nx, h) = (nx)¥ olup (5.4) ile verilen operatér Szdsz Mirakyan

Kantorovich operatoriine doniisiir.

Simdi (5.4) ile verilen operatdr i¢in Voronovskaya tipi teoremi verebilmek icin

asagidaki Lemmayi verelim.

Lemmas.1

K, operatorleri asagidaki esitlikleri saglar.

(5.5)

K:(1;x)=1

h(d+1 1
K, (s; x) =x+¥+— (5.6)
n 2n

K; (s?;x) = x? +%(h(d +1)+ 1)x% [h(d + D{h(d + 1) +d + 2} +% (5.7)

3x? 3
Ki(s% %) = x° + %{h(d 1)+ E}

nz{ShZ(d+1)2+3h(d+1)(d+3)+7}
+1{h2h 3)(d+1)3+h(d+1)3 3hh (d + 1)?
§(+)(+)+(+)+§(+)(+) (5.8)

B(d +1) +-
+h(d+ D +5]
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K (s* x)—x+ {h(d+1)+2}
(5.9)

4x?
+T{2h(h +1)(d+1)?2+6h(d+1) + 5}

X
+E{12h2(d +1)2(d + 1) + 4h3(d + 1)3 + 2h(d + 1)(2d? + 10d + 5) + 6}

+%{h3(h +6)(d+ 1)*+8h(1+ 3h)(d +1)> —9h(h + 1)(d + 1)?
+7h(d + 1) + 2h3(d + 1)3 + 4d(d + 1)%h?
+3R2d%(d + 1)% + (d — 2)(d — 1)d(d + Dh + %}

Ispat: (5.1) ile verilen Gould-Hopper polinomlarmin dogurucu fonksiyonu

kullanilarak yukaridaki esitlikler kolayca gosterilebilir.
DK, (L;x)=1
esitligini gostermek igin.

0o g +1(nx h) k+1
K:(1;x) =ne ™" hzk— . lds
n

— hi gk+1(nx h) rk+1 k]
n n

- hz gz‘f“(nx h) 1

= g X— hi g’?-l-l(nx h)
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(5.1) ifadesinde t yerine 1 ve x yerine nx yazilirsa

nx+h Z g,‘f“(nx h)

elde edilir. Bu ifade yukaridaki esitlikte kullanilirsa
K:(1;x) = e mx—henx+h

=1
elde edilir.

h@+D) | 1

2) K;(s;x)=x+ —

esitliginin dogrulugunu gostermek igin.

+1

= +1
h
K:(s;x) =ne ™" hzw sds

= ne X~ hz gIC(Hl(nx h) S

= 5| .
n

2n2  2n2

=ne X hi 9k+1(nx h) [(k + 1)? kzl

2n?

— —nx hi gk+1(nx h) 1

e—nx—h *® k d+1(nx h) —-nx—h d+1(nx h)
Zg
2n

n e k!
“h &, d+1 -h
— € " Z g (nx’ h) " enx+h
nooLa (k—1)! 2n
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—na=h z g;‘?I%(nx h)
Zn

olarak bulunur (5.1) ifadesinin her iki tarafinin t ye gore tiirevini alirsak,

2 gd+1 k-1
,h) kt
{h(d + Dt + xJeMt T+t = E Ik (xk')

~ Z‘O: g,‘c”l(x, h) th-1
B (k — 1)!

o]

53 gixi(x h) tk
i

. *® d+1 h tk
{(h(d + 1)t? + xJeht® +xt = Z —‘g"“(x )

olur.

Son buldugumuz ifadede x yerine nx ve t yerine 1 alinirsa,

© o d+1
Z gk+1(nx h) _ = (h(d + 1) + nx}em+h (5.10)

olur.

Bu deger K (s; x) de yerine yazilirsa

-nx—h 1

K:(s;x) = {h(d + 1) + nx}e™ " + o
h(d+1 1
n 2n
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olarak elde edilir.
3) Ky (s%x) =22 +2(h(d + 1) + Dx = |h(d + DA + 1) +d + 2} +5]|

esitliginin dogrulugunu gostermek igin.

© ge1 k41
K} (s%x) = ne ™~ hZ—gk (nx, 1) . s?ds
n
tk+1
— —nx h C gl‘CHl(nx h) S n
e Iy
n

= ne "X— hz 9k+1(nx h) [(k+1)3 k3l

3n3  3n3

k 1

n3  n3 ' 3n3

.. hz g;‘f“(nx h) [k

B e nx—h i kzg,‘f“(nx, h) N e nx—h i k g;(i+1(nx- h)
- n? k! n2 k!

k=0 k=0

e~ nx—h ot k gg+1(nx' R) e~ nx—h i g,f“(nx, R)

L (k=1 L (k=D

e—nx—h d g,‘f“(nx,h)

3n? k!
k=0

42



e ™ (k + 1) gt (nx, B o e ’12 g;‘fi%(nx p o,

n2 k!
k=0

3n2

_e kg et gz‘fi%(nx )
n2 k!

Z g;‘i‘I% (nx h)

3n2

—-nx—h d+1
Jr+1 (nx, 1
z 1)| +2{h(d + 1) + nx} + 32

olarak bulunur.

k) d+1 nx,h tk
ng+1(k| ) — {h(d+ l)td +x}enx+h

olup, bu ifadenin her iki tarafinin t ye gore tiirevi alinirsa

© k d+1(x h) gk=1
d-1 21 ht%Hlyxt _ Jr+1\X,
[A(d+ 1D)dt* P+ (h(d+ 1)+ x)]e = E k!

k=0

_ Z gt G ) £kt
B (k —1)!

z gﬁizl(x h) th-1

elde edilir.
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Bu son esitlikte t yerine 1, x yerine nx alinirsa,

d+1 nx, h
z g"”( ) _ (h(d + D)d + (h(d + 1) + nx)?} e+ (5.11)
olur.
Buradan,
©. d+1
1
K (s%x) = Z Gie+2 (nx h +2{h(d +1) + nx} + Iz

_ h(d+1)d + (h(d + 1) + nx)?
= =

1
+2{h(d+ 1) + nx} + 5
3n

2 1 1
=32+ (B(d+ D) + D+ — (@ + D@ + 1) +d + 2} + 5]
istenilen esitlik elde edilir.

2
4) Ki(s%x) = x3 + 2 {n(d + 1) + 3}
X ) ) 7
+¥{3h (d+1)% +3h(d+1)(d +3) + E}

+%{h2(h +3)(d +1)° + h(d + 1) +;h(h ro@s L’

1
+h(d+1)+1}

gosterilmek istenilen esitlik elde edilmis olur.
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k+1

d+1
h
K:(s3;x) = ne ™" hzw s3ds

S|=

+—+—
2n*  nt  4nt

_ _nxhzgl‘?*l(nxh){ﬁ L3k k 1}

B e—nx—h i k3g1¢c1+1(nx’ h) z k2 d+1(nx h,) N 2 d+1(nx, h)
-~ nd k! "2 k!

Z g;‘?“(nx h)]

. {Z (k + 1)291‘3111 (o h) 3 " (k+ 1)91?1’11 () 2 gz‘?ifll (nx h)

2
Z gk“(nx h)}

k=0

_emh kzggjll(nx h) 42 kg,fill(nx h) 91?:11("’5 h)
=—
k=0
Z kgz‘fi% (nx h
2
Z gg:g(nx m ., O gt (nx, h) 1 Z gt (nx, h)
Kl 4 k!
k=0 k=0
_ e~x—h Z k?giil(nx, h) Z kg,fill(nx h) 7 Z 91?:11("’5 h)
n’ k=0 k! "2

Z gﬁ“(nx h)}
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d+1 a+1

e—nx—h{ (k + 1)9,?_,"_'21(nx h) 72 Ir+2 (Tlx h) 72 Ik+1 (nx h)
k=0

n3
gd+1(nx h)
vy )

e~ nx—h {Z gt (nx, h) N g,fizl(nx h) 72 Jirs (nx h)

n3 k!
k=0 k=0

a+1

z gk+1(nx m Z gff“(nx h)}

d+1

gk {Z g,i‘:;(nx h) 92 gt (nx h) 72 g;?:%(nx h)

z gﬁ“(nx h)}

olmak lizere

o gitimxh) . .. e .. . .
k=0" ifadesinin esitini bulmak i¢in daha 6nceden hesapladigimiz
2, d+1 k
x, h)t
E vz B 7 (k, L [A(d + 1dt?™ + (h(d + 1) + x)2]eht" "+t

ifadesinin her iki tarafinin t ye gore tiirevi alinirsa;

et p(d 4+ 1)d(d — 1Dt 2 + 3{h2(d + 1)2dt2% + xh(d + 1)dt?~1}
+ (h(d + Dt + x)°]

_ Z g3 (x, W)tk
B k!
elde edilir.
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Buldugumuz esitlikte t yerine 1, x yerine nx alinirsa

d+1
z Ik+3 (nx h) enx+h [h(d + 1)d(d _ 1) (512)

+ 3{h?(d + 1)?d + nxh(d + 1)d}+(h(d + 1) + nx)3]
olur.

Buradan,

—-nx—h

K:(s3%x) = {[h(d +1)d(d — 1) + 3{h?(d + 1)?>d + nxh(d + 1)d}
+ (h(d + 1) + nx)3] + g [(h(d + 1)d) + (h(d + 1) + x)?]

7 1
+o[h(d+1) +x] + Z} ehtnx

_h@+1d@d-1)

n3

3x
hz(d+1)2 +—h(d+1)d
3 h(d +1 3 h(d+1 2
+$(( + )+TLX) +ﬁ(( + )+X)

7 1
+2—n3(h(d+1)+9€)+4—n3

olarak bulunur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

2

3x 3
Ki(s?x) =x3 + T{h(d +1) +§}
+ %{3h2(d +1)2 4 3h(d + 1)(d + 3) +;}
1 3
+ ﬁ{hz(h +3)(d+ 13+ h(d+1)3 +§h(h + 1)(d + 1)?

R(d + 1)+~
+h(d+ 1D +4]

esitligi saglanmais olur.
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5) K;:(s* x)—x+ {h(d+1)+2}

4x?
+T{2h(h +1)(d + 1)2 + 6h(d + 1) + 5}

X
+ E{thZ(d +1)%(d + 1) + 4h3(d + 1)3 + 2h(d + 1)(2d? + 10d + 5) + 6}

+%{h3(h +6)(d+ 1)*+8h(1+ 3h)(d +1)> —9h(h + 1)(d + 1)?
+7h(d + 1) + 2h3(d + 1)3 + 4d(d + 1)%h?
+3h2d2(d + 1)% + (d — 2)(d — 1)d(d + Dh + %}

esitliginin dogru oldugunu gosterelim.

k+1

d+1
h
K (s* x) = ne ™~ hzw s*ds

S|

= ne~"x- hz gg+1(nx h) {(k +1)5 kS }

5n5  5nS

+

d
il hzgk“(nx ,h) k4+2k3+2k2+£ 1
ns  nd ns n® 5nd

n4

i Z kg +1(nx h) N Z kgk+1(nx h) Z g,‘?“(nx h)}

k=0

3 e—nx—h {Z k4- d+1(TLX h) zz k3 d+1(nx h)

e~nx—h i (k + 1)3gd+1(nx 2 Z (k + 1)%g +1(nx h)

k=0
o (k + 1)gf3+1<nx h) gﬁ“(nx h)}

Z + +—
e 5n

k!
k=0
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_emmxh {Z k3g (nx, h) 2 k*giii(nx, h)
= - +3
n k! k!

k=0

d+1

s 32 kgkill(nx h) ZM

N ZZ k?g Ill(nx h) N 42 k+1(nx h) ZZ kgk-tll(nx h)

k=0

) z gffi%(nx M " gt (nx, ) N
k! 5n4

k=0

eTmah Z Kgititnoh) | z k*giii(nx, h)
Y k! k!
k=0 k=0

d+1

y Z kgféi%(nx n, Z gk+1(nx h)}

5n*

k!

—nx—h {z (k + 1)29,‘3121(719( h) A e (k + 1) gt (nx, h)

d+1

Z gﬁizl(nx O z gk+1(nx M|,
+9
5n4

e Z kzg,‘fizl(nx h) Zz kg,‘jill(nx h) - 9 (nx, h)
=— k!
k=0 =0
L z kg,‘j;f%(nx h)
e Z gﬁizl ()
Z g,‘szl(nx h) Z g,‘ff:ll(nx h) 1
+9
N
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nt k! k!

k=0 k=0

o—nx—h {Z k2 g%+ (nx, b) s 72 g (nx, h) + 18 z g,‘?f:zl(nx h

e Z gﬁii(nx h)}

5n*

e~ {Z (k + 1)91‘?131(7196 IR 72 gii3 (nx DI Z gifi%(nx )

nt
k=0
N 62 gffi%(nx M|,
Sn4
e R z‘fi% (nx b NS (nx h . g:’?if% (nx h)
s
k=0
N 15297@‘1%(% h) zgﬁii(nx M|, 1
5n4
" {Z gﬁii(nx n ., 82 f:r.;(nx M. s Z g%ﬁ%(nx n)
k=0
N 62 g;‘fi%(nx M|,
Sn4
olmak iizere
(o) glccii-i(nx h)
k=0 & ifadesinin esitini bulmak i¢in daha 6nceden hesapladigimiz

et p(d 4+ 1)d(d — 1)t 2 + 3{h2(d + 1)2dt2%! + xh(d + 1)dt?~1}
+ (h(d + 1Dt + x)?]

_ Z gits (o btk
= k!

ifadesinin her iki tarafinin t ye gore tiirevi alinirsa;
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et 262 h(d + 1)dt?t + 4xh(d + 1)d(d — 1)t42
+h(d + 1)d(d — 1)(d — 2)t% 3 + [6xh?(d + 1)? + 6xh?(d + 1)%d]t??~!

+3h%(d + 1)?2d(2d — 1Dt?472 + 6n3(d + 1)3dt3¢71 + (h(d + Dt? + x)*}

z g;?ii(x h)tk

ifadesi elde edilir. Buldugumuz ifadede t yerine 1, x yerine nx alinirsa;

a+1

z Ik+4 (nx ) _ hanx {6(nx)?h(d + 1)d + 4nxh(d + 1)d(d — 1)

+ h(d + Dd(d - 1)(d - 2)
+ [6nxh?(d + 1)2 + 6nxh?(d + 1)2d] (5.13)

+ 3h%(d + 1)2d(2d — 1) + 6h3(d + 1)3d + (h(d + 1) + x)*}
bulunur.

Buradan gerekli diizenlemeler yapildiginda

—-nx—h

K;(s*x) =

{6(nx)?h(d + 1)d + 4nxh(d + 1)d(d — 1)

+h(d + 1)d(d — 1)(d — 2)h(d + 1)

+ [6nxh?(d + 1)? + 6nxh?(d + 1)2d] + 3h?(d + 1)?d(2d — 1)
+6h%(d + 1)3d + (h(d + 1) + x)*}e"**"

8 —-nx—h
+

{h(d+1)d(d - 1)

+ 3[h?(d + 1)?d + nxh(d + 1)d]
+ (h(d + 1) + nx)3}e™*h
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15€—nx—h
+T{h(d + 1d + (h(d + 1)nx)?}e™*th

6 -nx—h

+ {h(d + 1) 4+ nx}emx*h

n4
olur.

Boylece

4x3
Ki(s%x) =x*+ — {h(d + 1) + 2}

2
+ 4%{Zh(h + 1)(d + 1)? + 6h(d + 1) + 5}

+2 (1207(d + 1)*(d + 1) + 4h3(d + 1)
+ 2h(d + 1)(2d? + 10d + 5) + 6}
+ % {h3(h +6)(d + 1)* + 8h(1 + 3h)(d + 1)° — 9h(h
+1)(d + 1)+ 7h(d + 1) + 2h3(d + 1)3 + 4d(d + 1)2h?
+3h2d2(d + 1) + (d — 2)(d — 1)d(d + Dh + %}
esitligi elde edilmis olur.
Lemma 5.2

x € [0, 0) i¢in

K,"((s —x)%x) = % + n_12 h(d+1D{h(d+1)+d+2}+ %] (5.14)

Ky ((s = 00%0) = 2+ 2 (6h (h+2)(d + 1) + 21 (d + 1)(=3d + 2) + 5}
1

+— {h3(h +6)(d+1D*+2h (h2 +12h +4)(d+1)° +7Th (d + 1) (5.15)

—9h(h+1)(d+1)2+4d (d—1)(d+ 1)? h?

+3h2d2(d+1)? +(d—2)d—1)d (d+Dh+ %}

esitlikleri saglanir.
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Ispat: Lemma 5.1 i kullanarak istenilen esitlikleri gosterelim.

k+1

d+1
K:((s — x)%x) = ne ™" hzw (s — x)?ds

k
n

k+1

a+1 (nx, h
= ne ™M z Ik ( ) (52 — 2sx + x?)ds

4
n

n n
= ne ™~ hzgk J szds—fo sds
K k
n n
Kt
+ x2 j " 1ds
k

n

d+1 k+1
. hzgk (nx, h) k 2

n

k+1

+1
h
+2x ne ™" hzw . sds
n

1
d+1
nx, h
+x%ne ™" hzgk ( ) . " 1ds
n

Lemma 5.1°deki esitlikler yukarida yerlerine yazilirsa

=x2+E(h(d+1)+1)x+i2[h(d+1){h(d+1)+d+2}+1]
n n 3

h(d+1
—2x{x+¥ }+x2
2n
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Bu son esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa;

Kn*((s—x)z;x)=g+% h(d+1){h(d+1)+d+2}+%]

seklinde istenilen esitlik elde edilmis olur.

Benzer sekilde

k+1

d+1
K:((s —x)*%x) = ne ™1 Z M ( —x)*ds

k
n

k+1

a+1 (nx, h
e ¥h Z Ik ( ) ( 4 — 453x + 65%x% — 4sx3 + x*) ds

k
n

k+1

= ne "X hEgk+1 (nx, h) : S4dS
n

k+1

o NX— hzgk+1 (nx, h) y s3dS
n

k+1

a+1 my h
+6x%ne ™" hzu } s2ds
n

k+1

a+1 nx h
—4x3 ne ™~ hzgk ( )k sds
n

1

k+
d+1
nx, h
+xtne ¥~ hzgk ( ) g " 1ds
n
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Lemma 5.1°deki esitlikler son esitlikte yerlerine yazilirsa,

4x3
Ki((s—x)%hx)=x*+ T{h (d+1)+2}

2
+3ni2{2h (h+1)(d+1)?+6h(d+1)+5}

X
= F{thz(d +1)?(d +2) + 4h3(d + 1) + 2h (d + 1)(2d? + 10 + 15) + 6}

1
_ F{h3(h +6)(d + 1)* + 8h (1 4 3h)(d + 1)° — 9h (h + 1)(d + 1)?
+7h(d+1)+2h3(d+1)3+4d (d —1)(d + 1)? + h?

+3h2d2(d + 1)% + (d — 2)(d — 1)d(d + 1h + %}

3 2
—4x{x3 +%[h(d+1)+§]+%[3h2(d+1)2+3h(d+1)(d+3)+§]+

=[R2+ 3)(d + 1P+ h(d + 1P +2h (h+ 1D(d + D? + h(d + 1) +5]}

+6x2{x2+E(h(d+1)+1)x+l[h(d+1)[h(d+1)+d+2] +1]}
n n? 3

h(d+1 1
—4x3{x+¥+—}+x2
n 2n

elde edilir.

Son esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa;

2
K,"((s—x)%) = 3ni2 + %{6h (h+2)(d+1)?2+2h(d + 1)(-3d + 2) + 5}

1
+F{h3 (h+6)(d+1)* +2h (h? + 12k + 4)(d +1)* + 7Th (d + 1)
—9h(h+1)(d+1)? +4d (d —1)(d + 1)2h? + 3h?d?(d + 1)?

+d=2)((d-Dh(d+1) +%}
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olarak istenilen esitlik bulunur.
Teorem 5.1
f € €?[0, a] olsun. Bu taktirde

xf"(x) (5.16)
2!

) 1
lim K, (20 = )] = £ 0 {h (@ + D) + 5} +

esitligi saglanir.

Ispat: Taylor teoremi geregince ikinci basamaktan tiirevlenebilir bir f fonksiyonu

i¢in
(5.17)
(s — )
f&)=f0)+(s—x) f(x)+ fe) + (s —0)%uls; x)
esitligi yazilabilir.
Burada u(s; x) € C[0,a] ve limu(s; x) = 0°dur.
S—X
K,," operatorii (5.17) esitliginin her iki tarafina uygulanirsa;
£ ;
K. (f;0) = () + f (0K, (s — x; X)+—K ((s —x)%x)
e — V21 (s )
+ K, ((s — x)°u(s; x); x) (5.18)
elde edilir. Burada f (x) esitligin sag tarafina atildiktan sonra
Lemma (5.1) ve Lemma (5.2) goz 6niine alindiginda (5.18) esitligi
nlKy' (f;0) = F0] = {"52+ ) /()
+nfs +—[h(d DA +1) +d+2)+ 3]}f )
(5.19)

+n K, ((s — x)%u(s; x); x)

seklinde yazilabilir.
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Burada,

+1

K, ((s = x)2u(s; x); x) = ne ™™~ "z w s —0u(s0ds (520

n

oldugu g6z Oniine alinarak

n K,"((s — x)?u(s; x); x) ifadesinin sag tarafina Cauchy Schwarz esitsizligi

uygulanirsa
Yani
1/2 1/2
ffgdxs(ffzdx) (fgzdx>
esitsizliginde f = (s —x)? , g=nu (s — x) alnirsa

n K, ((s — x)?u(s; x); x)

gd+1 (nx h) % %
n2e—nx- hz L jk (s —x)*ds Jk u? (s; x)ds
n n
gk+1 (nx R
< Tl3 -nx— hz k (S—X)4d5
k+1
d+1 n h
< || n3e—nx- hzgk (nx, h) k u? (s;x)ds

(5.21)

= n2 K, ((s — 0% x) { K (u2(s;%); x)

esitsizligi saglanir.
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Lemma 5.2 g6z oniine alindiginda

limn?K,"((s — x)*; x) = 3x? (5.22)
n—00

olur.
Diger taraftan

u (s;x) € C[0,a] ve lim u(s; x) = 0 olup, Teorem 3.1 den
S—-X

lim K,"(u%(s;x);x) = u2(x;x) = 0 (5.23)

olur.

(5.21) (5.22) ve (5.23) ifadelerini goz oniine alindiginda ise

limn K" ((s = x)*u(s; x); %) = 0 (5.24)

oldugu goriiliir.
(5.19) ve (5.24) esitlikleri kullanilarak n — oo igin

limn [, (50— f@)] = @@+ D+ + 22 (5.25)

elde edilir. Boylelikle teorem ispatlanmis olur.

Sonu¢ 5.2 h = 0 alindiginda Teorem 5.1 Szdsz Mirakyan Kantorovich operatorii

i¢in bilinen (1.12) Voronovskaya tipli teoremi verir.
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TARTISMA VE SONUC

Yaklasimlar teorisindeki gelismeler her gegen giin matematigin diger dallan ile
baglantili olarak devam etmektedir. Ozel fonksiyonlar ve ortogonal polinomlar
ailelerinin sagladig1 o6zellikler ve dogurucu fonksiyonlarinin yardimi ile bir¢ok
bagint1 elde edilebilmektedir. Bu bagintilar kullanilarak da birgok problemin ¢6ziimii
daha kolay hale gelmektedir. Bu bagmtilar yardimiyla bir¢ok karmasik ifade daha
anlasilir hale gelmekte olup sonuglar hem analitik hem de niimerik olarak daha iyi
elde edilebilmektedir. Ortogonal polinom ailelerinden olan Brenke tipli polinomlar
ve onlarin bazi genellemeleri de son zamanlarda gelisme gosteren c¢alisma

alanlarindandir.

Bu tezde ortogonal polinom ailelerinden olan Brenke tipli polinomlar yardimi ile
olusturulan ve integrallenebilir fonksiyonlar i¢in tanimlanan bir operatoriin
yaklasimlar teorisi kullanilarak yakinsaklik o6zellikleri incelenmis ve yakinsaklik
hizlarindan bahsedilmistir. Ayrica bazi 6zel durumlar géz Oniine alinarak inceleme
detaylandirilmistir. Bu yapilirken de ana kaynak olarak F. Tasdelen, R. Aktas ve A.
Altin tarafindan 2012 yilinda yazilan “Brenke Tipli Polinomlar igeren Szész

Operatorlerinin Bir Kantorovich Tipi” isimli ¢alismalari incelenmistir.

Sonugta yapilan ¢alisma bu alandaki gelismelere katki saglayacak sekilde bir Tiirkge

kaynak olmas1 amaglanarak yapilmistir ve amaca uygun olacag diistiniilmektedir.
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