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OZET

Cizelgeleme literatiiriiniin ¢ogunda islerin islem zamanlar1 sabit kabul edilmistir. Ancak islerin islem
zamanlarinda, baslama zamani veya pozisyonuna bagli olarak azalma goriilebilmektedir. Bu olgu literatiirde
ogrenme etkisi olarak bilinmektedir. Bu ¢alismada da zamana-bagimli 6grenme etkili tek makineli gizelgeleme
problemi ele alinacaktir. Ele alinan problemin ama¢ fonksiyonu maksimum gecikme minimizasyonudur.
Calismada problemin klasik (6grenme etkisiz) durumunda en iyi ¢6ziimii garanti eden EDD (en erken teslim
tarihi) kuralinin, zamana-bagimli 6grenme etkili durumda optimal ¢6ziimii garanti etmedigi gosterilmistir.
Ayrica problemi ¢6zmek i¢in dogrusal-olmayan programlama modeli gelistirilmis ve gelistirilen modelle 14 ise
kadar optimal ¢oziimler bulunmustur.

Anahtar Kelimeler: Cizelgeleme, maksimum gecikme, zamana-bagimli 6grenme etkisi, dogrusal-olmayan
programlama modeli.

MINIMIZING THE MAXIMUM LATENESS IN A SCHEDULING PROBLEM
WITH A TIME-DEPENDENT LEARNING EFFECT:
A NON-LINEAR PROGRAMMING MODEL

ABSTRACT

In traditional scheduling problems, most literature assumes that the processing time of a job is fixed. However,
there are many situations where the processing time of a job depends on the starting time or the position of the
job in a sequence. In such situations, the actual processing time of a job may be more or less than its normal
processing time if it is scheduled later. This phenomenon is known as the ‘‘learning effect’’. In this study, we
introduce a time-dependent learning effect into a single-machine scheduling problem. The objective function of
the problem is minimization of the maximum lateness. This study shows that EDD rule, which guarantees the
best solution in classical situation (without learning effect), can not guarantee the best results in the situation
with learning effect. In addition, a non-linear programming model is proposed for this problem, and solutions
are found for problems which have up to 14 jobs.

Keywords: Scheduling, maximum lateness, time-dependent learning effect, non-linear programming model.

1. GIRiS INTRODUCTION)

Birinci grupta isin islem zamani igin baglama
Cizelgeleme literatiiriinii  bakildiginda problemler = zamanma bagimli olarak azalma varsayimina
genellikle islem zamanlari sabit kabul edilme  dayanirken, digerinde ise pozisyonuna gore islem

varsayimina dayanmaktadir. Halbuki isin islem zamani, ~ zamanlarinin  azaldigi  kabul edilmistir[1]. Bu

isin baglama zamanma veya isin pozisyonuna bagh
olarak azalabilmektedir. Bu olgu literatiirde 6grenme
etkisi olarak bilinmektedir. Literatiirde 6grenme etkisi
zamana-bagimli ve pozisyona bagimli olmak {izere iki
grupta ele alinmstir.

caligmada da ilk gruba gore tek makineli gizelgeleme
probleminde 6grenme etkisi ele alinmistir. Problemin
amag fonksiyonu maksimum gecikme
minimizasyonudur. Problemin klasik durumunda
optimal sonucu veren EDD (en erken teslim tarihi)
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kuralinin, zamana bagimli durumda optimal ¢oziimii
garanti etmedigi gosterilecektir. Ayrica problem igin
dogrusal-olmayan programlama modeli gelistirilmis
ve gelistirilen modelle 14 ise kadar optimal ¢oziimler
bulunmustur.

Ogrenme etkisi ile ilgili ilk cahsma Biskup [2]
tarafindan tek makineli ¢izelgeleme problemleri igin
yaptlmistir. Biskup [2] caligmasinda toplam akig
zamaninin SPT (en kisa islem zamani) kurali ile
minimize edildigini gostermistir. Ayrica teslim
tarihinden minimum sapma probleminin, atama
modeli ile O(n*) zamanda ¢oziildiigiinii gostermistir.
Moshiev [3] yaptig1 calismada maksimum tamamlan-
ma zamanimin yine SPT kurali ile ¢6ziildigiini
gostermistir. Arastirmaci ¢ok Olgiitlii iki problemi ele
almigtir. Bunlardan birincisi tamamlanma zamani ve
tamamlanma zamaninindan sapmay1 enkiiciikleme,
digeri ise teslim tarihi atama problemidir. Bu iki

O( n’ ) zamanda

¢ozildiigiinii  gostermistir. Ayrica Moshiev [3]
problemi klasik durumda (6grenme etkisiz) optimal
olarak ¢ozen yontemlerin dgrenme etkili olmadigini,
maksimum gecikme i¢in EDD ve minimum geciken is
sayist problemlerin Moore [4] algoritmasi ile
¢Oziilmesi durumunda optimal ¢Ozimii garanti
etmedigini  gostermistir.  Maksimum  gecikme
probleminin ise Zhao vd. [5] ve Wu vd. [6] 6zel
durumlarda  O(nlogn) zamanda ¢6zildigiini

gostermislerdir. Eren ve Giiner [7] ise ¢aligmalarinda
toplam gecikme problemini ele almislar ve problem
icin matematiksel programlama modeli 6nermislerdir.
Ayrica biiyiik boyutlu problemler igin tabu arama ve
tavlama benzetimi sezgiselleri gelistirmislerdir. Bu
bahsedilen tiim ¢aligmalar pozisyona bagimli 6grenme
etkisi ile yapilmistir. Zamana bagimli 6grenme etkisi
ile ilgili ilk ¢aligma ise Kuo ve Yang [8,9] tarafindan
yapilmistir. Arastirmacilar ¢aligmalarinda maksimum
tamamlanma zamani ve toplam tamamlanma zamani
minimizasyonu probleminin SPT kuraliyla optimal
olarak ¢oziilebildigini gostermislerdir. Ayrica Kuo ve
Yang [10] yaptiklart diger bir caligmada, tek makineli
grup cizelgeleme probleminde maksimum
tamamlanma zamani ve toplam tamamlanma zamani
problemlerinin yine SPT kurali ile ¢6ziilebilecegini
gostermislerdir.

problemin atama modeli ile

Caligmanin ikinci boliimiinde ele alinan problem

Tablo 1. Pozisyonlara gore islem zamani ve gecikme
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tammlanacaktir. Ucilincii  boliimde problem icin
Onerilen dogrusal-olmayan programlama modeli
verilecektir. Deneysel sonuglar ise dordiincii boliimde
sunulacaktir. Son béliimde c¢alismanin sonuglari
verilecek ve gelecekte yapilabilecek c¢alismalar
hakkinda 6neriler sunulacaktir.

2. PROBLEMIN
DESCRIPTION)

TANIMLANMASI (PROBLEM

Pozisyona bagli 6grenme etkisinde islerin islem
zamanlar1 degil de tekrar sayist dikkate alinmustir.
Eger Ogrenme, isin baslama zamanina bagl ise
zamana-bagimli  6grenme etkisi olarak ifade
edilmektedir. Kuo ve Yang [8] tarafindan model su
sekilde tanimlanmustir: Tek makineli n isli ¢izelge-

leme problemi ele almmigtir. p; isinin T
posizyondaki islem zamanmi asagidaki sekilde
tanimlanmusgtir:

r-1 a
Pjr = (1+ Ppj + PLa)--+ p[r—l])al Pj :(” zlp[i]] Pj

Burada pj, j isinin islem zamanm gdstermektedir.

Ogrenme indeksi a <0 dir ve dgrenme oranmnin iki
tabanina gore logaritmasidir. d; ve C; ise j isinin

teslim tarihi ve tamamlanma zamanidir. Maksimum

n n
gecikme L, =maxL; = II_laX{O,C ji—d; } seklinde
j=l1

max j

j=l1
ifade edilmektedir. islerin atandig1 pozisyonlara gére
islem zamanlar1 ve gecikmeleri Tablo 1°de

gosterilmistir.

Klasik durumda (6grenme etkisiz) problemi optimal
olarak ¢6zen EDD yonteminin, ele alinan zamana-
bagimli &grenme etkili c¢izelgeleme probleminde
optimal sonucu garanti etmedigi 6rnek bir problem
iizerinde gosterilecektir.

Sayisal ornek:

Tek makineli dort isli ¢izelgeleme problemi sayisal
verileri Tablo 2’de verilmistir. Ele alinan problem
zamana-bagli 6grenme etkili oldugu durumda EDD
kural1 ile ¢oziildiginde maksimum gecikme degeri
ig siralamast Tablo 3’de verilmistir. Tablo 3’de
goriildiigi gibi L, degeri 2.22 saat ve siralama

max

pozisyon Islem zamani Gecikme

1 P L =C —d =p -0

2 (1+ p[1])a P, LZ:CZ—dZ:C1+(1+p[I])a Py —d,

3 (1+ p[1]+p[2])a P3 L;=C;3-d;=C, +(1+ p[1]+p[2])a ps —d;

r_1 ] .
(1+ P[]+ PR+ p[r_z]) P Liog=Cry-d=C, +(1+ Py + PR+ p[r_z]) Pro —diy

' (1+ P[]+ PR+ D[H])a P L, =C, -d, =C,, +(1+ P[]+ Pla)+ Plr—2] + P[H])a pr —d,
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Tablo 2. Sayisal 6rnek verileri

j 1 2 3 4
P; 5 8 9 12
dj 15 12 14 11

4-3-2-1 olarak bulunmustur. Ele alinan problemin tim
¢Oziim alternatifleri ise Tablo 4’de verilmistir. Tablo
4’de de goriildiigii gibi 4 isli bir problem permiitasyon
tipi icin 4!=24 alternatif bulunmakta ve 1-4-2-3
siralamast ile gecikme olmadig: yani L., =0 saat

oldugu goriilmektedir.

Tablo 3. EDD sonucuna gore ¢dziim sonucu

f 4 2 3 l
Pj 12 8 9 5
dj 1 12 14 15
Ci 1200 1422 1618  17.10
L

i 1.00 2.22 2.18 2.10

Problemin optimal siralamasi ve gecikme degerleri de
Tablo 5’de verilmistir.

Bu ornekte de goriildiigii gibi EDD kurali zamana-bagli
O6grenme etkili ¢izelgelemede optimal ¢oziimii garanti
etmemektedir. Ele alinan problemi 6zel durumda polinom
zamanda c¢ozen iki teorem verilecektir. Ayrica tim
durumlarda optimal ¢oziimii bulmak icin kullanabilecek
dogrusal-olmayan programlama modeli takip eden bdliimde
verilecektir.

Teorem: Tek makineli zamana-bagiml ¢izelgeleme
probleminde tiim islerin,
i. teslim tarihi ayni ise maksimum gecikme
optimal olarak SPT kurali ile,
ii. islem zamanlar1 ayn1 ise maksimum gecikme
optimal olarak EDD kurali ile bulunur.

Ispat: Bu teoremin ispati igin bitisik is ciftlerinin
yerdegistirmesi yontemi kullanilacaktir. S, ¢izelgesi
is siralamasi (ﬂl,Jh,Ji,Jj,ﬂ'z) Burada 7, r-2 ve

ondan Onceki pozisyondaki iglerin siralamasm Jy,

Tablo 4. Sayisal 6rnegin tiim alternatif sonuglari

T. Eren

Tablo 5. Optimal ¢6ziim sonucu

j 1 4 2 3
Pj 5 12 8 9
dj 15 11 12 14
C 5.00 9.90 11.78 13.55
L 0 0 0 0
Ji ve Jj ise swrasyla r-1, r ve r+l. pozisyondaki
isleri, 7, ise r+2 ve ondan sonraki pozisyondaki

islerin siralamasini gostermektedir. S, ¢izelgesinin
S, scizelgesinden farki i ve j isleri yer degistirmistir
ve siralama (7[1 s JInsdjsdis 72'2) seklindedir. Isin r.

pozisyondaki tamamlanma zamani ve gecikmesi

r-1 a
C,=C,, +[1+ > p[k]J P, ve
k=1

r-1 a
Lr=Cr—dr:Cr_l+(l+Zp[k]j p, —d, dir.

k=1
n
« =maxL, dir.
r=1
i. Islerin teslim tarihleri birbirine esit
di :d] :d ve pi < p] dlr

Maksimum gecikme ise L,

S, cizelgesindeki i. ve j. islerin gecikmeleri denklem
(1) ve (2) de S, gizelgesindeki j ve i. ve islerin
gecikmeleri ise denklem (3) ve (4) de verilmistir.

L;(S;)=C;(S,)-d
~Cy(si)e 1+
Lj(S)=C;(S)-
+p[l+2p j

_ 1t
2) )
d

: 2
(14' pi + z p[k]j

Alternatif ~ Siralama Lmax degeri (sa) Alternatif ~ Siralama Lmax degeri (sa)
1 1-2-3-4 2.17 13 3-1-2-4 4.15
2 1-2-4-3 0.47 14 3-1-4-2 3.22
3 1-3-2-4 2.24 15 3-2-1-4 421
4 1-3-4-2 1.31 16 3-2-4-1 3.36
5 1-4-2-3 0.00 17 3-4-1-2 3.40
6 1-4-3-2 1.56 18 3-4-2-1 2.50
7 2-1-3-4 3.57 19 4-1-2-3 3.27
8 2-1-4-3 1.87 20 4-1-3-2 5.05
9 2-3-1-4 3.68 21 4-2-1-3 3.07
10 2-3-4-1 2.83 22 4-2-3-1 2.22
11 2-4-1-3 1.00 23 4-3-1-2 5.10
12 2-4-3-1 1.00 24 4-3-2-1 4.20
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L;(S,)=C;(S,)-d;

r-1 a
:Ch(82)+ pj(1+k21p[k]] -d
Li(S2)=Ci(S,)-d; =Cy(S,)

3)

r-I a r-1 a 4
=1 =1

Denklem (1) ve (2)’den L;(S;)>L;(S,) dir. Ciinkii

r-1 a
p,—(1+ i+ 2 p[k]J >0
k=1
Denklem (3) ve (4)’den ise L;(S;)>L;(S;) dir.
. . r_l a
Cunku p|[1+ pj+zp[k]) >0
k=1
Denklem (1) den Denklem (3) ¢ikarildiginda
r-1 a
Li(S)-L;(Sy) =(p; - pj{n 3 p[k]] <0 ifadesi
k=1
bulunur.  Ciinki

L;(S,) > Li(S;) dir.
Denklem (1) den Denklem (4) ¢ikarildiginda ise,

r-1 a
Li(sl)_Li(Sz):(pi - pj{l"'ki“lp[k]j

oldugundan dolay1

Pi < Pp;j

dir. Ciinkii
r-1 a

_pl(l+pj+kzp[k]J <0
=1

pi < pj oldugundan dolay1 L;(S,) > L;(S;)

r-1 a
Li(S)-Li(Sy) = pi(1+k2 p[k]j
-1

r-1 a r-1

+ p,—(l+ Pi +k§ p[k]J - p,—(l+k21p[k]]
r-1 a

- pi(l"' Pj +kZ p[k]j
-1

r-1 a
Li(S) - Li(S,) = (pi - p,—(l+k2 p[k]j
1
r-1 a r-1 a
+ pj(1+ Pi +k21|0[k]j - pi(1+ Pj +k21p[k]J
L;(8) - Li(S2) = (pi = py JxF + py (py + X

- pi(pj + X)a
Li(S)-Li(Sy)

Pi
—(pj”)a
r=1
Lj(sl)_Li(Sz):(pj _pi)+ pi(1+ pj)a
—pj(t+p)
r=2

=(1=2)xf + A(p; + x}
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r-1 a
Lj(sl)_Li(Sz):(pj - pi(HZ p[k]]
k=1
r-1 a r-1 a
+ pi(l"' pj+ 2 p[k]] - pj(1+ Pi + 2 p[k])
k=1 k=1
Durum1. r=1
A=p;/p; esitligi tekrar yazarsak,

Ly =il p )= pili= 1+ 20,

t=p; >0 yazilr ve A=p;/p;21 oldugundan
dolay1

L -L; :lt(l—(1+t)a)— pi(l—(1+/1t)a)20 (bknz.
[8D).

Sonug olarak p; < p; sirastyla elde edilir.

Durum2. r>2

x=1+£21p[k]

Ly S)-Li(82) =(p; —pi 4 i (p; +x)°
- pj(pi +x)°?

LiSD-LiSy) LN
BB (o )12

J
x@

a
ol
X

r-1
X=1+) Pi] >0 oldugu bilenmektedir. 2=p;/p;
k=1

yazilirsa

Lj(Sl)_Li(SZ)_ﬂ 1o (4P )
—Xa = 4P; X

)

t=1p;/x>0 yazilr ve A=p;/p; 21 oldugundan
dolay1
L; (S -Li(S2)
x@ (bknz. [8]).
=p [/1(1—(1+t)a)—(1—(1+/1t)a)]2O
Sonug olarak L;(S;) = L;(S,) dir.
Linax ($1) < Linax (S2)
maxiL; (S, ) L; (S, )f < max{L;(S, ). L;(S, )
L; (Sl)< L; (Sz) SPT kurali ile optimal siralama
bulunur.

ii. Islerin islem zamanlar1 birbirine esit
pi = pj =p ve di de dir.
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S, cizelgesindeki i. ve j. islerin gecikmeleri denklem
(5) ve (6) de S, ¢izelgesindeki j ve i. ve islerin
gecikmeleri ise denklem (7) ve (8) de verilmistir.

Li(S;)=C;(S;)-d,

(%)
=Cy(S))+ p(1+ p(r-1)* —d
Lj(Sl):Cj(Sl)_dj:Ch(Sl)
. a (6)
+p(+ p(r=1)* + p(1+pr)* —d;
Lj(sz):Cj(Sz)_dj
a (7
=Cp(S)+ p(i+ p(r-n)* -
Li(S5) =Ci(S,)-d; =Cp(S,) ®

+p(1+p(r=0)* +p(1+pr)* -
Denklem (8)’dan Denklem (7) ¢ikarilirsa,
Li(S,)—L;(Sy) = p(l+pr)* +d; —d; >0

pl+pr) >0 ve d;< d; oldugundan dolay:
Li(S;) > Lj(S,) dir.

Denklem (7)’dan Denklem (5) ¢ikarilirsa,
L;(S))-Li(S))=d;-d; <0
Li(S;) > Lj(S,) dir

Denklem (8)’dan Denklem (5) ¢ikarilirsa,
Li(S,)—Li(S;) = p(1+ pr)* >0 oldugundan dolay
L (S,) > Li(S;) dir.

Denklem (7)’den Denklem (6) ¢ikarilirsa,
Lj(S;)~L;(S)=~p(l+pn)* <0

dolay1 L;(S,) > L;(S,)

Denklem (8)’den Denklem (6) ¢ikarilirsa,
Li(S,)-Lj(S;)=d;—d; >0 olduundan dolay1
Li(Sy) > L;(S;) dir.

Limas (1) < Linax (S5)

max{'—i (51 )» L; (51 )}< max{Li (52 )» L; (52 )}

L; (S1 ) <L (82) EDD kurali ile optimal siralama

oldugundan

oldugundan

bulunur.

3. MATEMATIKSEL MODEL (MATHEMATICAL
MODEL)

3.1. Parametreler (Parameters):

i Is say1s1 j=12,..,n
pj: j isinin iglem zamani j=12,...,n
d it j isinin teslim tarihi j=12,...,n

a: 6grenme indeksi
3.2. Karar degiskeni (Decision variable):
sirada islem gormek igin

Zj: Eger j isi r.

cizelgelenmisse 1, aksi halde 0,

Gazi Univ. Miih. Mim. Fak. Der. Cilt 23, No 2, 2008
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j=12,..,n r=12,...,n

3.3. Dogrusal-olmayan matematiksel model (A Non-
linear Mathematical Programming Model):

Amag fonksiyonu:
Min Lmax
Kasitlar:
ZZ r=1.2,.,n (1)
j=1
4 -
Z j=12,...,n )
p[r szr p] r=12,..,n 3)
diy = szrdj r=12,.,n 4)
j=1

r-1
Cr 2Cpy + pp(1+ Zl PLjp”
J:

r=12,...,n 5)
Lok = —d[ ] r=12,..,n 6)
Zj:0-1, C, =0ve diger tim degiskenler pozitif
tamsay1

Kisit (1), r. pozisyona sadece bir tek isin atanmasini,
Kisit (2), her bir isin sadece bir kez ¢izelgelenmesini
ifade etmektedir. Kisit (3) ve Kisit (4) sirasiyla r.
pozisyondaki isin islem zamani ve teslim tarihini
gostermektedir. Kisit (5), r. pozisyondaki isin
tamamlanma zamaninin bir dnceki igin tamamlanma
zamant ve I. pozisyondaki isin islem zamanindan
biiyiik veya esit olmasin1 gostermektedir. Maksimum
gecikmenin r. pozisyondaki isin gecikmesinin
tamamlanma zamani ve teslim tarihi arasindaki
farktan biiyiikk veya esit oldugunu da Kisit (6)
tanimlamaktadir.

4. DENEYSEL SONUCLAR (EXPERIMENTAL
RESULTS)

Calismada biitlin deneysel testler Pentium 1V/2 GHz
512 RAM Kkapasiteli kisisel bilgisayarla yapilmustir.
Ele alinan problemin optimal ¢éziimlerini bulmak igin
CPLEX 10 yazilim versiyonu kullanilmstir. s
sayilart 8 ile 14 arasinda toplam yedi farkli durumda
¢Oziilmiistiir. Islem zamanlar ( p;) 1 ile 100, teslim

tarihleri (dj) ise 0 ile C,,,

dagilimdan {iretilmistir. Buradaki C

arasinda diizgilin
iglerin SPT

kurali ile siralandigindaki maksimum tamamlanma
zamanini ifade etmektedir. Ogrenme indeksi ise Kuo
ve Yang [8] 1n ¢alismasinda kullandigi -0.50 yaninda
-0.40 ve -0.60 icinde coziimler bulunmustur. Her
alternatif icin 30 problem olmak iizere toplam 630
problem ¢oziilmiistiir. Deney seti toplu olarak Tablo
6’da verilmistir.

max >
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Tablo 6. Deney seti
Parametre Alternatif sayisi Deger
Is say1s1, n 7 8,9,10,11,12,13,14
Islem zamam, p; 1 ~U[1,100]
Teslim tarihi, d i 1 ~u[o, CmX ]
Ogrenme indeksi, a 3 -0.40, -0.50, -0.60
Coziilen problem sayisi 30
Toplam ¢dziilen problem 7x1x1x3x30=630
Tablo 7. Deney setinin CPU ¢6ziim sonuglari (saniye)
a n ortalama maksimum minimum standart sapma
-0.40 8 7.27 3.18 12.55 3.34
9 19.04 11.08 28.88 5.43
10 87.69 45.36 124.08 26.54
11 165.17 105.14 208.10 28.34
12 842.87 364.32 1352.16 308.93
13 3798.05 2556.23 5296.86 835.27
14 28930.77 11334.85 45106.68 11071.39
-0.50 8 7.24 1.62 12.32 3.41
9 18.26 8.73 27.93 5.87
10 75.12 35.78 118.67 26.74
11 117.26 76.11 177.90 30.52
12 867.78 271.37 1485.70 403.24
13 4050.66 2137.56 5690.60 1033.68
14 26034.31 8269.47 46498.28 10788.74
-0.60 8 7.92 1.41 13.12 3.62
9 19.14 7.80 28.66 7.32
10 90.79 35.57 134.57 32.34
11 162.36 92.32 224.31 42.78
12 1086.53 408.77 1555.73 359.01
13 3908.18 2034.85 5625.27 1223.07
14 31511.95 9034.86 50849.36 11654.31
Problemin ancak 14 ise kadar makul bir zamanda =~ KAYNAKLAR (REFERENCES)

optimal olarak ¢o6ziildiigli Tablo 7°de goriilmektedir. 14
isli bir problem i¢in ¢oziim siiresi 6grenme indeksi
a=-0.60 i¢in yaklasik 9 saattir. Problemin farkli
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5. SONUCLAR (CONCLUSIONS)
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makineli  ¢izelgeleme probleminde maksimum
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