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ÖZET 
 
Öğrenme etkisinin dikkate alındığı çalışmalar yöneylem araştırmasının pek çok farklı alanında yaygın olarak 
incelenmiştir. Ancak üretim çizelgelemede bu konuda yapılmış çalışma sayısı oldukça azdır. Yapılmış çalışmalar 
da tek ve paralel makinalarla sınırlı olup, çok makinalı akış tipi durum için yapılmış bir çalışma 
bulunmamaktadır. Biz bu çalışmada iki makinalı akış tipi çizelgelemede öğrenme etkisini analiz ederken 
performans ölçütü olarak da akış zamanını dikkate aldık. Problemin çözümü için nn 32 +  değişken ve n4  kısıta 
sahip bir tamsayılı programlama modeli önerdik. Önerilen model ile iş sayısı 54’e kadar olan problemin 
çözümlerini gerçekleştirdik. 
 
Anahtar Kelimeler: Çizelgeleme, akış zamanı, akış tipi, öğrenme etkisi, tamsayılı programlama. 
 
 

MINIMIZING MEAN FLOW TIME IN A FLOWSHOP SCHEDULING 
WITH LEARNING EFFECT 

 
ABSTRACT 

 
The phenomenon of the learning effect has been extensively studied in many different areas of operational 
research. However, there have been very few studies in the general context of production scheduling. These 
studies were about on one and parallel machines but there has never been investigated in multi-machine 
flowshop scheduling settings. We focus in this paper on flowtime minimization with learning effect on a two-
machine flowshop case. To solve this problem, we formulate an integer programming model with nn 32 +  
variables and n4  constraints where n is the number of jobs. We show that the integer programming model is 
effective in solving problems with up to 54 jobs. 
 
Keywords: Scheduling, flowtime, flowshop, learning effect, integer programming. 
 
1. GİRİŞ 
 
Pek çok üretim tesisinde, üretim birimi (işçi veya 
makina) tarafından aynı veya benzer faaliyetlerin 
sürekli tekrarlanması sonucu üretim işleminde 
gelişme kaydedilir. Böylece bir ürün sıralamada ne 
kadar geç çizelgelenirse üretim zamanı o kadar kısalır. 
Bu olgu literatürde öğrenme etkisi olarak bilinmekte 
olup yöneylem araştırmasının pek çok alanında bu 
konuda yapılmış çok çalışma vardır [1-2]. Ancak 
çizelgelemenin genel içeriğinde öğrenme etkisi 
üzerinde yapılan çalışmalar son birkaç yıla dayanır 
[3-8]. Öğrenme etkisi, öğrenme eğrisi ile tanımla-
nabilir. Öğrenme eğrisi, aynı işin tekrarlanmasının bir 

fonksiyonu olarak performansının gelişim grafiğidir. 
Öğrenme eğrisi ilk kez Wright [9] tarafından 
tanımlanmıştır. Wright [9] uçakların üretiminde 
üretilen uçak sayısı artarken direk işçilik 
maliyetlerinde nasıl bir azalma olduğunu tespit 
etmiştir. Bu gözlem ve gelişme oranı, bir çok uçak 
imalatçısı tarafından tutarlı ve doğru kabul edilmiştir. 
Heizer ve Render [10], işgücü tahmininde, maliyet ve 
bütçe hesaplarında, dışarıdan satın alamalarda, şirket 
performansının stratejik gelişiminin tespiti vb. bir çok 
uygulamalarda öğrenme eğrilerinin yararlı olduğunu 
ifade etmişlerdir. Araştırmacılar ayrıca, farklı 
organizasyonlarda farklı ürünlerin, farklı öğrenme 
eğrilerine sahip olduklarını ve yönetim kalitesine ile 
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ürün prosesinin potansiyeline bağlı olarak öğrenme 
oranlarının değiştiğini göstermişlerdir. Heizer ve 
Render [10], 1920 ve 1955 yılları arasında çelik 
endüstrisini örnek göstererek bu endüstride kümülatif 
üretimin bir önceki üretime göre iki kat arttığında 
birim ürün işçilik saatlerinde %79’luk bir azalma 
olduğunu göstermişlerdir. 
 
Öğrenme etkisi çizelgelemede ilk kez Biskup [3] 
tarafından incelenmiştir. Biskup, bir kalemin 
üretiminin tekrar sayısının bir fonksiyonu olarak 
üretim zamanındaki azalma yansımasını öğrenme 
prosesi olarak kabul etmiştir. Biskup [3], tek makinalı 
problemler üzerinde çalışmış ve akış zamanlarının 
enküçüklenmesini ve ortak teslim tarihinden 
tamamlanma zamanlarının sapmalarının ağırlıklı 
toplamının enküçüklenmesini amaç fonksiyonları 
olarak ele almıştır. Her iki problem için polinom 
zamanlı çözümler sunmuştur. Cheng ve Wang [4], 
öğrenme etkili tek makinalı çizelgelemede maksimum 
gecikme ( maxL ) ölçütünün enküçüklenmesi 
problemini göz önüne almışlardır. Araştırmacılar 
öğrenme etkisini modellemek için üretim hacmine 
bağlı parçalı doğrusal işlem zamanı fonksiyonu 
kullanmışlardır. Bu problemin NP-zor problem 
olduğunu göstererek problemin polinom zamanda 
çözülebilir iki durumunu göstermişlerdir. Ayrıca 
problem için iki sezgisel yaklaşım önererek en kötü 
durum performansını da analiz etmişlerdir. Moshiev 
[5], klasik amaç fonksiyonlu bir çok problemler 
üzerinde (örneğin tek makinada maksimum 
tamamalanma zamanının enküçüklenmesi) çalışmış 
ve bu problemlerin bazıları için polinom zamanlı 
çözümler elde ederken klasik bazı çözümlerin 
öğrenme etkili durumda bazı problemler için iyi 
çözümleri garanti etmediğini göstermişlerdir. 
Mosheiov [6]’in yaptığı diğer bir çalışmada ise paralel 
özdeş makinalarda akış zamanının enküçüklenmesi 
problemidir. Öğrenme etkili bu problemin çözümü 
polinom zamanda gerçekleştirilmiş olsa da gereken 
hesaplama zamanı problemin klasik yapısını çözmek 
için gereken çabadan çok daha fazla olduğu 
gösterilmiştir. Paralel iki makinalı durum için 
çözümün ( )4nO  zamanda sağladığı (n iş sayısını 
göstermek üzere) ve makina sayısı arttıkça hesaplama 
çabasının daha da artacağı belirtilmiştir. Eren ve 
Güner [7] ise tek makinalı sistemlerde işlerin geliş 
zamanları sıfırdan farklı olduğunda toplam akış 
zamanını enküçüklemek için bir matematiksel 
programlama yaklaşımı önermişlerdir. Bu çalışmada 
öğrenme etkisinin işe-bağımlı olduğu durum dikkate 
alınmıştır. Mosheiov ve Sidney [8] tarafından yapılan 
çalışmada ise tek makinada maksimum tamamlanma 
zamanı ve toplam akış zamanının enküçüklenmesi 
problemleri ve teslim tarihi atama problemi 
incelenmiştir. Çalışmada ayrıca paralel makinalı 
durum için toplam akış zamanının enküçüklendiği 
problemler üzerinde durulmuştur. İncelenen tüm bu 
problemlerde öğrenme eğrisinin işe-bağımlı olduğu 
durumlar için geçerlidir. 

Öğrenme etkisine göre j işi i. makinanın r. 
pozisyonunda çizelgeleniyor ise bu işin işlem zamanı 

jirp  olarak kabul edilir. Bu taktirde; 
a

jijir rpp =  
olarak ifade edilir. Burada jip : j işi i makinasında 
birinci pozisyonda yer aldığında işlem zamanı, 0≤a  
olan öğrenme indeksi sabitidir ve öğrenme oranının 
iki tabanına göre logaritması olarak verilir. 
Sıralamaya göre farklı işlerin makinalardaki işlem 
zamanları matrisi Tablo 1’de verilmiştir. 
 

Tablo 1. İki makinalı akış tipi çizelgelemede 
makinalardaki işler için işlem zamanları matrisi 

a
jijir rpp = 1=r 2=r  3=r  ... nr =  

a
iir rpp 11 =  ip1  a

ip 21  a
ip 31  ... a

inp1  
a

iir rpp 22 = ip2  a
ip 22  a

ip 32  ... a
inp2

... ... ... ... ... ... 
a

ninir rpp = nip  a
nip 2  a

nip 3  ... a
ninp

 
Birinci makinada ilk sıraya atanan iş işlenmekte daha 
sonra ikinci sıradaki iş öğrenme indeksi dikkate 
alınarak işlenmektedir. Aynı durum ikinci makinada 
da tekrarlanmaktadır. Herhangi r. pozisyonda, i. 
makinada yer alan j işinin öğrenme etkisi, bu işin 
işlem zamanına, öğrenme indeksine ve bu j işinden 
önce işlem gören işlerin sayısına bağlı olduğuna 
dikkat etmek gerekir [4]. 
 
Akış tipi çizelgelemede ortalama akış zamanının ( )F  
enküçüklenmesi problemi önemlidir. Çünkü bu 
ölçütün enküçüklenmesi ile sipariş çevrim hızı artar 
ve yeni siparişlerin daha erken alınması mümkün olur. 
Ayrıca yarı ürün stokların azaltılmasını olanak sağlar.  
 
İki makinalı akış tipi çizelgelemede, öğrenme etkisi 
olmadığı durumda ortalama akış zamanının 
enküçüklenmesi problemi NP-zor bir problemdir 
[11-12]. Öğrenme etkisi olması bu problemin 
zorluğunu daha da artıracaktır. 
 
Bu çalışmada, iki makinalı akış tipi çizelgeleme için 
öğrenme etkisi dikkate alınmıştır. Göz önüne alınan 
performans ölçütü ise, literatürüde sıkça kullanılan 
ortalama akış zamanı ( )F  ölçütüdür. Çalışmanın 
ikinci bölümünde, önerilen tamsayılı programlama 
modelinin varsayımları, notasyonları ve formülasyonu 
verilerek örnek bir problem üzerinde açıklanacaktır. 
Üçüncü bölümde, örnek problem seti üzerinde 
önerilen modelin deneysel sonuçları verilecektir. Son 
bölümde ise yapılan çalışmanın sonuçları 
değerlendirilecektir. 
 
2. PROBLEMİN FORMÜLASYONU, 

NOTASYONLAR VE VARSAYIMLAR 
 
Atölyeye gelen n iş sıfırıncı zamanda işlem için 
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hazırdır. Bu işler önce birinci makinada ( 1M ) sonra 
ikinci makinada ( 2M ) işlem görecektir. jip ; j işinin i 
makinasındaki işlem zamanını göstermektedir 
( nj ,...,2,1= ; )2,1=i . Yani bu iş çizelgede birinci 
sırada çizelgelenirse j işinin işlem zamanıdır (hangi 
makinada olursa olsun). Daha önce de açıklandığı gibi 
bir işin işlem zamanı sıradaki pozisyonun bir 
fonksiyonu olarak azalır. Biskup ve Mosheiov’in 
çalışmalarında verildiği gibi j işinin i makinasındaki 
gerçekleşen işlem zamanı eğer r. pozisyonda 
çizelgelenmiş ise a

jijir rpp =  olarak verilir 
( nrj ,...,2,1, = ; )2,1=i . Burada 0≤a  olan sabit bir 
öğrenme indeksidir. İncelenen amaç, ortalama akış 
zamanının enküçüklenmesidir. ÖE, öğrenme etkisini 
göstermekte olup bu çalışmada dikkate alınan 
problem; n işli iki makinalı akış tipi çizelgelemede 
öğrenme etkili ortalama akış zamanının enküçük-
lenmesi problemidir. Bu problem; FÖEn //2/  olarak 
ifade edilebilir (burada n iş sayısını, 2 makina 
sayısını, ÖE öğrenme etkisi olduğunu ve F  da amaç 
fonksiyonunu göstermektedir (bu gösterim çizelge-
leme literatüründeki gösterimle uyumludur). 
 
Çalışmada kullanılan diğer varsayımlar şöyledir: 
Makina hazırlık zamanları önceden bilinmekte olup 
işlem zamanına dahil edilmiştir. İş kesintisine izin 
verilmeyip başlanan iş makinada tamamlanmadan 
başka bir iş başlayamaz. Makinaların çizelgeleme 
periyodu süresince sürekli çalıştığı varsayılmaktadır. 
Ayrıca bir makinada aynı anda tek iş 
yapılabilmektedir. Önerilen model nn 32 +  değişkene 
ve n4  kısıta sahiptir. Modelde kullanılan 
parametreler ve değişkenler aşağıda verilmektedir. 
 
Parametreler: 
i  makina sayısı i=1, 2 
j  iş sayısı  j=1, 2,..., n. 
ra r. pozisyona bağlı öğrenme indeksi, 
    r=1, 2,..., n. 
pjir  i. makinada j işinin r. pozisyonda işlem zamanı,  
    j=1, 2,..., n  
    i=1,2 
 
Karar değişkenleri: 

jrZ  




dd0
ise  pozisyonda r., j1

  j=1,2,...,n; r=1,2,...,n,  

rX  ikinci makinada (r-1). pozisyondaki işin 
tamamlanması ile r. pozisyondaki işin 
başlaması arasında geçen boş zaman, r=1,2,...,n 

rY  r. pozisyondaki işin birinci makinada 
tamamlanması ve ikinci makinada işlemin 
başlaması arasında geçen zaman dilimi, 
r=1,2,...,n 

rS  r. pozisyondaki işin birinci makinadaki 
başlama zamanı, r=1,2,...,n. 

 
 

Yardımcı değişkenler 
rA  Birinci makinada r. pozisyondaki işin 

(öğrenme etkili) işlem zamanı  

1
1

j
n

j
jr

a
r pZrA ∑

=
=   r=1, 2,..., n. 

rB  İkinci makinada r. pozisyondaki işin (öğrenme 
etkili) işlem zamanı  

2
1

j
n

j
jr

a
r pZrB ∑

=
=   r=1, 2,..., n 

rF  İkinci makinada r. pozisyondaki işin 
tamamlanma zamanı 

∑∑
==

+=
r

j
j

r

j
jr BXF

11
 r=1, 2,..., n 

veya 
111 BXF +=  

ve 
rrrr BXFF ++= −1  r=2, 3,..., n 

F  Ortalama akış zamanı 

∑
=

=
n

r
rF

n
F

1

1  

 
2.1. Tamsayılı Programlama Modeli 
 
İki makinalı akış tipi çizelgeleme probleminin 
öğrenme etkisini dikkate alan, ve ortalama akış 
zamanını enküçükleyen model aşağıda verilmiştir. 
Chou ve Lee [13]’nin modeli öğrenme etkisine 
uyarlanmıştır. Chou ve Lee [13]’nin modeli klasik iki 
ölçütlü iki makinalı akış tipi çizelgeleme problemi 
için verilmiştir. Yaptıkları çalışmada kullanılan 
ölçütler toplam akış zamanını ve maksimum 
tamamlanma zamanının enküçüklenmesidir. Bu 
modelde ise amaç fonksiyonu olarak ortalama akış 
zamanı alınırken işlem zamanlarıda öğrenme etkili 
olarak dikkate alınmış ve yardımcı değişkenler ( rA  
ve rB ) yeniden belirlenmiştir. 
 
Amaç fonksiyonu: 

F   Min  (1) 
 
Kısıtlar: 

∑
=

=
n

j
jrZ

1
1  r=1, 2,..., n. (2) 

∑
=

=
n

r
jrZ

1
1  i=1, 2,..., n. (3) 

11 −− +≥ rrr ASS  r=2, 3,..., n. (4) 

1

1111 ;

−−++=
++=

rrrrr FYASX
YASX

 r=2, 3,..., n. (5) 

 
Kısıt (2); r. iş önceliğinde sadece bir tek iş 
çizelgelenmesini kısıt (3); her bir iş sadece bir kez 
çizelgelenmesini ifade etmektedir. Kısıt (4); birinci 
makinedeki r. pozisyondaki işin işleme başlama 
zamanı önceki işlerin bitiş zamanından büyük veya 
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eşit olma durumunu göstermektedir. Kısıt (5); (r-1). 
işin ikinci makina tamamlanması ile r. işin ikinci 
makinada başlaması arasındaki boş zamanı 
göstermektedir (Şekil 1).  
 
Örnek uygulama 
 
Önerilen matematiksel model 4 işli 2 makinalı akış 
tipi bir problem için denenmiştir. Veriler Tablo 2’de 
gösterilmiştir. Amaç fonksiyonu ortalama akış 
zamanını, öğrenme eğrisi % 80 ( )322.0−=a  için 
enküçükleyecek eniyi değeri ve sıralamayı bulmaktır. 
 

Tablo 2. Problem verileri 
i 1ip  2ip  
1 11 13 
2 9 10 
3 10 12 
4 13 9 

 
İşlem zamanlarının 1. ve 2. makinada pozisyonlara 
göre atamaları Tablo 3 ve Tablo 4’de verilmiştir.  
 
Problem önerilen model kullanılarak öğrenme etkisi 
dikkate alındığında ortalama akış zamanı 99.30=F  

ve sıralama 2-4-3-1 dir. Problem öğrenme etkisiz 
durumda çözüldüğünde ise 50.36=F  ve sıralama 2-
3-4-1 olarak bulunmuştur.  
 
3. DENEYSEL SONUÇLAR 
 
Problemleri çözmek için Hyper LINDO / PC 6.01 
kullanılmıştır [14]. Bütün deneysel testler Pentium 4, 
2 Ghz 512 RAM kapasiteli kişisel bilgisayarda 
yapılmıştır. İşlem zamanları Chou ve Lee [13]’deki 
gibi 1 ile 10 arasında düzgün dağılımdan üretilmiştir. 
Öğrenme eğrisi % 80 ( )322.0−=a  olarak alınmıştır. 
İzin verilen iterasyon sayısı 1000000’dur. Her bir iş 
grubu için 10 test problemi olmak üzere toplam 

1801810 =×  problem çözülmüştür. Örnek 
problemlerin iş sayısına göre ortalama çözüm 
zamanları Tablo 5’de verilmiştir.  
 
Tablo 5’de görüldüğü gibi iş sayısı arttıkça çözüm 
zamanı da artmaktadır. İş sayısı 21’e kadar bütün 
problemler çözülmüştür. 24 ile 36 arasında 9, 39 ile 
45 arasında 8, 48 de 7, 51 iş için 6 ve 54 iş de ise 5 
problem çözülmüştür. Modelin çözümünde ortalama 
CPU zamanlarına göre iş sayısı grafik olarak Şekil 
2’de gösterilmiştir. 

S2 Sn Sn-1 

M1 

M2 

A1 A2 An 

Bn-1 Bn 

Y1 Y2 Yn-1 Yn 

F1 F2 Fn-1 Fn 

X1 X2 B1 B2 

........

......... 

An-1 

Şekil 1. (5) nolu kısıtın Gantt şeması

Tablo 3. Örnek problemdeki 1. makina için işlem zamanları matrisi 
a

jrj rpp 11 =  1=r  2=r  3=r  4=r  

rp11  1111 =p  8.82 322.0
11 =−p  72.73 322.0

11 =−p 04.74 322.0
11 =−p  

rp21  921 =p  2.72 322.0
21 =−p  32.63 322.0

21 =−p 76.54 322.0
21 =−p  

rp31  1031 =p  0.82 322.0
31 =−p  02.73 322.0

31 =−p 40.64 322.0
31 =−p  

rp41  1341 =p  4.102 322.0
41 =−p 13.93 322.0

41 =−p 32.84 322.0
41 =−p  

Tablo 4. Örnek problemdeki 2. makina için işlem zamanları matrisi 
a

jrj rpp 22 =  1=r  2=r  3=r  4=r  

rp12  1312 =p  4.102 322.0
12 =−p 13.93 322.0

12 =−p 32.84 322.0
12 =−p  

rp22  1022 =p  0.82 322.0
22 =−p 02.73 322.0

22 =−p 40.64 322.0
22 =−p  

rp32  1232 =p  6.92 322.0
32 =−p 42.83 322.0

32 =−p 68.74 322.0
32 =−p  

rp42  942 =p  2.72 322.0
42 =−p 32.63 322.0

42 =−p 76.54 322.0
42 =−p  
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4. SONUÇ 
 
Bu çalışmada öğrenme etkili iki makinalı akış tipi 
çizelgelemede ortalama akış zamanının 
enküçüklenmesi problemi dikkate alınmıştır. Bu 
problem daha önce literatürde incelenmemiştir. 
İncelenen problem NP-zor problem olup, eniyi 
çözümünü bulmak için tamsayılı programlama modeli 
geliştirilmiştir. Model çözümleri Hyper LINDO / PC 
6.01 kullanılarak iş sayısı 3 den başlamak üzere üçer 
üçer artarak 54 işe kadar çözülmüştür. 54 işli 
problemde ortalama 14.2 saniyede çözülmüştür.  
 
Modelin iş sayısı 54’e kadar olan problemlerin 
çözümünde etkin olduğu görülmüştür. Bu model, 
daha büyük boyutlu problemlerin çözümünde kulla-
nılabilecek sezgisel yaklaşımların performanslarının 
test edilmesinde yararlı olacağı düşünülmektedir.  
 
Akış tipi çizelgeleme problemlerinde öğrenme etkisi 
ortalama akış zamanı dışındaki diğer performans 
ölçütleri içinde dikkate alınabilir. Ayrıca ikiden fazla 
makinanın bulunduğu akış tipi ortamlar içinde bu 
çalışmanın bir başlangıç noktası sağlayacağı 
düşünülmektedir. 
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