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OZET

IKI PERTYODIK FIBONACCI KUATERNIYONLARI

ULUYOL, Sevgi
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans tezi
Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Semih YILMAZ

Agustos 2019, 44 sayfa

Bu caligmada gerekli temel tanimlar verildikten sonra, iki periyodik Fibonacci ve
Lucas kuaterniyon dizileri tanitilmistir. Daha sonra iki periyodik Fibonacci ve Lucas
kuaterniyon dizilerinin iirete¢ fonksiyonlar1 ve genel terimini igeren formiilleri elde
edilmistir. Ayrica bu formiiller yardimiyla Iki periyodik Fibonacci ve Lucas

kuaterniyon dizilerinin baz1 6zellikleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Fibonacci Kuaterniyon Dizileri, Lucas Kuaterniyon Dizileri.



ABSTRACT

BI-PERIODIC FIBONACCI QUATERNIONS

ULUYOL, Sevgi
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Master's thesis
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Semih YILMAZ

August 2019, 44 pages

In this study, after giving the necessary basic definitions, bi-periodic Fibonacci and
Lucas quaternion sequences were introduced. Then the generating function of bi-
periodic Fibonacci and Lucas quaternion sequences and the formulas that include the
general term were obtained. Also by using these formulas some properties of bi-

periodic Fibonacci and Lucas quaternion sequences were investigated.

Key Words: Fibonacci Quaternion Sequences, Lucas Quaternion Sequences.
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1. GIRIS

Stirekli artan, bliyiiyen, gelisen ¢cogu olay1r matematiksel yonden incelemek i¢in en
uygun arag, yiizyillardir Fibonacci say1 dizisi olmustur. Bir rekiirans formiiliiyle elde
edilen bu tamsay dizisinin terimleri, ardigik terimlerinin oranlarinin yakinsadigi altin
oran sayis1 ve dizinin reel, kompleks vb. genellemeleri giiniimiizde bir¢ok bilim

dalinda bilhassa fen bilimlerinde kullanilmaktadir.

Irlandali matematik¢i William Rowan Hamilton 1843 yilinda kompleks sayilari ii¢
boyutlu uzaya tasimak i¢in ¢alisma baslatmistir; bu ¢alismada ilk olarak bir reel iki
sanal bilesene sahip a + bt + ¢j seklinde bir cebirsel yap: kurmaya ¢alismis ancak

bunun miimkiin olamayacagini gorerek bir sanal bilesen daha ekleyerek

a+ bl +cj +dk

seklinde bir cebirsel yapt kurmayr basarmuigtir. Kuaterniyon ismi verilen bu

elemanlarla kurulan cebirsel yapiya Kuaterniyonlar Cebri veya kisaca Kuaterniyonlar

denmigtir. Bu sekilde tanimlanan kuaterniyonlar, reel kisim ile b7+ cj + dk
seklindeki sanal kismin olusturdugu bir yapr da olsa, sanal kisim tek basina bazi
uygulamalarda kolayca kullanilip yeterli geldigi goriilerek, vektdr cebri
olusturulmustur. Ilk olarak, iinlii fizik¢i Maxwell’in ¢alismalarinda kullandig
kuaterniyonlarin basitlestirilmis bir sekli, elektromanyetizma gibi birgok fiziksel

calismada arag olarak kullanilmstir.

Heleman Ferguson’un 1978‘deki caligmasi gibi bir¢ok ¢alisma Fibonacci dizisinin
diger fen bilimleri gibi parcacik fiziginde de dnemini gostermektedir. Ayrica her ne
kadar daha sik olarak vektor cebri kullanilsa da ¢ogu fiziksel problemlerin kuaterniyon
cebriyle baglantist yadsinamaz. Dolayisiyla Fibonacci Kuaterniyonlarin  ve

genellemelerinin bu konuda bazi problemlere 151k tutmasi ongoriilebilir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Rekiirans Dizileri:

Her n > k ve sabita; (0 <j < k — 1) katsayilari i¢in

Up = Ag_qUn-1 t AQgpUn_ + =+ A Up_g+1 T Aolpn—g (2.1)

esitligini saglayan (u,,) dizisine k. dereceden homojen lineer rekiirans dizi denir. (2.1)
esitligine ise k. dereceden homojen lineer rekiirans baginti denir. (u,,) dizisinin ilk

k-tane terimine yani ug, uy, ..., U_; sayilarina (u,) dizisinin baslangi¢ sartlar: denir.

(u,,) yukaridaki sekilde bir dizi ise

p(x) =" — aj_x* 7 — @y, x*7?

—_— e — alx —_ aO

polinomuna (u,,) dizisinin karakteristik polinomu denir. p(x) = 0 denklemine ise
(u,) dizisinin karakteristik denklemi denir. p(x) polinomunun sifirlar
A, Az, A3, ..., A € € olmak lizere,

e Heri,j€{l1,2,..,k}igin4; # 4; ise,
Uy = AL + A5 + -+ i A}
e 1; (m+ 1)-kath kok ise,
Uy = AT + A + -+ (GAT + cjp AT + -+ Cipy AT + -+ AR
olacak sekilde ¢y, ¢y, ...,c sabitleri vardir. Bu esitlikler ug, uq, ..., ur_; baslangic
sartlart igin yazilarak, olusan denklem sisteminden cy,cy,...,c, bilinmeyenleri

bulunur. Boylece elde edilen karakteristik polinomun sifirlari ve u,, arasindaki esitlige

rekiirans bagintistnin ¢éziimii denir.



(u,,) dizisinin terimleri vasitasiyla tanimlanan
[ee]
G(x):=1ug+ux + upx? +uzx3+ - = Zuixi

serisine (u,,) dizisinin zrete¢ fonksiyonu denir. (Everest G. ve digerleri, 2003)

2.2. Fibonacci Dizisi:

12. yiizyilda yasayan Italyan matematik¢i Leonardo Fibonacci, babasinin isi nedeniyle
ilk6grenimini giiniimiizde Cezayir’in bir kiy1 kenti olan Bougie’ de alir. Daha sonra
ftalya’ya dondiigiinde o donem Avrupa’sinda kullanilan Romen rakamlariyla
matematik yapmak zor oldugu i¢in 6grendigi Arap rakamlarini anlatmak amaciyla

“Liber Abaci” adl1 kitab1 yazmustir.

Liber Abaci’de bulunan problemlerden bir tanesi, kapali bir ortamdaki bir tavsan
ailesinin artiginin, her yetigkin tavsan ¢iftinin her ay bir ¢ift yavru yapip, yavrularin da
1 ay sonra yetiskin hale gelecegi gibi ideal varsayimlar altinda hesaplanmasini
gosterir. Bu problemin ¢oziimiinde, her ayki yetiskin tavsan ciftlerinin sayilarina
Fibonacci Sayilari, bu sayilarin olusturdugu diziye de Fibonacci Dizisi denmistir.
Eger n. aydaki tavsan ciftlerinin sayisin1 F, ile gosterirsek, Fibonacci dizisi  F,=0 ,

F;=1 baslangig sartlar1 ve
Foy2 = Fpy1 + By, n=0

rekiirans bagtisi ile tanimlanir. Buna gore Fibonacci sayilarinin ilk birkag terimi

0,1,1,2,3,5,8, 13,21, 34, 55, 89, 144, 233,377, 610, 987, ... seklindedir.



Negatif indisli Fibonacci sayilart ise n > 0 i¢in

g = (_1)n+1Fn

seklinde sonraki arastirmalarda tanimlanmuistir.

Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi,

x2—x—-1=0

seklindedir. Buradan karakteristik denklemin ¢oziimleri,

_1+45 1—-+/5
= — ,

a

seklinde bulunur. Burada

a+f=1,af =-1 ve a—ﬁzx/g

esitlikleri kolayca goriiliir.

Fibonacci dizisinin rekiirans bagntisinin ¢éziimii



E, =cia™ + ¢, " (2.2)

olmak tizere, c¢q, c, katsayilarini bulmak i¢in baslangic sartlar1 kullanilarak

F0=C1+C2=0

F1:C1a+C2ﬁ:1

elde edilir. Bu iki denklemi ¢6zersek ¢, = —c; yazarak

agat+cf=1>ca—cf=1= c1=r =>c =

5l -

dir. ¢; = —c; oldugu i¢in ¢, = — = dir. Dolayisiyla ¢y, ¢, (2.2) de yerine yazilirsa

V5

an_ﬁn an_ﬁn

hET R T ap

esitligi elde edilir. Bu esitlik ilk olarak 18. yiizyilda Jacques Philippe Marie Binet
tarafindan gosterildigi i¢in Binet Formiilii olarak adlandirilir (Koshy 2001).

Fibonacci dizisinin kombinatoryal ifadesi



=

Fn=2("_§_1) (2.3)

i=0
seklindedir (Koshy 2001).

Fibonacci dizisinin ardigik terimlerinin oranlari, indis biyiidiik¢ce yakinsak bir dizi

olusturur. Yakinsadigi say1y1 bulmak i¢in ardisik terimleri oraninin limiti alinirsa

li Fn+1 — 1 an+1_ﬁn+1 CZ—,B
nli?o( F, )_n‘ﬂ?o a—B at—p"

an+1_'3n+1
= lim (—)
n-oo an—pn

n— 0 ve (ﬂ) <l= (B)n — 0 oldugundan

a a

elde edilir. Bu sayiya altin oran ad1 verilir.



Fibonacci dizisinin tirete¢ fonksiyonu, |x| < 1/ B olmak Uzere

G(x) = Z Ex™ =x + x? + 2x3 + 3x* + 5x° + 8x% + -
n=0
seklinde tanimlanirsa. Bu seride F, = F,,_; + F,,_, Yyazarsak

G(x) = Z(Fn—l + Fp_p) x™
n=0

0o oo
= z Fn_lxn + Z Fn_zxn
n=0 n=0
oo oo
4 Z ann+1 + z ann+2

n=-—-1 n=-2

(o] [ee]
=x z Ex™ + x? Z Ex"+F_ +F ,+F_ix
n=0 n=0

= G(x) = xG(x) + x2G(x) + x
esitligi elde edilir, buradan

X
6@ =) B =y
n=0

bulunur.



19. yiizyilda Frangois Edouard Anatole Lucas, Fibonacci dizisinin rekiirans bagintisini

farkli baglangic sartlari ile kullanarak

Ly:=2, Li:=1, n=>2icin Ly:=L, 1+ L,_»

seklinde tanimladig1 yeni diziyi incelemistir, bu (L,,) dizisine Lucas dizisi ad1 verilir

(Koshy 2001).

Fibonacci dizisi i¢in yapilan ¢alismalarin bir kism1 Lucas dizisine de uygulanmistir ve
iki dizi i¢in de bir¢cok genellestirmeler yapilmistir. Bunun en kapsamlis1 1965 yilinda

Alwyn Francis Horadam tarafindan, a,b,p,q € C olmak {izere

Wy :i=a, wii=b, n = 2 ic¢in

Wni=PWnp_1 — qWp_

seklinde homojen ikinci dereceden lineer bir rekiirans dizisi tanimlanarak ¢alisilmustir.

Bu dizinin karakteristik denklemi
x2—px+q=0

seklindedir ve bu denklemin ¢ozlimleri

_p++p*—4q _p—+P*—4q
a—f, ﬂ_f


http://en.wikipedia.org/wiki/%C3%89douard_Lucas
http://en.wikipedia.org/wiki/%C3%89douard_Lucas

olmak lizere

Wn = (ba_—aﬁﬁ ) ot = (ba_—a,[;z ) A"

seklindedir. Burada
(Wn) = (Wn)(a: b; D, CI)
olmak tizere

a=0,b=1p=1, q=—-1ise (w,)(0,1;1,-1) = (E,) (Fibonacci dizisi)

a=2,b=1p=1 qg=-1ise (W,)(2,1;1,-1) = (L,) (Lucas dizisi)

esitlikleri kolayca goriiliir (Koshy 2001).

2.3. Periyodik Rekiirans Dizileri:
2.3.1. Tamm: q, =0, g;=1 baslangi¢ kosulu ve a ile b keyfi sabitler olmak iizere

qn — {a’CITl—l + qn—Zl n gl'ft , n 2 2 (2.4)

bq,_1 + qn_2, ntek



rekiirans bagintisi ile elde edilen (q,) dizisine iki periyodik Fibonacci dizisi (bi-
periyodik Fibonacci dizisi) denir. (Yayenie, 2009)

Burada, eger a = b = 1 segilirse (q,,) dizisi, Fibonacci dizisidir, eger a = b = 2
secilirse (q,) dizisi Pell dizisidir ve a = b = k segilirse (q,,) dizisi k-Fibonacci
dizisidir. (Edson ve Yayenie, 2009)

2.3.2. Teorem: Iki periyodik Fibonacci rekiirans dizisinin iirete¢ fonksiyonu

t(1+ at + t?)

G =1= (ab + 2)t2 + t*

seklindedir. (Edson ve Yayenie, 2009)

2.3.3. Teorem: Iki periyodik Fibonacci rekiirans dizisinin Binet formiilii

af(n+1) a — Bn
qn = ( )

(aplzl N B

seklindedir. (Edson ve Yayenie, 2009)

Buradaki a ve 8 , x? — abx — ab = 0 polinomunun k&kleridir:

ab +Va?b? + 4ab 8 ab —Va?b? + 4ab
a = =
2 ’ 2

10



dir. &(n) ise

0, ngift
1, ntek

n
sy =n-2[7] =
seklinde tanimlanir.

2.3.4. Tammm: a ve b sifirdan farkli reel sayilar olmak iizere baslangi¢ kosullari

bpp—1 + Pn—z,n cift (

>
app_1 + pn_ ,ntek ’ n22)

Po = 2, p; = a olmak iizere p, = {

seklinde tanimli diziye iki periyodik Lucas dizisi adi verilir. (Bilgici, 2014)

Eger a=b=1 ise (p,) Lucas dizisidir.
2.3.5. Lemma: (p,,) iki periyodik Lucas dizisi igin asagidaki 6zellikler saglanir.
Pan = (@b + 2)P2n—2 — Dan-a
Pan+1 = (@b + 2)pan—1 — Pon-3 -

(Bilgici, 2014).

2.3.6. Teorem: (p,,) iki periyodik Lucas dizisinin iireteg¢ fonksiyonu

11



2+ ax — (ab + 2)x? + ax3
1—(ab + 2)x? + x*

P(x) =

seklindedir. (Bilgici, 2014)
2.3.7.Teorem: iki periyodik Lucas dizisinin Binet formiilii

af(n)
—nill (a™ + ™)
2

Pn =
(b

seklindedir. (Bilgici, 2014)

2.4. Reel Kuaterniyonlar:

Her go,91,92,935 € R ve ey, eq,e,e;  taban elemanlar1 olmak tizere q reel

kuaterniyonu
q = qoeo T 11 t qz2€2 + qze3
ve taban elemanlari
eo=1, el =e2=e2=-1, eje, =e3, eez3=e;, ese; = e,

12



olacak sekilde tanimlanir. g kuaterniyonuna taban elemanlar1 ey, e;,e,,e3 olan 4-

boyutlu uzaydaki vektor goziiyle bakilabilir. Bu yiizden

q = qo€o t q11 + qz262 + qze3 = [qo, 1, 92, 93]

seklinde de gosterilebilir. qq, q1, g2, q3 reel sayilarina g kuaterniyonunun bilesenleri
denir. Ayrica q, = 0 ise q ya taban elemanlar1 ey, e,, e; olan 3-boyutlu uzaydaki

vektor goziiyle de bakilabilir.

2.4.1. Reel Kuaterniyonun Skaler Kismu:

Her g = qoeo + q1€1 + q2e; + qse3 reel kuaterniyonun skaler kismi

SqZQO

olarak tanimlanir. Eger S, = 0 ise q’ya piir kuaterniyon denir.

2.4.2. Reel Kuaterniyonun Vektorel Kismu:

Her g = qpeo + q1€1 + q2€5 + qze3 reel kuaterniyonun vektorel kismi

Vg = q1e1 + g2, + qze3

seklinde tanimlanir.

13



2.4.3. Reel Kuaterniyonlarin Toplami ve Farki:

P = Poeo + p1€1 + prez + P3e3 Ve q = qoey + q11 + g€, + qze3 olmak lizere

xq) ={@otqo)es+ (p1xqi)e; + (2 £q2)ex + (p3 £ q3)es

seklinde tanimlanir.

2.4.4. Reel Kuaterniyonlarda Carpma:

P = DPoeo + p1€1 + P28z + P3es Ve q = qoey + 11 + gz, + gse3 olmak lizere

pq = (PoGo — P11 — P292 — P393)eo + (P190 — Poq1 + P2q3 — P3q2)e1

+(P290 + Poq2 — P1G3 + P3q1)ez + (P3qo + Poqs — D241 + P1q2)es

seklindedir. Bu garpim iglemi, toplama iizerine dagilma 6zelligi ve birlesme 6zelligine

sahiptir, fakat degisme 6zelligine sahip degildir.

2.4.5. Reel Kuaterniyonun Skalerle Carpilmasi:

q = qoeo + q1e1 + g€, + qse5 reel kuaterniyon ve 4 € R olmak tizere

Aq = Aqpep + Aqie1 + Aqae; + Aqse;

seklinde tanimlanir.

14



2.4.6. Reel Kuaterniyonun Eslenigi:

q = qoeo + q1e1 t q2e; + qse; igin

q = qo€o — q161 — 4262 — q3€3

kuaterniyonuna q kuaterniyonunun eslenigi denir.

a,b € R ve p=poey+pie; +pre; +pses , q=(qoeo+ qre1 + qze; + qse3

olmak lizere

i. (ap+bqg)=ap+bg
i. Pq=ap
i. (P =p
ozellikleri saglanir.

2.4.7. Reel Kuaterniyonun Normu:

q = qo€o + q161 + q2e3 + gze3 kuaterniyonunun normu

llgll = N, =/qq = JQS +qi+q5+43

seklinde tammlanir. N, = 1 olan g kuaterniyonuna birim kuaterniyon denir. p ve g

kuaterniyon olmak {izere

. N;=qq=4q
. Ny =pq(@q)(®Pq) = pq(@p) = ppqq = NpN,

ozellikleri saglanir.

15



2.4.8. Reel Kuaterniyonun Tersi:

N, # 0 olmak sartiyla g = qoeq + q1€1 + qz€; + gse; kuaterniyonun tersi vardir ve

q 1 ile gosterilir ve

seklindedir.

2.5. Split Kuaterniyonlar:

Her q¢,91,92,93 €E R ve ey e;,e,,e3 taban elemanlari olmak tizere q split

kuaterniyonu

q = qo€o T q1€1 T g2€; + qze3

ve taban elemanlari

ep=1, e’=-1, eri=e2=eee;=1

€16, = —€e1 = €3, €63 = —€36; = —€1, €361 = —€163 =6

olacak sekilde tanimlanir.

16



2.5.1. Split Kuaterniyonun Skaler Kismu:

Her g = qpey + q161 + q2€2 + gzes split kuaterniyonun skaler kismi

Sq:qo

olarak tamimlanir. Eger S, = 0 ise q’ya piir kuaterniyon denir.

2.5.2. Split Kuaterniyonun Vektorel Kismi:

Her q = qoeq + q1e1 + g2€2 + qze;  split kuaterniyonun vektorel kismi

Vg = q1e1 + g€ + qze3

olarak tanimlanir.

2.5.3. Split Kuaterniyonlarin Toplam ve Farki:

P = DPoeo + p1€1 + P28z + P3e3 Ve q = qoey + q11 + g2, + qzesz olmak lizere

(P9 = o Eq0)eo+ (p1 X q)es + (P2 £ q2)e; + (p3 £ q3)es

seklindedir.

17



2.5.4. Split Kuaterniyonlarda Carpma:

D = Doeo + p1€1 + pPrex + D33 VE q = qoey + q1€1 + q2e; + qzes olmak lizere

pq = (Poqo0 — P1q1 + P29z + P3q3)eo + (P10 + Poqd1 — P2q3 + P3q2)e1

+(P290 + Poq2 — P19z + P3q1)ez + (P390 + Poq3 — D291 + P1G2)e3

seklinde ifade edilir.

2.5.5. Split Kuaterniyonu Skalerle Carpma:

q = qoeo + q161 + q2€2 + q3e; split kuaterniyonu ve 1 € R olmak {izere

Aq = qA = Aqpeo + Aqie; + Aqze; + Aqse;

seklinde tanimlanir.

2.5.6. Split Kuaterniyonun Eslenigi:

q = qo€o + q1€1 + qz€; + qses igin

qd = qo€o — 9161 — 92862 — q3€3

kuaterniyonuna q kuaterniyonunun eslenigi denir.

18



2.5.7. Split Kuaterniyonun Normu:

q = qoeo + q1€1 + q2€2 + qze3 split kuaterniyonunun normu

lall = N, = J1qq] = J|q§ + ¢?—g2—q2|

seklinde tanimlanir. N, = 1 olan q split kuaterniyona ise birim split kuaterniyon

denir.

2.5.8. Split Kuaterniyonun Tersi:

N, # 0 olmak sartiyla q = qoeo + q1e1 + q2e; + gses  split kuaterniyonun tersi

vardir ve g~ ! ile gosterilir ve

seklindedir.

Her q = qOeO + q161 + quz + CI3e3 Sp|lt kuatemlyonu

q = qoeo + q1e1 + (q2€0 + qze1)e;

19



Olarak yazabl|ll’IZ Buradan C1 = ({o€o + q1€1 ve Cyr = (7€ + qseq kompleks Sayllar

olmak tizere her split kuaterniyonun

q=ctcyj

olarak tek tiirlii temsil edildigi goriiliir.
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3. BAZI KUATERNIYON DIiZiLERIi

3.1. Tanmmm: n > 0 igin, F, Fibonacci dizisinin genel terimi olmak iizere

O, = Fyeq + Fpyie1 + Frypep + Frizes

kuaterniyon dizisine Fibonacci kuaterniyon dizisi denir. (Horadam, 1963)

[1k birkac terimi:

On: €1 + e, + 263, €0 + eq + 262 + 363, €o + Zel + 362 + 5@3,

diger bir gosterimle

0,: [0,1,1,2],[1,1,2,3],[1,2,3,5],[2,3,5,8], ...

seklindedir.

3.2. Tammm: n > 0 i¢in L,, Lucas dizisinin genel terimi olmak {izere

Ky, = Lpeg + Lpyie1 + Lyyoe; + Lyyses

kuaterniyon dizisine Lucas kuaterniyon dizisi denir. (Horadam, 1963)
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3.3. Teorem: n = 0 olmak iizere Fibonacci kuaterniyon dizisinin Binet formiili

0, = —=(aa" - pp")

e

seklindedir. Burada a = e, + ae; + a’e, + ale; ve B = ey + fey + fe, + Bie;

dir. (Halic1,2012)

3.4. Teorem: n > 0 olmak tizere Lucas kuaterniyon dizisinin Binet formiilii

Ky = (aa™ + pp")

seklindedir. (Halic1,2012)

3.5. Tanmim: F, Fibonacci dizisinin genel terimi olmak tizere

Up = Fieq + Fpypieg + Fppoep + Fyyses

split kuaterniyon dizisine Fibonacci split kuaterniyon dizisi denir. (Akyigit ve
digerleri, 2013)

3.6. Tammm: L,, Lucas dizisinin genel terimi olmak {izere
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Va = Lneo + Lyi1€1 + Lyjoes + Lyyses

split kuaterniyon dizisine Lucas split kuaterniyon dizisi denir. (Akyigit ve digerleri,
2013)

3.7. Teorem: n > 0 olmak iizere Fibonacci split kuaterniyonlar dizisinin Binet

formila

U= % (aam - ")

seklindedir. (Akyigit ve digerleri, 2013)

3.8. Teorem: n > 0 olmak iizere Lucas split kuaterniyonlar dizisinin Binet formiilii

seklindedir. (Akyigit ve digerleri, 2013)
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4. iKi PERIYODIK FiBONACCi KUATERNiYONLAR

4.1. Tammm: g, n. iKi periyodik Fibonacci sayisi olmak {izere

Qn = qn + qni1€1 + qniz€z + qnizes

kuaterniyon dizisine iki periyodik Fibonacci kuaterniyon dizisi denir. (Tan ve
digerleri, 2016)

4.2. Teorem: Q, iki periyodik Fibonacci kuaterniyon dizisi i¢in iirete¢ fonksiyonu

Qo + (@1 — bQo)t + (a — b)R(t)
1—bt—t?

G(t) =

seklindedir, burada

— 3
R(D) = tf (Dey + (F(0) — D)e, + (@ - 1) 0, + (f CRIGICRDY )eg

— t—t3
t = _ t2n—1 —
f® Zanl 1— (ab + 2)t2? + t4
n=

(Tan ve digerleri, 2016).
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ispat:
G() = ) Qut™ = Qo + Qut + Qut? + -+ Qut™ + =
n=1

ifadesini bt ve t2ile carpip taraf tarafa toplarsak,
btG(t) = bQyt + bQ,t? + bQ,t3 + --- + bQ,t™*?!
tZG(t) = Q()t2 + Qlt3 + Q2t4 + -+ Qntn+2 + .

(1=bt—=t>)G(t) = Qo+ t(Q1 —bQo) + -+ t*"(Q2, — bQ2n—1 — Q2n—2)

+t2" 1 (Qn41 — bQon — Qop—1) + -

buradan

(1 —-bt—t*)G(t) = Qo+ t(Q; — bQy)

+ Z (Q2n — bQan—1 — Qon_)t*™ + Z (Qzn+1 — bQ2p — Qpp)t*™+!
n=1 n=1

= Qo + t(Q1 — bQy)

* Z[(qzn — ban-1 = Qen-2)t*" + (Gan+1 — bon — Q2n-t*" Heg

n=1
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4_
NgE

[(@2n+1 — PGon — Qan—)t*™ + (Q2n+2 — PGon+1 — )t ey

S
1l
Juy

[(@2n+2 = bG2n+1 — Q2n)t*™ + (Qanes — bAaniz — Qons Dt e,

4_
N5

S
1l
Juy

4_
NgE

[(@2n4+3 = bG2n+2 = Qan+ )™ + (Qan+a — PAonis — Qons2)t?" Hes

S
1l
Juy

Qon+1 = bqon + Qan—1 V€ q2n = bqan—1 + q2n—, bagntilari kullanilarak

(1-bt—=t*)G(t) = Qo +t(Qy — bQy) + <2 (a— b)an—1t2n> €o

n=1

+ (z (a— b)q2n+1t2"+1> e; + (Z (a— b)QZn+1t2n) e
n=1 n=1

+ <Z (a— b)q2n+3t2”“> e3
n=1

buradan

(1-bt—t*)G() = Qo +t(Q; —bQy) + (a—hb)t (Z Qon-1t*"" 1) €o

n=

+(a —b) (i Qon—-1t""" 1) e;+(a—b)= <§: Qon-1t""" 1) €2

n=2 n=

1 (o]
+(a—b) ) (Z CIZn—ltzn_1> es
n=3

[

N
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= Qo +t(Q1 — bQo) + (a = b)tf(t)eo + (a — b)(f(£) — e

— N 3
+(a—b)<f(t)t t)ez_l_(a_b)(f(t) t tgab+1)t>es

= Qo +t(Q; — bQp) + (a — b)R(t)

dolayisiyla

L —b — b)R
= D @b+ = DRO

seklinde elde edilir.

4.3. Teorem: Iki periyodik Fibonacci kuaterniyon dizilerinin Binet formiilii

1 aa—pp
= , 1 cift
o - @l «—B
n — 1 a**an _ B**Bn . k
,n te
@bzl  *—B
seklindedir. Burada
3, 450+ 3, 450D

ﬁlel

a*= )y ——ale,, p*=
Z (ab)l%] l 1=0 (ab)léj

=0
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3 3
- as® l . as® l
a = ZT(Z e , ﬁ = ZT[; €
1=o0 (ab)l'2 1=0 (ab)l'2

dir. (Tan ve digerleri, 2016)

Ispat:
Qn = dn€o + dn+1€1 + dn+2€2 + dni3€s

iki periyodik Fibonacci sayilarinin Binet formiilii kullanilirsa,

Qn

af(n+1) <a,n il 'Bn
(ab)|z

(ap)lal N @B

af(n+3) (an+2 _ ﬁn+2> af(n+4) <an+3 _ ﬁn+3)
+ e + n+ €
(ab)lnTzJ a—p i (ab)lT3] a—p ’

af(n+2) <an+1 _ ,Bn"'l)
J <

>€0+ n+1 a—ﬁ

+

n af(n+1) af(n+2)a af(n+3)a2 af(n+4)a3

¢ e+ e, + e
| RPN CE b

- ap€o n+1
«=B|amll @l

@)z

Bn aE(n+1) af(n+2)ﬁ a{(n+3)32 af(n+4)[33
_a_lg lnleo-i'wel-i' n_+2]€2+ n_+3Je3
(ab)!2 (ab)l"2 (ab)l 2 (ab)l 2

dir.
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n ¢ift say1 olmak tizere

2 3

a” a a aa

a
Qn= 7€ T 7€t —Fx—ey+ n €3
“=Fl@ab)z @)z (a2 (ab)z"
gr | a B af? ik
- —ﬁ Eeo‘l' Eel"" 2+1ez+ £+1e3
a | (ab)2 (ab)z (ab)z (ab)z
B a” 1 7 N N 1, N 1 5 ]
ey (ab)g -aeo ae, > a‘e, b a‘es
BT 1 g 1Ay 14 ]
“‘ﬁ(ab)g _aeo + feq + abﬁ e, + abﬁ e3
3 3
a™ 1 af(l+1) ﬁn 1 af(l+1)

— n ale, — m ﬁle
a=p (ab)2 1o (ab)lé] boa- B (ab)2 1 (ab)l%J l

1 a 1 B

= a

@)z B (apyz®— P

*

1 [a*a” — ﬁ*ﬁn]

T (abyl @-

“qn — B "
= (abl)lgj [a aa 7 ]
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dir.

n tek say1 olmak tizere,

a® [ 1 aa a? aa’®
=g amet T ama t et e
[(ab) 2 (ab) 2 (ab) 2 (ab) 2
gr | 1 ap B ap?
a8 netCot e T e t e s
[(ab) 2 (ab) 2 (ab) 2 (ab) 2
am™ 1 [ N a N 1, N 1
== — -1 eo _ael —a ez _Za 33]
a—pf (ab) 7 ab ab ab
p" 1 [ a v s
- —1|€ t—Ber+—Be;+—=B 33]
a—pf (ab) = ab ab ab
a 1 > as® B 1 3 as® l
1+1 Be

= P 1 ale - n—
a—p (ab)Tl = (ab)llTJ Coa-p (ab)T1 1=0 (ab)lT

- "_ﬂa—ﬁa - n__la—ﬁﬁ**

 (ab)

L [a**a; - g** ﬁn]

! gn — g gn
B (ab)ng [a aa - ]
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dir.
4.4, Teorem: n negatif olmayan tamsay1 ve r ¢ift tamsayilar i¢in r < n olmak iizere

(@B ((ab)” —a®") + B a”((ab)” — B*") n cift

OuerOrr— 07 = (ab) (@ — B)? e
n+r<¥n-r n B a**ﬁ**((ab)r _ aZr) + ﬁ**a**((ab)r _ ﬁzr)

L (ab)™~!(a - B)? '

n tek

esitligi vardir. (Tan ve digerleri, 2016)

Ispat:

QnirQn_r — Q2 ifadesini n ‘nin tek ve ¢ift tamsayr olma durumuna gére ayri ayri

inceleyelim.

Eger n ¢ift tamsay1 ise

1 atqtr — ,8*,3"+r] [ 1 ata T — ,B*,Bn_T]

Qn+rQn—r - Qrzl = [ n+r n—r
(ab)lTJ (a—p) (ab) T] (a—B)

2
_ 1 a‘a™-p*p"
(ab)l%J (a=p)

11
~ (a=p)2(ab)"

[(a*ﬁ*(aﬁ“ - @ (5))+ <ﬁ*a*(,8a)” - (pa)" - (g))]
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" (@ —1 B)? (azla)" (ab)” [“*ﬁ * (1 B Z_) tha (1 - oﬁ?)]

_ @B ((@B)” —a’") + Bra*((af)” — B*
(a — B)?(ab)”

dir.

Eger n tek tamsayi ise

1 a**an+r _ 'B**ﬁn+r

QnirQnr — QTZl = n+r ] [
(@aplz] @B

1 aat " — ﬁ**lgn—r

(ab)l% (a —B)

1 a*a™ — E**ﬁnr
_(ab)l%J (@=p)

- _1[)))2 (6(121)73:1 [a**ﬁ** (1 _ (%)r> p— <1 B <§>r>l

_ a**ﬁ**((ab)r _ aZr) + ﬁ**a**((ab)r _ ﬁZr)
(a = p)*(ab)™*

dir.

Yukaridaki teoremde r = 1 alarak iki periyodik Fibonacci kuaterniyonlari igin Cassini

0zdesligi elde edilir.
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5. iKi PERIYODIK LUCAS KUATERNiIYONLAR

5.1. Tammm: p,, n. iKi periyodik Lucas sayis1 olmak {izere

By = pn + Pnt1€1 + Pny2€2 + Pnyses

kuaterniyon dizisine iki periyodik Lucas kuaterniyon dizisi denir. (Tan ve digerleri,
2016)

5.2. Teorem: iki periyodik Lucas kuaterniyonu P, icin iirete¢ fonksiyonu:

Py + (P; — aPy)t + (b — a)S(t)
1—at—t2

G(t) =

seklindedir, burada

— 3
S(t) :=tg(t)ey, + (g(t) — at)e; + (@ _ a) e, + <g(t) a(t + (ab + 3)t >e3

tZ

a(t —t3)
1— (ab + 2)t? + t*

9O = ) pon P =
n=1

.(Tan ve digerleri, 2016)
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ispat:

G(t) = z P,t™ = Py + Pt + Pyt? + - + Pyt™ + -

n=1
ifadesini at ve t? ile garpip taraf tarafa toplarsak,
atG(t) = aPyt + aP,t? + aP,t3 + --- + aP,t"*?!
t2G(t) = Pot? + Pyt3 + Pyt* + - 4+ Pyt™*2 + -

(1—at—t>)G(t) = Po+t(Py — aPp) + -

+t2" (Pyp — aPpp—q — Pop ) t* ™ (Pypyq — APy — Pop_q) + -+

(1—at—t?)G(t) = Py + t(P, — aPy)

+ Z (Pyn — aPyy—q — Py p)t*" + Z (Pan+1 — APy — Ppp_q)t*H1

=P0+t(P1_aP0)

NgE

+ ) [(Pan — aPan—1 = Pan-2)t*" + (Pan+1 — ADan — P2n—1)t*" *eg

1

S
1]

[(P2n41 = AD2n = Pon-Dt*™ + D2n+2 — AD2ns1 — P2t ey

_,_
s

S
1l
[y
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[(P2n42 = AD2ns1 — P2)t™™ + (D2n43 — QD242 — Pon+ )™ ey

_,_
NgE

1

S
1l

[(P2n43 = AD2n+2 = P2ns D™ + (P2n+a — AD2nes — Pons2)t* Hes

_,_
NgE

1

S
1l

burada psn+1 = apan + Pan—1 V€ Pan = bPan_1 + P2n—» bagmtilart kullanilarak

(1 —at—t?) G(t) = Py + t(P, — aP,)

+ <2 (b — a)pzn_1t2n> €p + (Z (b — a)p2n+1t2n+1) e,
i n=1

+ <z (b — a)p2n+1t2n> e, + (Z (b — a)p2n+3t2"+1) es
L n=1

(1 —at—t?) G(t) = Py + t(P, — aP,)

+(b—a)t <z P2n—1t2n_1> eo+(b—a) (Z P2n—1t2n_1> ey
n=1 n=2
1 N 2n—1 1 N 2n—1
+(b —a) T Z Pan-1t e, +(b—a) 2 Z Pan-1t es

= Py +t(P,—aPy) + (b—a)tg(t)ey, + (b —a)(g(t) —at)e;

- —at — 3
+(b—a) (g(t)t at) e, + (b—a) (g(t) at —a(ab + 3)t >e3

tZ

= Py + t(P, — bP,) + (b — a)S(t)
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boylece

Py + (P, —aPy)t + (b — a)S(t)
1—at—t2

G(t) =

elde edilir.

5.3. Teorem: Iki periyodik Lucas kuaterniyon dizilerinin Binet formiilii

(—— —5 «a + BB, ncift
p = (ab)l' 2z~
| — oo + B*B", ntek
k (ab)l
seklindedir, burada
2, g0+ 3, L+
a* = —al e , B = > ﬁlez
1=0 (ab)lZJ 1=0 (ab)lf]
S 10 3. L
ol l s,k 1
a = Z lHl B = Z Il+1 B'e
=0 (ab)l'2 =0 (ab)l' 2

dir. (Tan ve digerleri, 2016)
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ispat.

P, = po€o + p1€1 + P2€; + pses

olmak tizere
Q@+ ZEM+2)
Pn = —n(an + ﬁn)eo +W(an+1 + ﬁn+1)61
(ab)lz (a7
qém+3) al@m+9)
+ lﬂj (an+2 + ﬁn+2)62 + lﬂj (an+3 Iy ﬁn+3)63
(ab)l" 2 (ab)[2
, aém asm+1D) o asm+2) 2 as@+3) 3
= Qa lEJ eo+ ln—_l_lJ el+ ln_+2] ez +we3
(ab)2 (ab)2 (ab)l"2 (ab)l 2
&(n) é(n+1) Em+2)p2 é(n+3) 3
a a a a

n| € + n+1) € n+2] € n+3] €
(ab)lfl ’ (ab)lTlJ ' (ab)lTZJ ’ (ab)lTSJ ’

dir.

n ¢ift sayilari igin inceleyelim.

p . [ 1 N aa N a? N aa® ]
= eo 81 6’2 63
" @)z  (@)z' @)zt (ab)z*?
1 a 2 ap?
+ﬁn n 90 + [il el + B n 82 + Bn 63]
(ab)z (ab)z*! (ab)z*! (ab)z*?
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= qn 1 [e +ﬂe +iaze +La3e]
B (ab)% ®“abt Tab” ? 7 (ab)?” 3
pm 1 [ +aﬁ +1,82 N aﬁ3]
e T ab T  apyzh
o1 S 10 o, " S 10 5
S @ = e
(ab)U'2 11=0 (ab) 2 (ab)l'2 17=0 (ab)! 2
1 n ., ** 1 n p**
T
(ab)l 2 (ab)l' 2
1 ** M ** DN
:m[a a +ﬁ ﬁ ]
a 2
dir.
n tek sayilari i¢in inceleyelim.
. a a aa’ o’
b=a ot e T T am et T s
(ab) 2 (ab) 2 (ab) 2 (ab) 2
a B ap? ap?
et e t s e s e
(ab) 2 (ab) 2 (ab) 2 (ab) 2
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— N 1 a 2 1 3
= Qa ( b)n—H aeo+ael+aa ez +a_b2a e3
a 2

. 1 a ., 1
+B W aeo+Bel+Eﬁ ez‘l‘a_bzﬁ 83]

(ab) 2~
1 3, &+ 1 3, 4E0+D)
=" — ate + " 1 Bl
@)z 1= (ap) b2l @)z 1= (ab)l2]
1 1
= ——m @+ ——m BB
(ab)lTJ (ab)lTJ

1
= ——— [a"a™ + B p"]
@)l z]

dir.

5.4. Teorem: n negatif olmayan tamsay1 ve r negatif olmayan ¢ift tamsayilar igin

r < n olmak uzere

[ a**ﬁ**(aZT _ (ab)r) +ﬁ**a**(ﬁzr _ (ab)r) n(;.

R ! (ab)" ift
n+rin—r n L a*’g*(azr —(ab)") + 'B*a*(ﬁZr — (ab)")
B CORE ,n tek

esitligi vardir. (Tan ve digerleri, 2016)
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ispat:

P, +rP,_, — P? ifadesini n ‘nin tek ve ¢ift tamsay1 durumlari igin inceleyelim.

Eger n ¢ift tamsayi ise

Pn+rpn—r - Pn2

_ . .
= - e a n+r ﬁ**ﬁn+r —— a**an—r _ ﬁ**ﬁn_r
_(ab)l - ] [(ab)lTlJ ]
2
1
- [T - BB
(ab)lTJ ]

- [(a**ﬂ**((amn (5) ~@m+ (ﬁ**a**((ﬁa)” €y - (ﬁa)”))]

T'

wrles(i)ssme- ()

" (a b)”

_ @ p(@ = @h)) + e (67 — (ab)")
B (ab)"

dir.
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Eger n tek tamsayi ise

Pn+rPn—T_Pn2 = —}l+r+1 a*a™r ,8 'Bn+r —:rll 71 a*an‘r—ﬁ*ﬁn‘r
(ab)l 2 (ab)l |

2
1
- n+1 a*an_'g*'gn
(ab)lTJ

- [(a B (@) (5) ~@pr+ (ﬁ w(@gar (L) - (ﬁa)"))]

r

BT b)nﬂ(“b)n[“ﬁ <F‘1)+ﬁ @ (i_‘l)]

a’f*(a?" — (ab)") + B a*(B?" — (ab)")
(ab)™+1

dir.
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6. SONUC

Bu tezde iki Periyodik Fibonacci Kuaterniyon dizisi ve Iki Periyodik Lucas
Kuaterniyon dizisi tanitilip bazi 6zellikleri gosterildi. Benzer 6zelliklerin iki Periyodik
Fibonacci Split Kuaterniyonlar1 ve Iki Periyodik Lucas Split Kuaterniyonlart

dizilerinde de arastirilacaktr.
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