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OZET

DAGILIM SECIMi UZERINE BiR CALISMA

KARAKOG, Reyhan
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusu
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans tezi
Danmigman: Dr. Ogr. Uyesi Cenker BICER
Temmuz2018,47sayfa

Gergek hayat problemlerinde goézlenen veriler, ayni uygulama alanlarina sahip
dagilimlar kullanilarak modellenebilir. Ancak verilere dayali en uygun istatistiksel
sonucun ¢ikarilabilmesi, verilerin en uygun dagilimla modellenmesine baglidir. Bu
calismada, ayni uygulama alanlarina sahip genellestirilmis listel ve Power Lindley
dagilimlar1 arasindaki ayrim problemi incelenmektedir. Tlgili dagilimlar arasinda bir
ayrim yapabilmek icin olabilirlik oranina dayali bir aymrici istatistik ve ayirict
istatistigin asimptotik dagilimi elde edilmektedir. Elde edilen ayirici istatistigin,
dogru se¢im performans: ve ulasilan asimptotik sonuglarin nasil calisti§i yapilan
kapsamli Monte-Carlo simiilasyon calismalar1 ile degerlendirilmistir. Simiilasyon
sonuglari, elde edilen ayirt edici istatistigin, genellestirilmis tistel ve Power Lindley

dagilimlari arasindaki ayrimda kullanilmasinin uygun oldugunu gostermektedir.

Anahtar kelimeler: Power Lindley dagilimi, Genellestirilmis {tstel dagilim,

Asimptotik normallik, Olabilirlik oran yontemi, Similasyon.



ABSTRACT

A STUDY ON DISTRIBUTION SELECTION

KARAKOG, Reyhan
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathetatics, Master Thesis
Supervisor: Dr Ogr. Uyesi Cenker BICER
July 2018,47 pages

The data observed in real life problems can be modeled using distributions having
the same application areas. However, to the optimal statistical inference based on the
data depends on the modeling of the data with the optimal distribution. In this study,
the problem of the discriminating between generalized exponential and Power
Lindley distributions, which they have the same application fields, is examined. In
order to make a discriminating between these distributions, a discriminative statistic
based on the likelihood ratio is obtained and its asymptotic distribution is also
obtained. Correct selection performance of the obtained discriminative statistic and
how works the achieved asymptotic results are evaluated by comprehensive Monte-
Carlo simulations. Simulation results show that the obtained discriminative statistic
is appropriate using in the discriminating between the generalized exponential and

Power Lindley distributions.

Key Words: Power Lindley distribution, Generalized exponential distribution,

Asymptotic normality, Likelihood ratio method, Simulation.
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1. GIRIS VE ONCEKI CALISMALAR

Gozlenmis bir verinin dagiliminin belirlenmesi istatistikte olduk¢a eski bir
problemdir. Her ne kadar Kolmogorov-Simirnov, Anderson Darling ve Ki-kare uyum
1yiligi testleri bu problemin ¢oziimii i¢in yaygin olarak ve basariyla kullanilan testler
olsa da, ¢ogu zaman bu testler bir veri seti i¢in birden fazla olasi dagilim isaret
edebilmektedir. Her ne kadar makul 6rneklem biiyiikliigii icin modeller benzer veri
uyumuna sahip olsalar da dogru ya da dogruya yakin bir model se¢imi arzu edilir.
Ozellikle, &rneklem biiyiikliigii kiigiik oldugunda da gdzlemlere dayali olarak
mimkiin en iyi karar1 vermek olduk¢a onemlidir. Bir veri seti i¢in uyum iyiligi
testlerinin isaret ettigi olasi dagilimlardan hangisi daha iyidir? Sorusunun cevabi
Akaike bilgi kriteri (AIC), Bayes bilgi kriteri kullanilarak arastirilabilir. Ancak bu
yontemler mevcut olast dagilimlar arasindan bir tanesini tavsiye niteliginde dneren
yontemlerdir. Bu yontemlerden baska olarak, bir veri setine model olabilecek olasi
iki dagilim arasindan bir tanesinin se¢ilmesine yonelik en ¢ok olabilirlik oran (RML)

testi literatiirde sikca kullanilan bir yontemdir.

Su ana kadar, birgok arastirmaci karmasik gergek veri kiimelerini optimal olarak
modelleme amaciyla, veriler icin uygun oldugu diisiiniilen alternatif dagilimlardan
hangisinin segileceginin belirlenmesine yonelik bir ¢o6ziim arayisinda bir¢ok
arastirmada bulunmuslardir. Literatiirde bir veri seti i¢in olas1 iki dagilim arasindan

ayrim yapilmasina yonelik yapilmis ¢aligmalardan bazilar1 soyledir.

Atkinson (1969, 1970), Cox (1961, 1962), Dyer (1973) verilen bir veri setinin
herhangi iki olasilik dagilimindan hangisi ile modellenecegi problemini ele

almiglardir.

Dumonceaux ve Antle (1973) log-normal ve Weibull dagilimlar1 arasindan birisinin
secimi problemini RML yontemine gore tartismiglar ve dogru se¢im olasiliklarini
Monte Carlo simiilasyonlarina dayali olarak elde ederek kritik degerler i¢in bir tablo

sunmuslardir.



Bain ve Engelhardt (1980), Weibull ve gama dagilimlari arasinda se¢im yapmada
RML yontemini kullanmayr oOnermislerdir. Arastirmacilar gamma ve Weibull
dagilimlar arasinda dogru sec¢im olasiliginin degerlerini Monte Carlo simiilasyona
gore elde etmislerdir. Ayn1 problem Fearn ve Nebenzahl (1991) tarafindan ele
alinmig ve aragtirmacilar gamma ve Weibull dagilimlarinin ayrimi i¢in kullanilan

RML istatistiginin asimptotik dagilimini elde etmislerdir.

Gupta ve Kundu (2003), Weibull ile genellestirilmis iistel dagilimi, Gupta ve Kundu
(2004), gamma ve genellestirilmis iistel dagilimi1 ayirmaya yonelik RML yontemine

dayal1 kurallar vermislerdir.

Kundu ve Manglick (2004), Kundu ve Manglick (2005) ve Kundu vd (2005) sirastyla
Weibull ile log-normal, log-normal ile gamma ve log- normal ile genellestirilmis
Ustel dagilimlarint ayirt etmeye yonelik RML istatistiklerini ve ilgili istatistiklere ait

asimptotik dagilimlar1 elde etmislerdir.

Ikinci tip sansiirlii veriler icin Weibull ve log-normal dagilimlari arasinda ayrim
problemi Dey ve Kundu (2012) tarafindan ele alinmis ve ilgili iki dagilim arasinda
ayrim yapabilmek icin bir aywricr istatistik ve asimptotik dagilimi arastirmacilar

tarafindan verilmistir.

Demirci Bicger ve Biger (2017) ve Biger ve Demirci Biger (2018) geometrik suregten
gozlenen veri setleri i¢in sirasiyla gamma ile Weibull ve gamma ile log-normal

dagilimlari arasindan ayrim problemini incelemislerdir.

Bu tez caligmasiin amaci, birbirinin alternatifi olan ve negatif degerli olmayan
carpik verileri modellemede kullanilan genellestirilmis {istel ve Power Lindley
dagilimlar1 arsindaki ayrim probleminin ¢oziimiini RML yoOntemine gore

arastirmaktir.

Calismanin kalan boliimleri ise su sekilde diizenlenmistir. 2. Boliimde iistel, gamma,
Weibull, log-normal, Power Lindley ve genellestirilmis iistel dagilimlan ve ilgili

dagilimlarin temel 6zellikleri hatirlatilacaktir.



Caligmanin 3. boliimiinde bir veri setini modelleyebilecek olas1 iki dagilim arasindan

ayrim yapmada kullanilan RML istatistigi genel anlamda verilmaktedir.

Dordiincii boliimde, su ana kadar yapilan caligmalarla RML istatistigine gore ortaya
konmus Weibull ile log-normal, gamma ile log-normal dagilim giftleri arasindaki
ayrim agiklama amagli olarak incelenmistir. Genellestirilmis tistel ve Power Lindley
dagilimlar1 arasindan ayrim probleminin ¢oziimiine yonelik olarak RML istatistigi
elde edilmektedir. Ayrica elde edilen RML istatistiginin asimptotik dagilimi yine bu

bolumde verilmektedir.

Besinci boliimde, genellestirilmis {istel ve Power Lindley dagilimlar1 arasinda ayrim
yapabilmek icin bu c¢alismada elde edilen RML istatistiginin dogru sec¢im
performansini ortaya koymak icin kapsamli bir Monte-Carlo simiilasyon ¢alismasi

verilmektedir.

Altinct boliimde ¢alismada elde edilen bulgular tartisiimaktadir.



2. BAZI DAGILIMLAR

Bu boliimde ayni tiirden verilerin modellenmesinde kullanilabilecek iistel, Weibull,
gamma, log-normal ve Power Lindley dagilimlar1 ve bu dagilimlarin temel 6zellikleri
hatirlatilacaktir.

2.1. Ustel Dagilim

X pozitif reel degerli bir rasgele degisken olmak iizere; eger X rasgele degiskeninin

olasilik yogunluk fonksiyonu

S-S

1
—e?, x>0,6>0
f(x)=10 ’ 4 (2.1.1)
0 , digeryerlerde (d.y.)
ve dagilim fonksiyonu
F(x)=1-e?, x>0 (2.1.2)

biciminde ise X rasgele degiskenine tistel dagilima sahiptir denir ve X ~ Ustel (0)

biciminde gosterilir. Burada € dagilimin dlgek parametresidir. Ustel dagilimim

beklenen degeri, varyansi ve moment ¢ikaran fonksiyonu sirasiyla

E(X)=6 (2.1.3)

Var (X )=6? (2.1.4)
1 1

M, (t)—m, <3 (2.1.5)

bigimindedir. Ustel dagilim iistel aileye mensup tek tepeli bir dagilim olup farkl
parametre degerleri i¢in dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi Sekil

2.1.1 de verilmistir.
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Sekil 2. 1: Farkli parametre degerleri i¢in istel dagilimin olasilik yogunluk

10

==
s
Fa
L
B
]
=2}
-]
@
w0

fonksiyonunun grafigi

Ayrica tistel dagilimin bozulma (hazard) fonksiyonu;

Ge ?
h(x.0)= BN (2.1.6)
1-11-e?
dir. Esitlik (2.1.6)’dan agik¢a goriilecegi gibi dagilim sabit degerli bozulma
fonksiyonuna sahiptir.
Ustel dagilim yasam siirelerinin modellenmesinde kullanilan gamma, Weibull ve

Rayleigh dagilimlar ile iliskili bir dagilimdir.



2.2. Weibull Dagilim

Bir X rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu

foe (X, B, 2) = LA x50 (2.2.1)

biciminde ise X rasgele degiskenine Weibull dagilimina sahiptir denir. Burada
£ >0dagilimin Slgek parametresi A >0 ise dagilimin sekil parametresidir. Ayrica

Weibull dagilimin dagilim fonksiyonu
Fae (X 8,4)=1-¢" x>0 (222)

ile verilir. Farkli parametre degerleri igin Weibull dagilimmnin olasilik yogunluk

fonksiyonunun grafigi Sekil 2.2.1 de verilmistir.

L L L ‘h
0
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 45 5
A

Sekil 2. 2: Farkli parametre degerleri igin Weibull dagiliminin olasilik yogunluk

fonksiyonunun grafigi

Giivenilirlik ve yasam analizi uygulamalar1 gibi bir¢ok alandan elde edilen farkli

tiplerden pozitif verinin modellenmesinde Weibull dagilimi basar1 ile kullanilan



esnek bir dagilimdir. Giivenilirlik analizi uygulamalarinda sik¢a kullanilan Weibull

dagilimi i¢in bozulma fonksiyonu

~ B’ Xﬁ—le(ﬂ)ﬁ

h(x,z,ﬁ)_m

= pA"X" (2.2.3)

olup, parametrelerin fakli degerleri i¢in (2.2.3) ile verilen bozulma fonksiyonunun

grafigi Sekil 2.2.2 de verildigi gibi olmaktadir.

30

25T 3=2

107

-

0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 o 4.5 5

0

Sekil 2. 3: Farkli parametre degerleri i¢in Weibull dagilimmin bozulma

fonksiyonunun grafigi

Weibull dagilimin beklenen degeri, varyansi ve moment ¢ikaran fonksiyonu sirasiyla

E(X):%F(“%j (2.2.4)

Var<x)=%[r[1+§j(r@%m 225



ve
ol
M, (t)zi - r(1+%j, B>1 (2.2.6)

o n!

ile verilir. Ustel dagilimda oldugu gibi Weibull dagilimi da iistel aileye mensup tek

tepeli bir dagilimdir.

2.3. Gamma Dagilimi
Bir X rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu

f 5 a-1 e_X/ﬁ 0
(xe,B)=x ma X> (2.3.1)

biciminde ise X rasgele degiskenine gamma dagilimma sahiptir denir. Burada

£ >0dagilimin Slgek parametresi o >0 ise dagilimin sekil parametresidir. Ayrica

gamma dagilimin dagilim fonksiyonu

_7(a%/B) (23.2)
F(xa pB)= Fa) ! x>0
ile verilir, burada y (a,x/ )
Xp
y(a.x/B)= [t e dt (23.3)

0

biciminde tanimli tam olmayan gamma fonksiyonunu ifade etmektedir . Ayrica
(2.3.1) esitligi ile verilen olasilik yogunluk fonksiyonunun ve (2.3.2) de verilen
dagilim fonksiyonunun kullanilmasiyla, gamma dagiliminin bozulma fonksiyonu

]/(F( a) ﬂa)xafle*(x/ﬁ)

ha B = X T (@)

, x>0 (2.3.4)



biciminde elde edilir. Weibull dagiliminda oldugu gibi gamma dagilimi da
giivenilirlik ve yasam analizi uygulamalarinda olduk¢a yogun olarak kullanilan
onemli bir dagilimdir. « ve f parametrelerin fakli degerleri i¢cin gamma

dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonunun ve bozulma fonksiyonunun grafikleri

Sekil 2.3.1 ve Sekil 2.3.2 de verildigi gibi olmaktadir.

1.8

— =085
1.6 — =]
0=

=

1.4

1.2

Sekil 2. 4: Farkli parametre degerleri icin Gamma dagilimimin olasilik yogunluk

fonksiyonunun grafigi
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Sekil 2. 5: Farkli parametre degerleri icin Gamma dagilimmin bozulma

fonksiyonunun grafigi

Gamma dagilimin beklenen degeri, varyansi ve moment ¢ikaran fonksiyonu sirasiyla

E(X)=ap (2.3.5)
Var (X)=ap’ (2.3.6)
ve
M, (t)=(1-pt)", t<1l/p (2.3.7)
dir.

10



2.4. Log-Normal Dagilim

Bir X rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu

1 (In(x)-)’
o 207 (2.4.1)

: (X;'u'o-): Xo~ 2w

biciminde ise X rasgele degiskenine Log-Normal dagilimina sahiptir denir. Burada
4 dagilimin reel degerli konum parametresi o>0 ise dagilimm olgek

parametresidir. Log-normal dagilimin dagilim fonksiyonu

F(Xu0o) =%+%erf {%} (2.4.2)

ile verilir. Burada erf (k)

k
erf (k)= %J'e‘tzdt (2.4.3)
7T o

bigiminde tanimli hata fonksiyonudur (Abramowitz ve Stegun,1964). Log-normal

dagilimin beklenen degeri ve varyansi sirasiyla

E(X)=e""? (2.4.4)
Ve
Var(X)= (e"z —1)e2”“’2 (2.4.5)

dir. Log-normal dagilmis bir X rasgele degisken i¢in bozulma fonksiyonu (2.4.1) ve
(2.4.2) esitliklerinde verilen olasilik  yogunluk ve dagilim fonksiyonlarimin

kullanilmastyla

11



(2.4.6)

biciminde yazilir. Log-normal dagilimin olasilik yogunluk ve bozulma

fonksiyonlarinin  farkli parametrelere gore grafikleri Sekil 2.4.1- 2.4.2 de

verilmektedir.

0.4

0.35

fl:)(, 14 rJ']
o = =
o 5 P

=
=
tn

=
-

0.05

Sekil 2. 6: Farkli parametre degerleri i¢in log-normal dagilimin olasilik yogunluk

fonksiyonunun grafigi
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Sekil 2. 7: Farkli parametre degerleri i¢in log-normal dagilimin bozulma

fonksiyonunun grafigi

2.5. Genellestirilmis Ustel Dagilim

Bir X rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu
f(x;oc,ﬂp):oz/l(l—e‘“)a_l e, x>0 (2.5.1)

biciminde oluyorsa X rasgele degiskenine genellestirilmis iistel dagilima sahiptir
ise dagilimin dlgek

denir. Burada o >0 dagilimin sekil parametresi £ >0
parametresidir. Genellestrilmis tistel dagilim i¢in dagilim fonksiyonu,

(2.5.2)

F(x;a,l):(l—e’“)a, x>0

olup dagilimin bozulma fonksiyonu esitlik (2.5.1) ve (2.5.2) den kolayca
13



A(1—e ) e
h(x,a,1)= @ 1(_(1_e)ﬂx)“ (2.5.3)

olarak elde edilir (Gupta ve Kundu,1999). A =1alinarak « (sekil) parametresinin
degisik degerleri i¢in genellestirilmis tlistel dagilimin olasilik yogunluk ve bozulma

fonksiyonu grafikleri Sekil 2.5.1 ve Sekil 2.5.2” de verilmistir.

Il B _

0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 o 4.5 5
X

Sekil 2. 8: Farkli parametre degerleri i¢in genellestirilmis tistel dagilimin olasilik

yogunluk fonksiyonunun grafigi

14



m— 1=0.5
=2

Sekil 2. 9: Farkli parametre degerleri i¢in genellestirilmis tistel dagilimin bozulma

fonksiyonunun fonksiyonun grafigi

Genellestirilmis Ttstel dagilimin beklenen deger, varyans ve moment c¢ikaran

fonksiyonu, sirasiyla;

E(X)=%(‘P(a+1)—‘l’(1)) (2.5.4)
Var(X) :%(‘P'(l)—‘l"(a +1)) (2.5,6)

M, (1) = a}tl"(a)l“[l—;j / F[a+1—;) @57)

dlin
dir. Burada ¥ (a) = 3 (a) biciminde taniml1 Psi fonksiyonunu ifade etmektedir.
a

15



2.6. Power Lindley Dagilim

Power Lindley dagilimi ilk kez Githany vd (2013) tarafindan pozitif degerli verilerin
modellenmesi i¢in Onerilmis Gamma, Weibul, Log-Normal, Genellestirilmis {istel
dagilim gibi popiiler dagilimlara 6nemli bir alternatif olan bir dagilimdir. Power

Lindley dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu

0,32 0\ 0-1,—-px°
f(x,@,ﬂ)=ﬂ+l(1+x )x e (2.6.1)
ve dagilim fonksiyonu

(1 B o )ase
F(x0,6)=1 [1+,B+1X je , x>0 (2.6.2)

bicimindedir. Burada fg>0 oOlcek parametresi, >0 ise sekil (ters sekil)
parametresidir. Esasinda, Power Lindley dagilimi, (&, #) parametreli bir Weibull ve
(2, 6,p) parametreli genellestirilmis gamma dagilimlarimin iki bilesenli bir

karmasidir. Dagilimin beklenen degeri, varyanst ve moment ¢ikaran fonksiyonu,

sirasiyla;

E(X)=%(‘P(a+1)—‘1’(1)) (2.6.3)
Var(X) :%(‘P'(l)—‘l"(a +1)) (2.6.4)
ve

M, (t):(Ml“(a)l“(l—;)/l“(a+l—;) (2.6.5)
dir (Ghithany vd, 2013). Dagilimin bozulma fonksiyonu ise

, (1+ xe)x‘g‘1

(2.6.6)
L+1+ px°

H(x)=6B

16



bi¢ciminde olup farkli parametre degerleri i¢in Power Lindley dagiliminin olasilik

yogunluk fonksiyonu ve bozulma fonksiyonlarina ait grafikler Sekil 2.6.1- 2.6.2 de

verilmistir.
25 T T T T T T
— =1
0=1.5
2 S
1.5
<
<
)
[ry
1 H
e
4 45

Sekil 2. 10: Farkli parametre degerleri i¢cin Power Lindley dagiliminin olasilik

yogunluk fonksiyonunun grafigi
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h(x, 8, 5)
n

Sekil 2. 11: Farkli parametre degerleri i¢cin Power Lindley dagiliminin bozulma

fonksiyonunun grafigi
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3. OLABILIRLIK ORANINA DAYALI AYIRICI iSTATISTiK

Bu kisimda aralarinda ayrim yapilmasi diisiiniilen ve birbirinin alternatifi olan iki
dagilim ic¢in en biiyiliklenmis olabilirlik fonksiyonlarinin oranina dayali olarak
tanimlanan ayirici istatistik verilecektir.

X

Xy, X, rasgele orneklemi f(x,6,6,) veyag(x,f,/3,)olasihik yogunluk

1 Xo e X,
fonksiyonlarina sahip dagilimlarin herhangi birinden alinmis bir rasgele 6rneklem
olmak tzere; X,,X,,...X,, f (X,Hl,HZ) olasilik yogunluk fonksiyonlu dagilimdan

LA

alinmis oldugunda X, X,,..., X, rasgele degiskenlerinin olabilirlik fonksiyonu

n

L =] f(x.6.6,) (3.1)

i=1

ve (3.1) ile verilen olabilirlik fonksiyonun logaritmasi

InL, :anln f(x.6.,6,) (3.2)

biciminde ve benzer olarak, X, X,,...X,, (X /f.f5,) olasilik yogunluk
fonksiyonlu dagilimdan alinmis oldugunda X, X,,..., X, rasgele degiskenlerinin

olabilirlik fonksiyonu

Lg= n g(Xi'ﬁlfﬂz) (3.3)

i=1

ve (3.1) ile verilen olabilirlik fonksiyonun logaritmasi

InL, :ilng(xi,ﬁl,ﬂz) (3.4)

bigiminde gosterilsin. Bu gosterimler altinda f ve g dagilimlarinin ayrimi igin

kullanilacak bir test istatistigi en biiyiiklenmis olabilirlik fonksiyonlarmin oranina

dayal1 olarak

Lf
T=In L—J (3.5)
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biciminde tanimlanir. Ayrica her iki dagilimin parametrelerinin tahmin edilmesi ve

elde edilen tahmin degerlerinin f ve g dagilimlarinda yerlerinde kullanilmasiyla

(3.5) ile tanimlanan T istatistiginin 6rnekleme bagli degeri

Lf
T=In L—J (3.6)

biciminde verilir. Boylece (3.6) ile hesaplanan T istatistiginin degeri g6z Oniinde

bulundurularak; T >0 ise X, X,,...,, X, rastgele orneklemi f olasilik yogunluk

n

fonksiyonlu dagilimdan alinmistir, aksi halde X, X,,..., X, Orneklemi g olasilik

yogunluk fonksiyonlu bir dagilimin bir 6rneklemidir, bigiminde karar verilir.

(3.5) de verilen T istatistigi kullanilarak yapilan test icin testin giicii ve anlam
duzeyi hakkinda bir sey sdylenemez. Yapilan testin giicli ve anlam diizeyi hakkinda
bir sey sOylenebilmesi i¢in T istatistiginin dagiliminin belirlenmesi gerekmektedir.
Ancak heniiz higbir durumda T istatistiginin dagilimi agik olarak belirlenememistir.
Dolayisiyla Testin giicii ve anlam diizeyi hakkinda yaklasik da olsa bir deger
verilebilmesi i¢in kullanilan istatistigin asimptotik dagilimi olduk¢a Onem

kazanmaktadir. T istatistiginin asimptotik dagilimi 6rneklemin f olasilik yogunluk
fonksiyonlu dagilimdan veya g olasilik yogunluk fonksiyonlu dagilimdan alinmis

olmasi durumlar1 g6z dniinde bulundurularak belirlenebilmektedir.

Lemma 3.1: X, X,,.., X, rasgele degiskenlerif(x,é?l,é?z) olasilik  yogunluk

n

fonksiyonlu dagilimin bir 6rneklemi olsun. Bu durumunda N — o0 igin

i), —"Y g ve §,—"mhy s g

E, (In(f(x6.6,)))= r;wz;xE (In(f(x;él, AZ)))
ii) f—00Ys B, Yy
e (in(0 (x4 2))) = max, (n(9 (4. )))
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1 1

iy n?[T—E (T)] ve nfE[T*—Ef (T)] asimptotik olarak denktir. Burada

varsayimlar altinda T istatistigi E; (T) beklenen degeri ve V, (T) varyanst ile

asimptotik normal dagilir. Burada

B (T) _¢ (Inf( éé))_Ef(lng(x,ﬁlﬁz))

=V, (Inf(x.8.6,)-Ing(x A.4,))

olarak hesaplanir. (Gupta ve Kundu,2004)

Lemma 3.2: X,,X,,.., X, rasgele degiskenlerig(x,ﬂl,ﬂz) olasilik yogunluk

fonksiyonlu dagilimin bir 6rneklemi olsun. Bu durumunda N — o igin

i)g,—"hY 59 ve §, Y 50

E, (In(f(x6,6,)))=maxE, ('”( f (x4, 2)))

6.6,

1) RN Sy QLN
e (Infa (x5 ))) = max€, (in(g (0 1.2))

i) n_;[T—Ef (T)] ve n_;[T*—Ef (T)] asimptotik olarak denktir. Burada

r .{M} i

L (4..)

varsayimlart altinda T istatistiginin dagilimi E_| (T) beklenen degeri ve V, (T)

varyansi ile asimptotik normal olmaktadir. Burada

21



E (T
g( ):Eg
n

(In f (x,él,éz))—Eg (In g(X,/}pﬁz))

Ve (T)

n

=V, (In f (x,él,éz)—ln g(&ﬂ}ﬂl))

olarak hesaplanir.
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4. BAZI DAGILIM CIiFTLERI iCiN RML iSTATISTiGi

Bu kisimda aralarinda ayrim yapilmasi disiiniilen ve birbirinin alternatifi olan iki
dagilim ic¢in en biiyiliklenmis olabilirlik fonksiyonlarinin oranina dayali olarak

tanimlanan ayirici istatistik verilecektir.

4.1. Weibull ve Log-Normal Dagilimlar1 Arasinda Ayrim

Xy, Xy, X, rasgele orneklemi  f (x,0,0) veya f . (x, B, 4)olasilik yogunluk

n

fonksiyonlarina sahip dagilimlarin herhangi birinden alinmis bir rasgele 6rneklem

olmak uzere; X, X,,..., X,, f (X,G, 9) olasilik yogunluk fonksiyonlu dagilimdan

n'

alinmis oldugunda X, X,,..., X, rasgele degiskenlerinin olabilirlik fonksiyonu

n (4.1.1)

Loy :H fin (Xi,O',t9)

i=1

ve (4.1.1) ile verilen olabilirlik fonksiyonun logaritmasi

InLy =Y. Inf, (x,0,0) (4.1.2)
i=1

biciminde ve benzer olarak, X, X,,...X,, fe(X 3 4) olasihk yogunluk

fonksiyonlu dagilimdan alinmis oldugunda X, X,,..., X, rasgele degiskenlerinin

olabilirlik fonksiyonlari

Le :f[ fue (X, B, 4) (4.1.3)

ve (4.1.1) ile verilen olabilirlik fonksiyonun logaritmasi

InL, = Zn“ln fue (X, 5. 4) (4.1.4)
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biciminde gosterilsin. Bu gosterimler altinda log-Normal ve Weibull dagilimlarinin
ayrimi i¢in kullanilacak bir test istatistigi (3.5) ve (3.6) esitlikleri goz Oniinde

bulundurulmasi ve f ve f,. fonksiyonlarinin kullanilmasiyla

:iln(fm Xi,&,é))—iln(fWE (xi,lé,,i)) (4.1.5)

i=1 i=1
:znlln 1 e{('“‘*'"é)z/ ) 3 In[ 3P x” ‘18_(Xii)ﬁ]
i-1 N27x. & =1
A B
=A+B

olur. Esitlik (4.1.5) de

A:anln Zn—znlln X, —iln&—i[ln X, —In 9}2/2&2
i=1

i=1 i=1 i=1

(4.1.6)
—Minoz—nmé-nins-2
2 2
ve
n A2h —(xii)l}
B=>In| pi/x/"e
= 4.1.7)

:ZIn,@+BZIni+(ﬁ—l)ZInxi —i’}ZXiﬁ
i=1 i=1 i=1 i=1
dir. (4.1.6) ve (4.1.7) esitliklerinin (4.1.5) esitliginde yerlerinde kullanilmasiyla
PPNV
T= n[%— |n[c:vﬁ(,w) \/2;zD (4.1.8)
elde edilir.
Boylece (4.18) ile elde edilen T’ istatistiginin degeri 0’dan biiyiikse veri seti i¢in

Log-Normal dagilimin daha uygun oldugu sdylenebilir aksi halde Weibull

dagiliminin veri setinin modellenmesinde daha uygun oldugu sonucuna varilir.
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(4.18) ile elde edilen T istatistiginin asimptotik dagilimi 3. Boliimde verilen Lemma
1 ve Lemma 2 g6z Oniine alinarak Kundu ve Manglick (2004) tarafindan elde

edilmistir.

Verilerin log-normal dagilimdan geldigi varsayimi altinda ii¢iincii boliimde verilen

Lemma 1’in goz Oniine alinmasiyla (4.1.8) esitliginde verilen istatistiginin dagilimi

E.\ (T) beklenen degeri ve V,,, (T) varyansi ile asimptotik normaldir. Burada

A= T'” 1 e[(ln x—In 9)2/2(,1

— fiu (X 0,0)dx
0

:T —%InZn—lnx—lna—[(ln x—InH)Z/ZGZJ fun (X0,0)dx
) |

D E
C F

dir. Burada

C

J.[—IHZE} X0'49)d :l|n27z,
0 2

D= Ilnx (x;0,6)dx,
0

E(Inx)

E=Iho,
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1.,

D=06e?"
F=e"6%

Ayrica (4.1.9) esitliginde

olarak hesaplanir. Boylece E (T) beklenen degeri

Ein (T)=—%In2n—lna+ln0—2(ln0)2 -
Jnﬁ—ﬁlni—(ﬁ—l)lnm(je) Nl
(

1 1 ~ s s
=—ZIn2z-=-Inp-FIni+ /2
SN2z -2 -Inf-p )

olarak hesaplanir.

V. (T) asimptotik varyansi ise (Kundu ve Manglick, 2004) tarafindan
VLN (T)
n

~ AV, (0) =Vyy (In iy (61.2) =1 fue (3 3,7))
_V(,BlnXJr (InX )’ (Zx)ﬁj
2 1 NP o 2)p
=5 5+ (7)) (7 —e7 )35 (A) &

=€ —g =0.2182818

bi¢iminde elde edilmistir.
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Tamamen benzer adimlar izlenerek, verilerin Weibull dagilimindan geldigi durum da

(4.1.8) esitligi ile verilen T istatistiginin asimptotik dagilim1 E,. (T) beklenen degeri

ve Ve (T) varyans ile asimptotik normaldir. Burada

e (1) = [ 0 (66.6)) - e (x23)
- _%m(zﬂ)—ln & 222 {%:(W(l)—'” 9)2}“1_‘/’(1)
:%—%Iﬂn—i—%ms_‘//(l)
=-0.905730.

ol

=0.2834081.

dir (Kundu ve Manglick, 2004 )
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4.2. Log-Normal ve Gamma Dagilimlar: Arasindaki Ayrim

X, X X, rasgele orneklemi f (X, o, 9) olasilik yogunluk fonksiyonlu log-

IERAV IR n

normal veya f, (X, a, fp ) olasilik yogunluk fonksiyonlu gamma dagilimindan alinmis

bir rasgele orneklem olsun. X, X,,..., X, , rasgele degiskenlerinin sirasiyla log-

no
normal ve gamma dagilimlarindan alinmis olmasi géz oOnlinde bulundurularak

Xy X,,..., X, rasgele degiskenlerine ait olabilirlik fonksiyonu sirasiyla

Lo (%,6,0) =] ] fun (%,6.) (4.2.1)
ve

n

Loa (X2, 2) =] ] fon (% . B) (4.2.2)

i=1
biciminde gosterilsin

log-normal ve gamma dagilimlari arasinda se¢im yapabilmek i¢in RML yontemine

dayal1 bir ayirict istatistik (3.6) esitliginin kullanilmasiyla

Tzln[LLN (Xi,a,ﬁ)] 423
LGA(Xi’a’ﬂ) (4.23)

bigiminde kolayca yazilabilir . Burada L, (O', 0) Log- Normal dagilimin olabilirlik

fonksiyonu nu ve Lg, (a, ﬂ) Gamma dagilimin olabilirlik fonksiyonunu

gOstermektedir. Log-Normal dagilimin parametrelerine ait en ¢ok olabilirlik tahmin

edicileri 6,6 ve Gamma dagiliminin parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahmin

edicileri &, 3 biciminde gdsterilmek iizere, parametre tahmin ediciler kullanilarak T

istatistigi

T=In LLN(xi, A,é)—ln LGA(xi,&,ﬁ) (4.2.4)
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olarak yazilir. Sirasiyla (2.4.1) ve (2.3.1) esitlikleri ile verilen log-normal dagilimin
olasilik yogunluk fonksiyonu ve gamma dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu

g0z Oniine alinmasiyla (4.2.4) esitligi ile verilen T istatistigi agik olarak;

(In—j (4.2.5)

n n

In LGA:—ndlnB—nInF(o‘z)+(o}—1)Zlnxi—%in (4.2.6)

InL,, :—gln(Zyz)—Zn:In(xi)—nln 5
i=1

ve

olmak iizere (4.2.5) ve (4.2.6) esitliklerinin (4.1.4) esitliginde yerinde kullanilmasiyla

T:——In 27) Zln(x) niné 21 (| ng y
O'

i=1

[—n(&lnﬁﬂnl‘( ))+(@- 1)Z(In ))-

(4.2.7)

=—Eln 27r Ly (In
2 26
n( Ing+InT (& ) Zx

olarak elde edilir. X :EZXi =>nX=)x ve Y Inx :In[Hxij oldugu goz
N5 i1 i1 i-1

Oniine alinarak (4.2.7) ile verilen T istatistigi

T= n[(o}ln,@JrInF(d))—lln(Zﬂ)—lnc§+£j—
2 B
dl:[ln(xi)—z(ls_z Z(mx—j

(4.2.8)

i-1 0

n yn n
olarak yazilir. Ayrica (Hxij =X ve aInHXi=an|n(X) gOsterimlerinin

i=1 i=1

kullanilmastyla
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T= n[(o}ln,@JrInF(d))—%ln(Zﬂ)—ln&Jr%j_
(4.2.9)

2
n 1 X:
02| |In X.) — In—
i1 ) 26° ( ej

i=1

yazilabilir. (4.2.9) esitliginin diizenlenmesiyle

S (oT@) X X 1 & x)Y 1
T_n(ln —aInE+7— 572 (In—] —Eln(Zn)] (4.2.10)

elde edilir. Unutulmamalidir ki, log-normal dagilim icin

, 2\ v

A .~ |1 X g A X

=X ve o= —Z(In —A') ve gamma dagilmi icin a=-—+ iliskileri
Nz 0 4

gecerlidir. (4.2.10) esitligi ile elde edilen T istatistigin degeri 0’dan biiyiikse veri seti

icin log-normal dagilimin daha uygun oldugu sdylenebilir aksi halde gamma
dagiliminin veri setinin modellenmesinde daha uygun oldugu karar1 verilir.

Kundu ve Manglick (2005) tarafindan (4.2.10) ile verilen T istatistiginin asimptotik
dagilimi Cizelge 4’de verildigi sekilde elde edilmistir.
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Cizelge 4.1: Log-normal ve gamma dagilimlarinin ayrimi i¢cin RML ydntemine

dayali ayirict istatistik i¢in asimptotik sonuglar.

Veriler log-normal dagilimdan geldiginde

E.\ (T) asimptotik beklenen deger:
E

%; AM., () :(—m 2n—|na—%j—(—dln5—|nr(oz)—%e§“zJ

1
:—Lln2n+lna+%)+dln,§+lnl‘(d)+%ez

V., (T)asimptotik Varyans:

et T )= o s%.0) s 1.5

=V, | —ain X+ X~ 12(|nx)2
B 26

=G+o? +%e‘*z (e‘*z —1)+%—%Cov(ln X, X)—%Cov((ln X)2 , X)

Veriler Gamma dagilimdan geldiginde

Eca (T) asimptotik beklenen deger:

EeAn(T) = AM, (@) = EGA[In( fiy (X;(}'é))_ln(fGA(X;a,i))}

:-%In(Zﬂ)— NG — 2;2 (1//'(05)+(1//(a)— Ing)Z)

+ In(F(a)) + a(l—t//(a))

Ve, (T) asimptotik varyans:

VGAn(T) = AV,, (@) :VGA[In( fly (X;&,é))—ln(fGA(X;a,l))J
=a+a’y'(a)-2a(y (a+1)+y(a))-
i{a(a +1)(1//’(05+2)—1//(01+2))2 —(In é)at//'(a +1)+a(|n 5)2 a(l//’(a)l//(a))zl

—Z(In é)l//(a)—Zal//’(a)l//(a)—dl//"(a)+2(|n O)y'(a)

~2
o

1 [W(aﬁ4v/(a)%’/"(“)+4‘//(“)("’(a))z +2(W((a))2}

45 —4(In é)y/"(a)—&//(a)t//'(a)ln6’~+4l//’(a)(|n 67)2
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4.3. Genellestirilmis Ustel Dagihm ve Power Lindley Dagilimlar1 Arasindaki
Ayrim

Bu kisimda genellestirilmis tistel dagilim ve Power Lindley dagilimlariyla uyumlu
bir veri seti icin ilgili iki dagilimdan hangisinin optimal oldugunu belirleyebilmek
icin RML yontemine dayali ayirict bir istatistik ve bu ayirict istatistigin asimptotik
dagilimi elde edilecektir.

Varsayalim ki; X, X,,..., X, rasgele orneklemi f_. (X,a,ﬂ) olasilik yogunluk

fonksiyonuna sahip genellestirilmis {istel veya fPL(X,G, ,B) olasilik yogunluk

fonksiyonuna sahip Power Lindley dagilimlarinin herhangi birinden alinmis bir

rasgele orneklem olsun; X, X,,..., X rasgele degiskenlerinin  sirasiyla

n?
genellestirilmis listel ve Power Lindley dagilimlarindan alinmis oldugunda

X X,,..., X, rasgele degiskenlerine ait logaritmik olabilirlik fonksiyonu sirasiyla

In(LGE (x,a,ﬂ)) =nin(a) +nIn(A) + (« —1)anln(1—e’ﬁXi ) —izn: X.) (4.3.1)

ve

In(Ly, (x,6,8))=nIn(6)+2nIn(B)—nin(S+1)+
n n (4.3.2)

>in(1+ xi9)+(9—1)iznllln(xi)—ﬂZ(xig)

i=1 i=1

dir. (4.3.1) ve (4.3.2) esitlikleri yardimiyla ve (3.5) ile verilen tanimlama

kullanilarak ilgili iki dagilim arasinda ayirim yapabilecek bir istatistik

Lee (X,a,/i)
T= In(—LPL (x,@,ﬁ)

=nIn(a) +nin(2) + (« —1)Zn: In(l—e ™) — izn: X,)

=—{nIn(@)+2nIn(B)-nin(B+1)+

>In(1+ xi9)+(9—1)gln(xi)—ﬁg(xie)}

i=1

}: In(Lee (%, 4)) = In(Ly, (x.6,5))

(4.3.3)

olarak kolayca yazilabilir. (4.3.3) esitliginde gerekli sadelestirmeler yapilarak
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i—1 X+ X

T:[ [ln(%ﬁﬂ}i In % - px! (4.3.4)

elde edilir. a, A, @ ve B parametrelerinin sirasiyla &, A, 6 ve B en cok olabilirlik

tahmin edicileri (4.3.4) esitliginde yerlerinde kullanilmasiyla

aA(f+1) ! (1— e’ )éﬁ1 .

= —_— _ 0
T 203 +Zl: In W01y 201 Px (4.3.5)
bi¢iminde yazilir. Burada
s\ 2n n
Z(Xig): B (4.3.6)

i1 g p+1
dir (Ghithany vd, 2013). (4.3.6) esitliginin (4.3.5) esitliginde yerinde kullanilmasiyla

&i(ﬁ-ﬁ-l) (6- .
= I — — I — 9
T=[n|In 27 p +Z:‘{n((l+x o ] ﬂxl

={n|ln w (n—)+2{ln[%}

2037 = @+ x")x

elde edilir. (4.3.7) esitligi yeniden diizenlenirse

NG e n(+2)
T=|nln Y n__)j{im((ux )x“ﬂ_; W)

A (B +1 3 +2 "
T=|n|m| < ('AB+) _n(Aﬁ+ ) +£A—1 +Z{In{;ﬂ (4.3.8)
20 B+1 a i @Q+x7)x"*

elde edilir. Boylece (4.3.8) ile elde edilen T istatistiginin degeri 0’dan biiylikse veri
setini genellestirilmis tistel dagilimla modellenmelidir aksi halde Power Lindley

dagiliminin veri setini modellemede daha uygun oldugu soylenir.
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(4.3.8) esitligi ile elde edilen T istatistiginin asimptotik dagilimi Gglnct bolimde
verilen iki durum goz Oniine alinarak; verilerin genellestirilmis iistel dagilimdan veya

verilerin Power Lindley dagilimindan geldigi varsayimlari ile elde edilebilir.

DURUM 4.3.1 Verilerin genellestirilmis iistel dagilimdan geldigini ve {igiincu

boliimde verilen Durum 1°1 g6z Oniinde bulundurarak esitlik (4.3.8) ile verilen T

istatistiginin asimptotik dagilim Eg. (T) beklenen degeri ve Vg (T) varyansi ile

Asimptotik Normal dir.

Eee (T) beklenen degeri, Lemma 3.1 in gdz Oniine alinmasiyla

Ece (T) ~ AM. = Eq [In(fGE (X;a,l)) In( ( X0, 'B))}

. (4.3.9)
=E. |:|n( fGE (X; a, /1))] - B [In< fPL (X; é’ 'B)ﬂ

bi¢iminde yazilabilir. E (T) asimptotik beklenen degerinin ag¢ik bir ifadesini elde
edebilmek igin ilk olarak (4.3.9) esitliginde meveut Eqg | In( foe (X, 2))] terimini

hesaplayalim. Beklenen degerin tanimindan

EGE(In(fGE(x;a,/l))): In( foe (X)) foe (x)dx

(Ina+|nﬂ+(a 1)In( e’“)—/lx) fee (X)dx

o'—,S O ey 8

T Ina fGde+T IN2) foe (X)dx+
(a-1) j In(1-e7) fo (X)dx— A j Xfee (X)dx  (4.3.10)

=Ina+InA-AE (X)+(a 1) Eg (|n(1_e—m))
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olarak elde edilir. Burada Eg (X) genellestirilmis tistel dagilimin beklenen degeri

olup
E.. (x) :G(W(a +1)—1//(1))j (4.3.11)

dir (Gupta ve Kundu, 2001) Ayrica (4.3.10) denklemindeki E. (ln (1-e7 )) terimi,

0

1

Eee (IN(1-¢7)) = [In(1-e™)ad(1-e )" e dx (4.3.12)
0

olup, u=1-e* déniisiimii yardimiyla

=5 (In(l—ef“)) = ajl.ln u(u)du= —é (4.3.13)

olarak kolayca hesaplanir.

Simdi de (4.3.9) beklenen degerini hesaplayabilmek icin EGE[In(fPL(x;é, [3))}
beklenen degerini hesaplayalim. Power Lindley dagilimmin olasilik yogunluk

fonksiyonu goz oniinde bulundurularak E. [In( fo (x;é,ﬁ))} terimi

0

Eec (In( fo (xéﬁ))) = Iln(é) foedx + ZIIn(B) foedX —Iln(ﬁ +1) foedx +

0

o - ¢ (4.3.14)
Iln(l+ xé) fGde—,B.[xé foeOX
0

0

D E

bi¢giminde yazilabilir. (4.3.14) beklenen degerinde A=In (é) , B=2In ( Y ) ve

C=-In ( p +1) olduklari agikardir. (4.3.14) esitligindeki D terimi ise genellestirilmis

iistel dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu goz 6niine alinarak
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Ot 8§ O%—=—3

D = [In(1+x) foedx

In(1+x")ad(1-e ) e dx
:DX
(4.3.15)

biciminde hesaplanir. (4.3.15) ile verilen integral analitik olarak alinamamakla
birlikte sayisal olarak kolayca hesaplanabilir. Son olarak (4.3.14) esitligindeki E

terimi genellestirilmis iistel dagilimm @. momenti olup

C = _5I X’ foedx = _Bﬂg
0

(4.3.16)

a-1

dir, burada 2, :ak!i(—l)j( _ j#“ dir (Gupta ve Kundu, 2001).
=0 J (j +1)

Elde edilen A, B, C, D ve E terimleri gz 6nlinde bulundurularak (4.3.14) ile verilen

beklenen deger
E.. [ln( £ (x;é,ﬁ))} =In(d)+2In(5)~In(3+1)+D, — By, (4.3.17)

biciminde elde edilir.

Eee (T)

n
(4.3.10), (4.3.11), (4.3.13) ve (4.3.17) esitliklerinin gbz 6niine alinmasiyla

Eee (T) ~ AM :{lnmlnﬂ,—i(%(y/(a+1)—w(1))j—w}—

n a

Boylece (4.3.9) ile hesaplanmak istenen

asimptotik beklenen degeri

{ln(é)+2|n(/§)—|n(ﬂ~+1)+Dx _@xmﬂé}

(4.3.18)

olarak elde edilir.
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Durum 4.3.1 icin asimptotik varyans V. (T ) ise

VGET(T) ~ AVq (T) =V, [In( foe (i, 1)) - In( for (xéﬁ’))}

foe (X, A)dx

g
(4.3.19)

biciminde hesaplanir. Ancak (4.3.19) ile verilen integral analitik olarak elde

edilememektedir ve sayisal olarak hesaplanmalidir.

DURUM 4.3.2: Varsayalim X, X,,..., X, gozlemleri 6,3 parametreleriyle Power
Lindley dagilimindan alinmis olsun. Bu durumda (4.3.8) ile verilen T istatistiginin

asimptotik dagilimi  E,_ (T) beklenen degeri ve V, (T) varyansi ile Asimptotik

Normal dir.

Ispat: (4.3.8) ile verilen T istatistiginin asimptotik beklenen degeri 3. béliimde

verilen Lemma 2’nin gz 6niine alinmasiyla

E. (T)

< AM, = B, [In( 1o (0@ 2)) =y (x:0.5)) |
=E, [ In(fee (%@ 2)) |~ En [In( o (x.6.5))]

(4.3.20)
yazilabilir. Eg (T) asimptotik beklenen degeri i¢in agik bir ifade elde edebilmek i¢in
(43.20) esitliginde verilen Ep [In(foe (x2,4))] ve Ey [In(fo (x:6,5))]

beklenen degerleri hesaplanmalidir. Sirasiyla (GE pdf) ve (PL pdf) ile verilen
genellestirilmis tistel dagilimin ve Power Lindley dagilimmin olasilik yogunluk

fonksiyonlar1 g6z oniine alinirsa
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((a—l)ln(l-e* )) o (%0, B)dxX I o (X0, B)x
r[t (6(B+1)+0)
=Ini+In@+(&-1)¢p (4,x)-4 (Zgﬂ%(ml)

(4.3.21)

bigiminde elde edilir. Burada ¢, (4,x) = Tln(l—e‘ix ) g/fl(u x”)x" e dx dir.
0

Benzer sekilde Ej, [In( fo (%6,5 ))] beklenen degeri

o0

Eo. (In( fo, (X;H,ﬂ))) :Iln (0) o (%0, B)dx +

o0

2[IN(B) o (x.6,8) k[ In(5+1) £ (x:0, B)dx+

) ) (4.3.22)
.[In(l+ xg) for (X G,ﬂ)dx—ﬂjxg fo (X6, B)dx

(—e’E(-B)- ) B+2

=Ing+2Inf-In(f+1)+ (B (B+Y)

© —X

olarak kolayca hesaplanir. Burada E, (—ﬂ) = J- ©
-B

dx bi¢iminde tanimlanmis tstel

integrali (Abramowitz ve Stegun, 1964) ifade etmektedir .

Boylece (4.3.20) esitliginde (4.3.21) ve (4.3.22)’iin yerlerinde kullanilmasiyla
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r(L\op+1)+0
EPL(T)zAMpL: |n,i+|n&+(d—1);PL(i,x)_,{ (HJ(}/(( )) ) _
: 6B (B+1
e
(4.3.23)

olarak elde edilir.
Durum 4.3.2 icin asimptotik varyans V,, (T),

VPL (T)
n

~ AV, (T)=V,, [In( foe (X;d,/i))— In( foL (X;@,ﬁ))}
)

(4.3.24)

integralinin sayisal ¢oziimiinden elde edilir.



5. SIMULASYON CALISMASI

Calismanin bu boliimiinde, genellestirilmis tstel dagilim ve Power Lindley
dagilimlar arasinda ayrim yapmak i¢cin RML ydntemine dayali olarak elde edilen
ayirici istatistigin dogru ayrim performansini degerlendirebilmek ve yine kisim 4.3
de elde edilen asimptotik sonuglarin nasil ¢alistigini ortaya koymak icin yapilan
simiilasyon c¢aligmalarina yer verilmektedir. Simiilasyon caligmasinda iki farkl
senaryo iizerinde durulmustur. ilk senaryoda, verilerin genellestirilmis iistel dagiliml
oldugu varsayilarak, genellestirilmis {istel dagilimin « ve A parametreleri sirastyla
a=05,1,2 ve 1=0.25,05,1,15, 2, 4,10 olarak secilmistir. Ayrica, yontemin
farkli Orneklem biyiikliklerindeki performansin1 ve biiyiikk Orneklemlerdeki
davranisin1 ortaya koyabilmek igin 6rnek sayisi n, 30, 50, 80, 100 ve 200 olarak
alinmustir. Ik senaryo icin 1000 tekrar ile elde edilen simiilasyona dayali dogru
secim olasiliklar1 (SDSO) ve asimptotik dogru se¢im olasiliklar1 (ADSO) Cizelge
5.1-5.3 ile gizelgelenmistir.

Cizelge 5. 1: Veriler genellestirilmis tstel ( ) dagilimli oldugunda, parametresinin

farkli degerleri icin dogru se¢im olasiliklari

n
A Yontem 30 50 80 100 200
0.25 SDSO 0.7000 0.7240 0.7680 0.8200 0.8440
ADSO 0.6676 0.6829 0.7457 0.7760 0.8401
0.50 SDSO 0.6880 0.7080 0.7440 0.7280 0.8600
ADSO 0.6678 0.7018 0.7428 0.7195 0.8429
1.00 SDSO 0.6960 0.7160 0.7880 0.7640 0.8360
ADSO 0.6664 0.7202 0.7655 0.7757 0.8255
1.50 SDSO 0.6640 0.7080 0.7520 0.7800 0.8880
ADSO 0.6476 0.7092 0.7581 0.7487 0.8660
2.00 SDSO 0.7080 0.7320 0.7840 0.8000 0.8760
ADSO 0.6786 0.7230 0.7637 0.7913 0.8741
4.00 SDSO 0.6960 0.7760 0.7760 0.7640 0.8600
ADSO 0.6711 0.7346 0.7665 0.7761 0.8585
10.00 SDSO 0.7040 0.7360 0.8120 0.7720 0.8720
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ADSO 0.6927 0.7399 0.7843 0.7773 0.8545

Cizelge 5. 2:  Veriler genellestirilmis tistel () dagilimli oldugunda, parametresinin

farkli degerleri i¢in dogru se¢im olasiliklari.

n

A Yontem 30 50 80 100 200
0.25 SDSO 0.6640 0.6960 0.7120 0.8040 0.8640
ADSO 0.6572 0.6876 0.7121 0.7630 0.8497
0.50 SDSO 0.6760 0.7400 0.7760 0.8440 0.8560
ADSO 0.6453 0.7056 0.7472 0.7866 0.8632
1.00 SDSO 0.6920 0.6920 0.7960 0.8120 0.8720
ADSO 0.6272 0.6915 0.7916 0.8167 0.8842
1.50 SDSO 0.6720 0.6480 0.8160 0.8160 0.9200
ADSO 0.6660 0.6462 0.8143 0.8130 0.9073
2.00 SDSO 0.5880 0.7120 0.7760 0.8040 0.8720
ADSO 0.5932 0.7021 0.7643 0.7827 0.8541
4.00 SDSO 0.5720 0.6960 0.7040 0.7560 0.8320

ADSO 0.5648 0.6819 0.7024 0.7387 0.8250
10.00 SDSO 0.5720 0.6520 0.7040 0.7360 0.8600
ADSO 0.5468 0.6274 0.7124 0.7320 0.8529
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Cizelge 5. 3: Veriler genellestirilmis tstel ( ) dagilimli oldugunda, parametresinin

farkli degerleri icin dogru se¢im olasiliklari

n

A Yontem 30 50 80 100 200
0.25 SDSO 0.7000 0.7720 0.8160 0.8440 0.8840
ADSO 0.6812 0.7256 0.8236 0.8204 0.8966
0.50 SDSO 0.7000 0.7840 0.8040 0.8720 0.9440
ADSO 0.6718 0.7959 0.8028 0.8737 0.9485
1.00 SDSO 0.7120 0.8000 0.8760 0.8920 0.9560
ADSO 0.6848 0.7710 0.8837 0.8813 0.9523
1.50 SDSO 0.7200 0.8120 0.8400 0.9280 0.9560
ADSO 0.6956 0.7947 0.8408 0.9246 0.9504
2.00 SDSO 0.6880 0.7760 0.8200 0.8960 0.9360
ADSO 0.6615 0.7834 0.8277 0.8873 0.9448
4.00 SDSO 0.6760 0.7680 0.8040 0.8280 0.9120

ADSO 0.6718 0.7510 0.7950 0.8162 0.9200
10.00 SDSO 0.6280 0.7040 0.7960 0.8760 0.9240
ADSO 0.6287 0.7228 0.8044 0.8634 0.9228

Cizelge 5.1-5.3 ‘den acik olarak goriilebilecegi gibi, tiim durumlarda simiilasyona
dayali dogru se¢im olasiliklar1 SDSO ve asimptotik sonuglara dayali dogru se¢im
olasiliklart ASDO birbirlerini olduk¢a yakindan takip etmektedir. Bunun yani sira,
yine tim durumlarda 6rneklem ¢ap1 n arttikca dogru se¢im olasiliklarinin arttigi

gorulmektedir.

Ikinci senaryo olarak, verilerin Power Lindley dagilimindan alindig1 varsayilmstir.

[k senaryodakine benzer olarak Power Lindley dagilimin € ve B parametrelerinin
degerleri sirastyla =0.5,1,2 ve f=0.25,0.5,1,15,2,4,10 ve n, 30, 50, 80,
100, 200 olarak alinmistir. 1000 tekrarli simiilasyon ¢alismalar ile elde edilen SDSO
ve ADSO degerleri Cizelge 5.4-5.6 ile gizelgelenmistir.
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Cizelge 5. 4: Veriler Power Lindley ( ) dagilimli oldugunda, parametresinin farkli

degerleri i¢in dogru se¢im olasiliklari

B Yontem 30 50 80 100 200
0.25 SDSO 0.5080 0.6320 0.5840 0.6280 0.7360
ADSO 0.5231 0.6393 0.6291 0.6550 0.7570
0.50 SDSO 0.5560 0.5880 0.6040 0.6560 0.7280
ADSO 0.5908 0.6167 0.6534 0.6763 0.7465
1.00 SDSO 0.5560 0.6400 0.5800 0.6560 0.7240
ADSO 0.5575 0.5869 0.5794 0.6609 0.6770
1.50 SDSO 0.5600 0.5240 0.5800 0.6360 0.6720
ADSO 0.5601 0.5393 0.6115 0.6369 0.6495
2.00 SDSO 0.4720 0.5560 0.5480 0.5240 0.6120
ADSO 0.4978 0.5662 0.5549 0.5782 0.6389
4.00 SDSO 0.5360 0.5240 0.5280 0.5480 0.5800
ADSO 0.5108 0.5041 0.5348 0.5266 0.5784
10.00 SDSO 0.4880 0.4880 0.5280 0.4800 0.6160
ADSO 0.4825 0.4435 0.4968 0.5066 0.5436
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Cizelge 5.5: Veriler Power Lindley ( ) dagilimli oldugunda, parametresinin farkli

degerleri i¢in dogru se¢im olasiliklari

B Yontem 30 50 80 100 200
0.25 SDSO 0.7960 0.8560 0.9320 0.9360 0.9920
ADSO 0.7868 0.8404 0.9086 0.9257 0.9853
0.50 SDSO 0.7840 0.8600 0.9440 0.9280 0.9760
ADSO 0.8075 0.8494 0.9193 0.9358 0.9815
1.00 SDSO 0.7640 0.8840 0.9120 0.9200 0.9920
ADSO 0.7221 0.8876 0.9106 0.9287 0.9911
1.50 SDSO 0.8280 0.8360 0.9520 0.9360 0.9760
ADSO 0.7883 0.8408 0.9437 0.9378 0.9797
2.00 SDSO 0.7920 0.8320 0.8960 0.9160 0.9840
ADSO 0.7997 0.8477 0.9010 0.9118 0.9777
4.00 SDSO 0.7560 0.8200 0.8880 0.9320 0.9720
ADSO 0.7130 0.8172 0.8773 0.9288 0.9718
10.00 SDSO 0.7800 0.8160 0.8680 0.9040 0.9760
ADSO 0.7299 0.8070 0.8674 0.9044 0.9647
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Cizelge 5. 6: Veriler Power Lindley ( ) dagilimli oldugunda, parametresinin farkli

degerleri i¢in dogru se¢im olasiliklari

B Yontem 30 50 80 100 200
0.25 SDSO 0.9160 0.9600 1.0000 0.9960 1.0000
ADSO 0.8602 0.9468 0.9766 0.9900 0.9991
0.50 SDSO 0.9040 0.9680 1.0000 0.9960 1.0000
ADSO 0.8911 0.9600 0.9855 0.9866 0.9997
1.00 SDSO 0.9280 0.9800 0.9840 0.9960 1.0000
ADSO 0.9134 0.9667 0.9867 0.9914 0.9998
1.50 SDSO 0.9200 0.9320 0.9920 0.9960 1.0000
ADSO 0.8926 0.9327 0.9871 0.9920 0.9994
2.00 SDSO 0.9000 0.9400 0.9880 0.9960 1.0000
ADSO 0.9018 0.9384 0.9862 0.9853 0.9996
4.00 SDSO 0.8760 0.9520 0.9840 0.9880 0.9960
ADSO 0.8723 0.9450 0.9800 0.9868 0.9991
10.00 SDSO 0.8720 0.9320 0.9880 0.9880 1.0000
ADSO 0.8738 0.9314 0.9852 0.9894 0.9981

[lk senaryoda elde edilen sonuglara benzer olarak, Cizelge 5.4 — 5.6 ile verilen ikinci

senaryoya ait similasyon calismasi sonuglarindan da tiim durumlarda SDSO ve

ASDO degerlerinin birbirini yakindan takip ettigi ve 6rneklem ¢ap1 n arttikga dogru

secim olasiliklarinin  arttig1

gorilmektedir.

Bununla birlikte Power Lindley

dagiliminin # parametresinin degeri bilyiidiikge dogru secim olasiliklarinin arttig1

gorilmektedir.
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6. SONUC

Power Lindley dagilimi1 ve genellestirilmis iistel dagilim, saglik, fen ve miihendislik
gibi farkli alanlardan elde edilen pozitif degerli ve ¢arpik verilerin modellenmesinde
basar1 ile kullanilan dagilimlardir. Power Lindley dagilimi ilk olarak Githany
vd.(2013)’nin yaptig1 calismada, Lindley dagilimina daha esnek bir veri modelleme
yapisi kazandirmak amaciyla tanimlanmistir. Genellestirilmis iistel dagilim ise Gupta
ve Kundu (1999) tarafindan iistel dagilima dayali olarak, Weibull, Log-Normal,
Lindley ve Gamma dagilimi gibi popiiler dagilimlara alternatif olarak onerilmistir.
Gozlenmis bir veri seti i¢in, ortak uygulama alanlarina sahip olan Power Lindley ve
genellestirilmis  tistel dagilimdan hangisinin optimal bir model olacaginin

belirlenmesi istatistiksel sonug¢ ¢ikarim agisindan 6nemlidir.

Bu calismada genellestirilmis iistel dagilim ve Power Lindley dagilimlari arasindaki
ayrim problemi gz niine alinmistir. Iigilenilen problemin ¢6ziimiine yonelik olarak,
calismada RML yontemine dayali bir ayirict istatistik elde edilmistir. Ayrica elde

edilen ayirict istatistigin asimptotik dagilimi belirlenmistir.

Yapilan simiilasyon caligsmalar1 ile ¢alismada elde edilen ayirict istatisti§in dogru
secim performanst degerlendirilmistir. Simiilasyon c¢alismalarindan elde edilen
sonuglara gore tiim durumlarda gozlem sayist n arttikga yontemin dogru se¢im
olasilig1 artmaktadir. Ayrica kiiclik 6rneklem caplarinda gercgeklestirilen simiilasyon
calismalarina gére hem simiilasyona dayali ayrim performans: hem de asimptotik

sonuglara dayali ayrim performansi oldukc¢a tatminkardir.
Sonu¢ olarak RML yontemine dayali olarak elde edilen ayirici istatistigin

genellestirilmis tistel ve Power Lindley dagilimlarinin ayriminda kullanilabilecegi

sOylenebilir.

46



KAYNAKLAR

Abramowitz, M., & Stegun, I. A.. Handbook of mathematical functions: with
formulas, graphs, and mathematical tables. Courier Corporation.(1964), (Vol.
55)

Atkinson, A. C, A. test for discriminating between models. Biometrika, (1969),
56(2), 337-347.

Atkinson, A. C, A method for discriminating between models. Journal of the Royal
Statistical Society. Series B (Methodological), . (1970). , 323-353.

Bicer, C., & Biger, H. D., Geometrik sure¢ verileri icin gamma ve weibull

dagilimlar1 arasindaki ayrim. Uluslararas: iktisadi ve Idari Incelemeler Dergisi,

Eyi , Ozel Sayi, (2018), 18, 239-252.

Cox, D. R.. Tests of separate families of hypotheses. In Proceedings of the fourth
Berkeley symposium on mathematical statistics and probability.(1961, June),
(Vol. 1, pp. 105-123).

Cox, D. R. Further results on tests of separate families of hypotheses. Journal of the
Royal Statistical Society. Series B (Methodological), (1962), 406-424.

Dey, A. K., & Kundu, D. Discriminating between the Weibull and log-normal
distributions for Type-Il censored data. Statistics, (2012), 46(2), 197-214.

Dumonceaux, R., & Antle, C. E. Discrimination between the log-normal and the
Weibull distributions. Technometrics, (1973),15(4), 923-926.

Dyer, A. R. Discrimination procedures for separate families of hypotheses. Journal of
the American Statistical Association, . (1973),68(344), 970-974.

47



Demirci Biger, H., Biger C. Discrimination between gamma and lognormal
distributions for geometric process data, Researches on Science and Art in 21st
Century Turkey, Gece Publishing, (2017), 2830 -2836.

Bain, L. J., & Engelhardt, M.. Probability of correct selection of Weibull versus
gamma based on livelihood ratio. Communications in statistics-theory and
methods, (1980), 9(4), 375-381.

Fearn, D. H., & Nebenzahl, E.. On the maximum likelihood ratio method of deciding
between the Weibull and Gamma distributions. Communications in Statistics-
Theory and Methods, (1991),20(2), 579-593.

Ghitany, M. E., Al-Mutairi, D. K., Balakrishnan, N., & Al-Enezi, L. J. Power
Lindley distribution and associated inference. Computational Statistics & Data
Analysis, . (2013), 64, 20-33.

Gupta, R. D., & Kundu, D.. Theory & methods: Generalized exponential
distributions. Australian & New Zealand Journal of Statistics, (1999), 41(2),
173-188.

Gupta, R. D., & Kundu, D.. Generalized exponential distribution: different method of
estimations. Journal of Statistical Computation and Simulation, (2001), 69(4),
315-337.

Gupta, R. D., & Kundu, D. Discriminating between Weibull and generalized
exponential distributions. Computational statistics & data analysis, . (2003),
43(2), 179-196.

Gupta, R. D., & Kundu, D.. Discriminating between gamma and generalized
exponential distributions. Journal of Statistical Computation & Simulation,
(2004), 74(2), 107-121.

Kundu, D., & Manglick, A.. Discriminating between the Weibull and log normal
distributions. Naval Research Logistics (NRL), (2004), 51(6), 893-905.

48



Kundu, D., & Manglick, A. (2005). Discriminating between the log-normal and
gamma distributions. Journal of the Applied Statistical Sciences, 14, 175-187.

Kundu, D., Gupta, R. D., & Manglick, A. (2005). Discriminating between the log-
normal and generalized exponential distributions. Journal of Statistical
Planning and Inference, 127(1-2), 213-227.

49



