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OZET

BUZULME DONUSUMLERI ICIN BiR GENEL SABIT NOKTA TEOREMI VE
KUADRATIK INTEGRAL DENKLEMLERE UYGULAMASI

AKYUZ, Emrah
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danigman: Prof. Dr. Ishak ALTUN
Mayis 2018, 48 sayfa

Temelinde sabit nokta teori ¢alismalarini inceleyen bu tez ¢alismasi dort béliimden
olugmaktadir. Birinci boliimde sabit nokta teorinin tarihsel bir gelisimi, nerelerde
kullamldig1 ve uygulama alanlarindan bahsedilmistir. Ikinci bdliim, tezde
kullanilacak olan bazi temel metrik ve topolojik tanimlar ve 6zellikler ile kiyaslama
fonksiyonlar1 ve a-gecislilik kavrammi igermektedir. Ugiincii bdliim on kisma
ayrilmistir. Birinci kisimda a-y-biiziilme doniisiimii kavrami yardimiyla verilen bir
genel sabit nokta teoremi incelenmistir. Diger kisimlarda ise Berinde, Ciric ve
Suzuki tip blizlilme doniisiimleri de dahil olmak {izere literatiirde bulunan pek ¢ok
biiziilme donisiimlerinin ayn1 zamanda bir a- y-biiziilme doniisimi oldugu
gosterilmis ve bunlardan elde edilen sabit nokta teoremlerinin birinci kisimda verilen
teoremin birer sonucu oldugu gosterilmistir. Ayrica burada verilen genel sabit nokta
teoremi dikkate alinarak, lineer olmayan integral denklemlerinin bir sinifi i¢in bir

varlik teoremi sunulmustur. Son bdliim ise tartigma ve sonug i¢in ayrilmistir.



ABSTRACT

A GENERAL FIXED POINT THEOREM FOR CONTRACTION MAPPINGS
AND APPLICATION TO QUADRATIC INTEGRAL EQUATIONS

AKYUZ, Emrah
Kirikkale University
Graduate School Of Natural And Applied Sciences
Department of Mathematics, M.Sc. Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Ishak ALTUN
May 2018, 48 pages

This thesis, which basically examines fixed point theory studies, consists of four
sections. In the first section, where the historical development of fixed point theory is
used and its some applications are mentioned. The second section contains some
basic metrical and topological definitions and properties to be used in the thesis,
comparison functions and the concept of a-admissibility. The third section is divided
into ten parts. In the first part, a general fixed point theorem given by the concept of
a- y-contraction mapping is examined. In the other sections, many contractive
mappings in the literature, including Berinde, Ciric and Suzuki type contraction
mappings, are shown to be an a- y-contraction mapping at the same time, and the
fixed point theorems obtained there from have been shown to be a special case of the
theorem given in the first part. Also taking into account the given general fixed point
theorem, an existence result for a class of nonlinear integral equations is presented.

The last section is reserved for discussion and conclusion.



TESEKKUR

Tez ¢alismamin yiiriitiilmesinde biiylik emegi olan, her zaman sabirla bana yol
gosteren, bilgileriyle ¢alismamin tiim asamalarinda yardimlarini esirgemeyen

degerli hocam ve tez danismanim Prof. Dr. Ishak ALTUN” a tesekkiir ederim.
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1.GIRIS

(X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir doniisiim olsun. x, € X keyfi bir noktasi
olmak iizere x,, = Tx,_q n € N seklinde taniml {x,, } dizisine Picard iterasyon dizisi
ad1 verilmektedir. Metrik sabit nokta teori caligmalarinin ispatinda ilk asama
biizlilme sart1 dikkate almarak Picard iterasyon dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunun
gosterilmesidir. Ardindan metrik uzayin tam oldugunun kabulii ile bu iterasyon
dizisinin yakinsak oldugunun garanti edilmesi ve yakimsadig1 noktanin bir sabit nokta
oldugunun gosterilmesi ispatin ikinci asamasi olarak dikkate alinabilir. Bilindigi gibi,

(X, d) bir metrik uzay T: X — X bir doniisiim olmak tizere, her x,y € X i¢in

d(Tx, Ty) < Ad(x,y) 1)

esitsizligini saglayan bir A > 0 varsa, T ye Lipschitz doniisiimii denir. (1) esitsizligini
saglayan A sayilarinin en kiigtigiine T nin Lipschitz sabiti denir ve genellikle L ile
gosterilir. Eger L < 1 ise T ye biiziilme doniisiimii L < 1 ise genislemeyen doniisiim

denir. Eger x # y olacak sekildeki her x, y € X i¢in

d(Tx,Ty) < d(x,y) (2)

esitsizligi saglanirsa T ye biiziilebilir doniisiim denir.

Banach sabit nokta teoremi, tam metrik uzay iizerinde tanimli her biiziilme
doniisiimiin bir tek sabit noktasnin varligin1 ve her Picard iterasyonunu bu sabit
noktaya yakinsadigini ifade etmektedir. Yine Edelstein sabit nokta teoremi, kompakt
metrik uzay iizerinde tanimli her biiziilebilir doniigiimiin bir tek sabit noktast oldugu
soyler. Bunlari yani sira Kannan, Chaterjea, Zamfirescu, Reich, Hard-Rogers ve

Ciric sabit nokta teoremleri literatiirde bilinen temel sabit nokta teoremleridir.

Samet ve arkadaslar1 tarafinda 2012 yilinda a-i-biiziillme kavramina giris

yapilmigtir. (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir doniisiim olsun. :[0, ) —



[0,0) bir c-kiyaslama fonksiyonu ve a:X X X — R her hangi fonksiyon olmak

tizere her x,y € X igin

a(x,y)d(Tx, Ty)< Y(d(x,y))

esitsizligi saglaniyorsa T doniisiimiine bir a-i biiziilme doniisiimii ad1 verilir. Ayni
calismada yazarlar doniisiimiin a- gecisli olmasinin yani sira siirekliligini de dikkate
alarak (stireklilik yerine uzaym a- regiiler olmasida kabul edilir) tam metrik uzayda
a- biiziilme doniislimlerini sabit noktalarmin varligini garanti eden bir temel
teorem ispatlamislardir. Bu elde edilen teoremde « ve iy fonksiyonlarinin 6zel
secilmesi ile yukarida bahsi gecen Banach ve Edelstein, sabit nokta teoremleri sonug

olarak verilmektedir.

Literatiirde a-i biiziilme kavrami kullanilarak hem tek degerli hem de kiime
degerli doniisiimler i¢in elde edilmis pek ¢ok sabit nokta teoremi mevcuttur. Ayrica

elde edilen sonuglarin gesitli yonlerde uygulamalar1 da yapilmaktadir.

Bu tez calismasinda, ilk olarak Samet tarafindan kullanilan a-iy biiziilme
kavrami dikkate alinarak elde edilen sabit nokta teoremleri incelenecektir. Ayrica bu

sonuglarm kuadratik integral denklemlere uygulamasi ele alinacaktir.



1.2. Kaynak Ozeti

Metrik uzay ve topolojik uzaylar ile ilgili temel kavramlar i¢in Kocak’in “Genel
Topolojiye Giris ve Coziimlii Arastrmalar”, Soykan’m “Fonksiyonel Analiz” adli
kitaplar1 kullanilmugtir [1,2]. (c)-kiyaslama fonksiyonu, 6zellikleri ve 6rnekleri ig¢in
Berinde’nin “Iterative Approximation of Fixed Points” adli kitab1 kullanilmstir. [3].
a-gecislilik kavrami ilk olarak Samet ve arkadaslari [4]. tarafindan tanimlandigindan
a-gegislilik kavrami i¢in bu c¢aligmaya atifta bulunulmustur. Daha sonra a-y
biiziilme doniisiimii, a-regiilerlik ve tezdeki genel sabit nokta teoremi i¢in Samet [5].
ile Amiri ve arkadaslar1 [6]. nin ¢alismalar1 dikkate alinmistir. Ardindan burada
verilen genel sabit nokta teoreminin, literatiirdeki bazi sonuglar1 i¢erdigini belirtmek
icin, Berinde [3]. Dass ve Gupta [7]. Jaggi [8]. Berinde [9]. Ciric [10]. Suzuki [11].
Rus [12]. ile Pacurar ve Rus [13]. Edelstein [14]. Nieto ve Rodriguoz-Lopez [15].
gibi calismalar incelenmistir. Son olarak elde edilen sonuglarinin bir uygulamasini

gormek i¢in Argyros [16]. un ¢alismasi dikkate alinmistir.



1.2. Calismanin Amaci

Bessem Samet 2014 yilinda yayimladigi bir calismasinda tam metrik uzarlarda, a--
biiziilme doniisiimleri i¢in bir temel sabit nokta teoremi ispatlamistir ve bu teoremin
literatlirde bulunan pek ¢ok sonucun bir genellestirilmesi oldugunu gostermistir. Bu
tez c¢alismasinda Samet’in elde etmis oldugu bu sonug¢ detayli bir bigimde

incelenerek yapilacak yeni ¢aligmalara yon vermek amaglanmustir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1.Baz1 Temel Metrik ve Topolojik Kavramlar
Bu kisimda tez boyunca kullanacagimiz metrik uzay, topolojik uzay ve metrik uzayin
topolojisi, temel topolojik kavramlar, metrik uzayda yakisaklik, stireklilik, Cauchy

dizisi, metrik uzayda tamlik ve kompakt metrik uzay kavramlarini hatirlatacagiz.

Tamim 2.1 X bos olmayan bir kiime olmak tizere d: X X X - R fonksiyonu her

X,y,Z € X i¢gin
i) dix,y) =0 x =y,
i) d(x,y) =d(y,x),

i) d(x,y) <d(x,z)+d(zy).

kosullarmi sagliyorsa d ye X iizerinde bir metrik, (X, d) ikilisine de bir metrik uzay

denir.

Tamm 2.2 (X, d) herhangi bir metrik uzay olsun. Bir x, € X ve r > 0 reel sayis1

verildiginde

B(xg,7) ={x € X:d(xp,x) <71}

kiimesine x, merkezli r yarigapli agik yuvar,

D(xg, 1) ={x € X:d(xg,x) <71}

kiimesine x, merkezli r yarigapli kapali yuvar,

S(xg, 1) ={x € X:d(xg,x) =71}

kiimesine x, merkezli r yaricapl yuvar yiizeyi denir.



Tanim 2.3 (X, d) bir metrik uzay ve U da X in bir alt kiimesi olsun. Eger her x € U
icin B(x,r) € U olacak bi¢gimde bir r > 0 sayis1 varsa U kiimesine aciktir denir.
Eger X\ U kiimesi acik ise o zaman U kiimesine kapali kiime denir.

Onerme 2.1 (X, d) bir metrik uzay olsun. Bu durumda

i) (X,d) i¢indeki her agik yuvar agik kiimedir.
i) (X,d) i¢indeki her kapali yuvar kapal kiimedir.

Tanim 2.4 (X, d) bir metrik uzay, A ve B de X in bos olmayan iki alt kiimesi olsun.

Bu durumda

D(A,B) = inf{d(a,b):a € A,b € B}

sayisina A ve B kiimeleri arasindaki uzaklik denir.x € X olmak {izere

D(x,A) = inf{d(x,a):a € A}

sayisina X noktasmin A kiimesine olan uzakligi,

d(A) = sup{d(a,b):a,b € A}

ifadesine A kiimesinin ¢api1 denir.

Eger d(A) < o ise A kiimesine sinirli kiime, eger d(A) = o ise A kiimesine smnirsiz

kiime denir.
Tamim 2.5 (X, d) metrik uzayinda {x, } bir dizi olsun. Her ¢ > 0 sayisina karsilik her
n =>ny i¢in x, € B(x,¢) olacak bicimde bir ny dogal sayis1 varsa {x,} dizisi X

noktasia yakinsar denir. Kisaca x,, = x ile gosterilir.

Teorem 2.1 Metrik uzayda yakinsak bir dizinin limiti tektir.



Ispat: (X,d) bir metrik uzay ve {x,}, X de bir dizi olsun. {x,} dizisinin x,y € X

gibiiki farkli noktaya yakinsadigmi varsayalim & = d(xy)

diyelim. Simdi
B(x,&e)B(y, &) = @ oldugunu gosterelim z € B(x, &) N B(y, &) olsun. Bu durumda

d(x,z) < e ve d(y,z) < € olur. Buradan
d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) <e+e=2¢

olur. Bu ise 2e = d(x,y) olmasiyla ¢elisir. O halde B(x,e) N B(y,e) = @ olur.
Simdi {x,} dizisi x noktasina yakinsadigindan bir ny, € N sayis1 her n = n, igin
X, € B(x,¢) olacak sekilde vardir. Benzer sekilde {x,} dizisi y noktasina
yakmsadigindan bir n; € N sayisi her n > n; i¢in x, € B(y,¢) olacak bigimde
vardir. Bu durumda her n = maks{ny,n;} i¢in x,, € B(x, ) N B(y, €) olur. Bu ise

B(x,e) N B(y, &) = @ olmasiyla geligir. O halde {x,,} dizisi tek bir noktaya yakinsar.

Tamm 2.6 (X, d) bir metrik uzay ve {x,} de X de bir dizi olsun. n;, < n;,; olmak

lizere {x,, } dizisine {x, } dizisinin bir alt dizisi denir.

Teorem 2.2 (X, d) bir metrik uzay olsun {x,,} dizisi yakimsak ise her {x, } alt dizisi

de ayni noktaya yakinsar.

Tamm 2.7 Bir (X,d) metrik uzayinda herhangi bir dizi {x,,} olsun. Eger her e > 0
sayisina karsilik m,n > ny i¢in d(x,, x,,) < € olacak bi¢cimde bir n, dogal sayis1 var
ise {x,} dizisine bir Cauchy dizisi denir. Eger (X,d) metrik uzay1 i¢indeki her
Cauchy dizisi bu uzayda bir noktaya yakinsiyor ise (X, d) ikilisine tam metrik uzay

denir.

Teorem 2.3 (X, d) metrik uzayinda yakimnsak olan her dizi Cauchy dizisidir. Ayrica

her Cauchy dizisi sinirhdir.

Onerme 2.2 (X, d) bir metrik uzay {x, } X de bir dizi ve

z d(x,, Xp4q) < ©
n=1



olsun. Bu durumda {x,, } bir Cauchy dizisidir.
Ispat: m,n € N,m > nigin

d(xn'xm) < d(anxn+1) +oet d(xm—llxm)

m—1
= z d(x;, Xiv1)

< Z d(x;, Xiy1)

olur.

Z d(x;, Xiy1)

verilen serinin kalan terimi oldugundan

limd(x,,xn) =0
n—-oo

elde edilir ki bu {x,,} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gdosterir.

Tanmmm 2.8 (X,d) ve (Y,p) metrik uzaylar, T:X — Y herhangi bir fonksiyon ve
x € X olsun. T fonksiyonunun x noktasinda siirekli olmas1 igin gerekli ve yeterli
kosul X i¢inde herhangi bir {x, } dizisi x e yaknsak iken, Y igindeki {T'x, } dizisinin

Tx e yakinsak olmasidir.

Tamm 2.9 Bir (X,d) metrik uzayinda agik kiimelerin bir ailesi {G;:i € I} olsun.
Eger A € X i¢in

AQUGL-

i€l

oluyorsa {G;: i € I} ailesine A kiimesinin bir acik ortiisii denir. Eger agik ortiiniin



olacak bigimde bir {G; :k = 1,2,...,n} alt ailesi var ise, bu aileye {G;: i € I} ailesinin

sonlu alt Ortiisii denir.

Tamm 2.10 (X,d) bir metrik uzay ve A € X olsun. Eger A kiimesinin her agik
ortiisiiniin sonlu bir alt Ortiisii varsa A kiimesine kompakt kiime denir. Eger X
kompakt bir kiime ise (X,d) uzayma kompakt metrik uzay denir. Kompakt bir

metrik uzayda her dizinin yakimsak bir alt dizisi vardir.

Tamm 2.11 X bos olmayan bir kiime ve 7, X in kuvvet kiimesi olan P(X) in bir alt

smifi olsun. Eger 7 siifi,

) 0,X€erT
i) T ya ait sonlu sayidaki elemanlarin arakesiti T ya aittir

iii) T ya ait keyfi sayidaki elemanlarin birlesimi 7 ya aittir

kosullarmi sagliyorsa T ya X tizerinde topoloji, (X, 7) ikilisine de topolojik uzay

denir.

Tamm 2.12 (X, ) bir topolojik uzay ve X in bazi acik alt kiimelerinin sinifi 8 olsun.
X in her agik alt kiimesi f nin bazi elemanlarinin birlesimi olarak yazilabiliyorsa 8

ya T i¢in bir taban (baz) denir.

Tamm 2.13 (X, ) bir topolojik uzay ve A € X olsun. 7, ={ANG:G € t} ailesi A
tizerinde bir topolojidir. T tarafindan olusturulan 7, topolojisine T dan indirgenen

topoloji ve (4, 74) topolojik uzaymna da (X, 7) topolojik uzaymnin alt uzayi denir.

Teorem 2.4 Bir (X,7) kompakt topolojik uzaymimn her kapali alt kiimesi de

kompakttir.



Tanmim 2.14 (X, t) bir topolojik uzay olsun. X in farkli her nokta ¢iftini iceren ayrik

komsuluklar1 varsa (X, ) topolojik uzayma Hausdorff Uzay denir.

Teorem 2.5 Bir (X, t) Hausdorff uzaymda kompakt alt kiimeler kapalidir.

Teorem 2.6 (X, 7) bir topolojik uzay olsun. A, X in bos olmayan bir kompakt alt

kiimesi olsun. Eger T: A — R siirekli ise Ta = supT(A) ve Th = infT(A) olacak

bigimde a, b € A vardur.

Tamm 2.15 (X, d) bir metrik uzay T: X — X bir doniisiim olsun. Her x, y € X i¢in
d(Tx,Ty) < ad(x,y)

olacak bigimde a = 0 sayis1 varsa, T ye Lipschitz doniistimii denir. Bu esitsizligi

saglayan en kii¢iik a sayisina T nin Lipschitz sabiti denir. T Lipschitz doniisiimii i¢in

a <1 ise T doniisiimiine biiziilme doniisimii, &« < 1 ise T Lipschitz doniisiimiine

genislemeyen doniisiim denir. x # y olacak bigimdeki her x,y € X i¢in d(Tx, Ty) <

d(x,y) oluyorsa T ye biiziilebilir doniisiim denir.

Her Lipschitz fonksiyonu siireklidir. Ciinkii her € > 0 i¢in d(x,y) < § =§ iken

d(Tx,Ty) < ad(x,y) < ad = € olup T Lipschitz fonksiyonu stireklidir.

Teorem 2.7 (Banach) (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X bir biiziilme

donisiimii ise T nin X de bir tek sabit noktas1 vardir.
Ispat: x, € X keyfi bir nokta olsun.

x1 = Txg, Xo = Tx; = T?x,, %, = Tx,_1 = T"x,
bi¢iminde tanimli {x,, } dizisini g6z 6niine alalim. Bu durumda her n € N i¢in

d(xn' xn+1) = d(Txn—lJ Txn)

< Ld(xn—lJ xn)

10



< L'd(xg,x1)

olur. O halde m,n € N ve m > n igin

d(xn'xm) < d(xmxn+1) + d(xn+1an+2) + -t d(xm—lrxm)
< L"d(xo,x1)+Ln+1d(x0,x1) + -4+ Lm_ld(xO,xl)
= [Ln+Ln+1 + -+ Lm_l]d(xO, xl)
n

=17 400 x1)

bulunur ki bu {x, } dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X tam oldugundan

limx, = z olacak bi¢cimde bir z € X noktasi1 vardir. Ayrica T siirekli oldugundan

z = limx, 1 = limTx,, = Tlimx,, =Tz

elde edilir ki bu T nin sabit noktasinin var oldugunu gosterir. Simdi w € X noktasi1 T

nin bir bagka sabit noktasi ise

0<d(z,w) =d(Tz, Tw) < Ld(z,w) < d(z,w)

olur ki bu L < 1 oldugundan bir geliskidir. Yani T nin sabit noktasi tekdir.

2.2 Kiyaslama Fonksiyonlar

Bu kesimde kiyaslama fonksiyonlarini ve bazi 6zelliklerini inceleyecegiz. Ileride bu
fonksiyonlar kullanilarak a-gegisli doniisiimler igin bazi sabit nokta teoremlerini géz
Oniline almacaktir. Kisalik olmasi agisindan tez boyunca negatif olmayan reel

sayilarm kiimesini R* ile gosterecegiz.

[k olarak y: R* — R* bir fonksiyon olsun ve bu fonksiyon i¢in asagidaki dzellikleri

g0z Oniine alalim:
Y1) Y azalmayan, yani t; < t, icin Y (t;) < Y(ty),
Y,) Hert > 0igin Y774 Y(t) < .

11



Bu durumda 4 ve ¥, sartlarmi saglayan fonksiyona (c)- kiyaslama fonksiyonu adi

verilir. (¢)-kiyaslama fonksiyonlarinin smifin1 ¥ ile gosterelim.
Lemma 2.1 Egery € ¥ ise her t > 0 igin (t) < t dir.
Ispat: Her t > 0 igin Y*_, ¢¥"(t) < oo oldugundan her t > 0 igin lim,,_,., Y*(t) = 0

dir. En az bir to > 0 igin ¥Y(to) = to oldugunu kabul edelim. iy azalmayan bir

fonksiyon oldugundan
to < P(to) < Y(W(to)) < -+ < P(to)
olur. Son esitsizlikte n — oo i¢in limit alinirsa
to < rlli_r)zlol,b”(t) =0
olur ki bu bir ¢eliskidir. Bu durumda her t > Oigin Y (t) < t dir.
Lemma 2.2 Eger ¢ € ¥ ise y(0) = 0 dir.

Ispat: (0) # 0 olsun. Bu durumda ¥ (0) = t; > 0 olur. ¥ azalmayan bir fonksiyon
oldugundan ¥(0) < Y (t1) ve Lemma 2.1 den

0<t;=v90) <yY(t) <ty
olur ki bu bir ¢eligkidir. Bu durumda ¥ (0) = 0 elde edilir.
Lemma 2.3 Eger ¢ € ¥ ise v, sifir noktasinda siireklidir.
Ispat: ¥ € ¥ olsun. Bu durumda Lemma 2.2 geregince ¥%(0) =0 dir. Simdi
t, = 0%olsun. ¥ (t,) — ¥ (0) oldugunu gosterecegiz.t, — 0*oldugundan her n € N

icin 0 <t, olur. ¥ fonksiyonunun azalmayan bir fonksiyon oldugu gz Oniine

almirsa
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0=9(0) < P(t,) =ty

elde edilir. Son esitsizlikten n — coigin limit alinirsa ¥(t,) — ¥ (0) olur. Bu

durumda v, sifir noktasinda stireklidir.

Ornek: :R* — R*fonksiyonu A€ [0,1) olmak iizere (t) = At seklinde

tanimlansm. Bu durumda ¢ € Wdur.

Ornek: y: RT — R*fonksiyonu

‘ 0
3)

IA

~

IA
Wl N

t 1

> 1—8, =<t

(
ww={
\

Wl N

seklinde tanimlansm. Bu durumda ¢ € ¥ dr.

Ornek: y:R* — R*fonksiyonu (t) =ﬁ seklinde tanimlanan fonksiyon i,

sartin1 saglamadigmdan bir (¢)-kiyaslama fonksiyonu degildir.

2.3. a - Gegisli Doniisiimler

Simdi Samet tarafindan verilen a-gecislik tanimmi ve bununla ilgili 6rnekleri

verelim.

Tamm 2.16 X bos olmayan bir kiime, a: X X X —» R™ bir fonksiyon ve T: X — X bir
doniisiim olsun. Eger a(x,y) = 1 olacak sekildeki her x,y € X i¢in a(Tx,Ty) = 1
oluyorsa T doniisiimiine a-gegisli doniisiim denir.

Ornek: X = R*olmak iizere T:X — X doniisiimii her x € X igin Tx = +/x ve

a: X x X - R*fonksiyonu

ex 7, x >
ey ={* N
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seklinde tanimlansin. Bu durumda T bir a-gegisli doniistimdiir.

Ornek: X = (0,0) olmak iizere T:X — X doniisiimii her x € X icin Tx = 2% ve

a: X x X » R* fonksiyonu

2, xX=y
0

a(x,y)={, X<y

seklinde tanimlansm. Bu durumda T doniisiimii a-gegislidir.

14



3. ARASTIRMA BULGULARI

Samet ve arkadaslar1 (c)-kiyaslama fonksiyonlarini ve a-gegisli doniisiimleri
kullanarak a-i-bliziilme kavramimi vermislerdir. Ardindan bu yeni tip biiziilmeler

i¢in baz1 sabit nokta teoremleri elde etmislerdir.

3.1.a-y-Biiziilme Doniisiimii

Tamm 3.1 (X, d) bir metrik uzay, T: X — X bir doniisim ¢ € ¥ ve a: X X X - R*

bir fonksiyon olsun. Bu durumda her x,y € X igin

a(x,y)d(Tx,Ty) < (d(x,y)) 3.1)

sart1 saglaniyorsa T dOniisiimiine bir a-1-biiziilme doniisiimii denir.

Tanim 3.1 de eger a(x,y) = 1 ve § € [0,1) olmak {izere Y (t) = 6t seklinde alinirsa

d(Tx,Ty) < éd(x,y)

esitsizligi elde edilir. Yani her Banach biiziilme doniisimii bir a-1-biiziilme

doniisiimiidiir.

Tamm 3.2 (X, d) bir metrik uzay ve a: X x X - R* bir fonksiyon olsun. Eger her
n €N i¢in alx,, x,41) =1 ve x, > x olacak sekildeki her {x,} dizisi i¢in

a(x,,x) = 1 oluyorsa (X, d) metrik uzayina a-regiilerdir denir.
Tanim 3.3 X bir kiime ve a: X X X - R* bir fonksiyon olsun. Eger her x,y € X igin
a(x,z) =21 ve a(y,z) =1 olacak sekilde bir z € X var ise X kiimesine (H)

ozelligine sahiptir denir.

Teorem 3.1 (X,d) bir tam metrik uzay, T: X — X bir doniisim ¢ € ¥ ve a: X X

X - R* bir fonksiyon olmak lizere asagidaki sartlarm saglandigini kabul edelim:
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a) T bir a-y-biiziilme doniisimidiir,

b) T bir a-gegisli donilisiimdiir,

€) a(xy, Txg) = 1 olacak sekilde en az bir x, € X vardir.
Ayrica eger T siirekli veya X uzayr a-regiiler oluyorsa T donisiimii X de bir sabit
noktaya sahiptir. Ek olarak X kiimesi (H) 6zelligine sahip ise T nin sabit noktast
tektir.

Ispat: x, € X noktas1 a(xg, Txo) = 1 olacak seklide bir nokta olsun. Her n € N igin
Xy = T"xy = Tx,_y0lacak sekil de X de bir {x,} dizisi tanimlayalim. Eger x,,, =
Xn,+1 Olacak sekilde bir ny € N varsa 0 zaman x,,, Tnin bir sabit noktasi olur. Simdi
her n €N i¢in x, # x,41 oldugunu kabul edelim. T doniisimi a-gegisli bir
doniisiim oldugundan
a(xg,x1) = alxy, Txg) 2 1= a(Txy, Txy) = alxy,x) =1
olur. Bu sekilde devam edilirse her n € N i¢in
a(xnlxn+1) =1
elde edilir. (3.1) esitsizliginde x = x,,_; ve y = x,, alindiginda
d(xy, Xpe1) = d(T x,-1, T x,,)

= a(xn—b xn) d(T Xn—1s T xn)

< P(d(xp-1, %))
elde edilir. Timevarim yontemiyle her n € Nigin

d(xy, Xp41) < P (d(X0,%1))

olur. Simdi, her m,n € N, m > n i¢in

m—1
A0 %) < ) A err)
k=n
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-1

IPk(d(xo,xl))

3

=
II

w"(d(xo, x1))

IA
NgE

=
Il
S

olur. Y7_; Y™ (d(xp,x1)) serisinin yakinsakligindan {x,}, X de bir Cauchy dizisi
olur. X tam oldugundan lim,, ., x,, = z olacak sekilde bir z € X vardur.

Eger T stirekli ise

z=lim x4 =lim Tx, =T(lim x,) =Tz
n—-oo n—-oo n—oo
elde edilir ki bu T nin sabit noktasinin var oldugunu gosterir.

Simdi de X in a-regiler oldugunu kabul edelim. O zaman her n € N igin
a(x,,xp41) =1 esitsizligi ve n—> o i¢in x, = z oldugu gbéz Oniine alinarak

a(x,,z) = 1olur. Boylece,

d(z,Tz) <d(z,x,41) + d(x,41,T2)
=d(z,x,41) +d(Tx,,Tz)
<d(z,x,41) + a(x,,z)d(Tx,,Tz)

< d(Z: xn+1) + lp(d(xn,Z))

elde edilir. ¥ fonksiyonunun sifir noktasinda siirekli oldugu dikkate alinir ve son
esitsizlikte n — oo i¢in limit alinirsa d(z,Tz) = 0 olur. Yani z = Tz elde edilir.
Simdi de ek olarak X kiimesinin (H) 6zelligine sahip oldugunu kabul ederek T nin
sabit noktasinin tek oldugunu gdsterelim. z ve w, T nin iki sabit noktasi olsun. O
zaman (H) ozelliginden dolay1 a(z,u) =1 ve a(w,u) =1 olacak sekilde u € X

vardir. T a-gegisli oldugundan her n € N i¢in
a(z,T"u) > 1

alw, T"u) > 1
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elde edilir. Bu yiizden a(z, T"u) = 1 oldugu g6z oniine alinirsa her n € N i¢in

d(z,T"u) = d(Tz, T(T" 1u))
< a(z, T" 'u) d(Tz T(T" 1w))
< yY(d(z, T tu))

< P (d(z,u))

elde edilir. Son esitsizlikte n — oo limit alinirsa T"u — z elde edilir. Benzer seklinde
n — oo icin T"u — w elde edilir. Metrik uzaylarda dizinin limitinin tekliginden

z = w elde edilir.
Bu kesimde yine Samet tarindan verilen a-y-biiziillme doniisiimleri i¢in bir baska
sabit nokta teoremini detayl bir sekilde inceleyecegiz. Daha sonraki kesimlerde bu
sonug literatiirde var olan pek ¢ok sabit nokta teoremi ile karsilastirilacaktir. Kisalik
olmasi agisindan T: X — X doniisiimiiniin sabit noktalarin kiimesini asagidaki sekilde
tanimlayalim:
Fix(T)={x€ X : Tx = x}.

Ayrica, P € ¥ olmak lizere agsagidaki X, kiimesini dikkate alacagiz:

Yy ={c€(0,0) :0y €V}

Simdi agagidaki 6nermeyi ifade ve ispat edelim.

Onerme 3.1 (X, d) bir metrik uzay, a: X x X — R bir fonksiyonp e ¥ ve T: X - X

bir a-y biiziilme olsun. Kabul edelim ki

& = X0, & = Txg, a(T"¢, T"41) =071, neN, i =0,..,p—1, (3.2)
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. I - . . .. p ...
ozelligini saglayan en az bir pozitif p tamsayis: i¢in {§;}; _, € X sonlu dizisi ve

o € X, var olsun. O zaman {T"x,} dizisi Cauchy dizisidir.

Ispat: ¢ = oy olsun. X, tanimmndan ¢ € ¥ dir. {§;3}7_, dizisi (3.2) sartin1 saglayan
bir dizi olsun. Simdi her n € N igin x,,; = Tx, olacak sekilde X de tanimli {x,}

dizisini g6z 6niine alalm. Simdi
d(T78, T E41) < ¢ (d(&,%41)),7EN, i=0,..,p—1 (3.3)
oldugunu gosterelim. i € {0, ...,p — 1 }olsun. (3.2) den
o7 d(T%, TEi+1) < @, &i1) d(TE, TE41) < Y(d(TE, TE41))
elde edilir. Buradan,
d(T%, TE11) < 0(d (€, &i41)) (3.4)
bulunur. Yine,
o7 d(T?g, T%;41) < a(T%, T 1) d(T(T8), T(TEi41)) < Y(d(TE;, TEi41)
esitsizliginden
d(T?%, T%;11) < 9d((TE;, TE11)) (3.5)

elde edilir. ¢ azalmayan bir fonksiyon oldugundan (3.4) ve (3.5) den

d(TZEi' TZEL'+1) < (Pz((zi' Ei+1))

bulunur. Bu sekilde devam edilirse (3.3) esitsizligi elde edilir. Ucgen esitsizligi
dikkate alinirsa her n € N igin
d(xXp, Xn41) = d(T"x0, T"*1x)

< d(T"&,T"&) + d(T"E, T E) + -+ d(T"E,, T"E,_1)
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:Z?;()l d(T"g, T"g1) < 25:01 Q" (d(fi' Ei+1))

bulunur. Yanin € N i¢in

p—1

d(xp, Xp11) < Z " (d(Ei: Ei+1))
i=0

elde edilir. Simdi n < m igin

m—1

j=n
m-1p-1

= Z @ (d(E, &i41))
j=n i=0
p—1m-1

= <Pj (d(Ei’EHl))
i=0 j=n

bulunur. Diger taraftan n,m — oo igin limit alinirsa

p—1m-1

Z Z @ (d(&,&41)) ~ 0

i=0 j=n

elde edilir. Dolayisiyla n,m — oo i¢in d(x,,x,,) = 0 olur. Yani {x,,} dizisi (X,d)

de bir Cauchy dizisidir.
Asagidaki teorem T doniisiimiiniin stirekli oldugu g6z 6niine almarak elde edilmistir.
Teorem 3.2 (X,d) bir tam metrik uzay a:X X X - R bir fonksiyon y € ¥ ve

T:X - X bir a-y biizilme olsun. Eger (3.2) sart1 saglaniyorsa {T"x,} dizisi bir

x* € X noktasma yakinsar, tistelik T siirekli ise x*, T nin bir sabit noktasi olur.
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Ispat: Onerme 3.3 den {T™x,} dizisi bir Cauchy dizisidir (X, d) bir tam metrik uzay

oldugundan

lim,, o, d(T"xy, x*) = 0 olacak sekilde x* € X vardur.

T siirekli oldugundan

lim,,_,., d(T™*"1x,, Tx*) = 0 elde edilir. Metrik uzayda limit noktas1 tek oldugundan
Tx* = x* elde edilir. O halde x*, T ’nm bir sabit noktas1 olur.

Teorem 3.3 (X,d) bir tam metrik uzay a:X X X - R bir fonksiyon, ) € ¥ ve
T:X - X bir a-y biiziilme olsun. Eger (3.2) sart1 saglaniyorsa {T"x,} dizisi bir

x* € X noktasina yakinsar.

Ustelik

lim a(TY™xy,x*) = ¢ € (0,)

n—oo

olacak sekilde
{T™x,} dizisinin bir {T"™x,} alt dizisi varsa x*, T *nin bir sabit noktasdur.

Ispat: Onerme 3.3 den {T™x,} dizisi bir Cauchy dizisidir.(X,d) bir tam metrik uzay

oldugundan {T"x,} dizisi bir x* € X noktasina yakinsar. Simdi kabul edelim ki
lim,, a(TV(")xO,x*) ={ € (0,) (3.6)

olacak sekilde {T™x,} dizisinin bir {T*™x,} alt dizisi var olsun. O zaman T, a-

biiziilme oldugundan her n € N i¢in
a(TYMxg, x*) d(TY™+1x,, Tx*) < Pd(TY Mg, x*)

elde edilir. Son esitsizlikte n — oo limit alinirsa
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d(x*,Tx*) < ¥(0) =0
elde edilir.

O halde x*, T ’nin bir sabit noktasi olur.

Asagidaki teorem de sabit noktanin tekligi i¢in yeterlilik sart1 verilmektedir.

Teorem 3.4 (X,d) bir tam metrik uzay, a: X X X - R bir fonksiyon ) € ¥ ve
T:X — X bir a-y biiziilme olsun. Ayrica kabul edelim ki

i) Fix(T) =0

ii) x #y olacak sekilde her (x,y) € Fix(T) X Fix(T) i¢in, a(x,y) <1 ise
neN,i = 0,..,p—1 i¢in X°de sonlu bir {{;(x,y)}{_, c X dizisi ve bir n € %,
olup asagidaki esitsizlik saglaniyorsa

Gy) =x,8(xy) =y, alT"G(x6, ), T (x,3)) 207"

T bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat: ¢ = mp € ¥ olsun. uv € X, T’nin iki farkli sabit noktasi olsun. O zaman

d(u,v) > 0 dir. Simdi asagidaki iki durumu gz oniine alalim.
Durum 1: a(u,v) = 1 olun. T doniisiimii - biiziilme oldugundan
d(u,v) < a(u,v)d(Tu, Tv)< Y(d(u,v))
elde edilir. Boylece
Y(d(u,v)) < d(u,v) oldugundan d(u,v) < d(u,v) elde edilir bu ¢eliskidir.

Durum 2: a(u,v) < 1 olsun. Kabulimiizdenn € N,i = 0,...,p — 1 igin
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So(w,v) =ul,(wv) =v, ve a(Tq(u,v),T"¢1(w,v)) =n"" olacak sekilde

sonlu bir {g;(x,y)}7_ , dizisi vardir. Onerme 3.1’in ispatinda oldugu gibi

d( Trci (u' 17), Trci+1 (u' 17)) = (pr (d(Zl (u, 17), Zi+1 (u, U))) (37)

reN,i = 0,..,q — 1 esitsizligi elde edilir. Son olarak (3.7) de tiggen esitsizligini

kullanarak

d(u,v) =d(T"u,T"v)
q—1

< DA, 9), T (0, 0))
i=0

q—1

< @A), V)
=0

elde edilir. n » o limit alinirsa d(u,v) = 0 bulunur. Bu d(u,v) > 0 olmasiyla

celigir. O halde T bir tek sabit noktaya sahiptir.

3.2. P-Biiziilme Doniisiimii

Tanim 3.4 (X, d) bir metrik uzay ¥ € ¥ ve T: X — X bir doniisiim olsun. Eger her
X,y € X igin
d(Tx,Ty) <y(d(x,y)) (3.8)

oluyorsa T ye y-biiziilme doniistimii denir.

Teorem 3.5 (X, d) bir metrik uzay y € ¥ ve T: X — X bir y-biiziilme doniisiimii
olsun. O halde T a--biiziilme olacak sekilde a: X X X — R bir fonksiyon vardir.

Ispat: Her x,y € X icin a(x,y) = 1 seklinde tamml a: X X X - R fonksiyonunu

g0z Oniine alirsak (3.8) esitsizliginden T bir a-y-biiziilme doniisiimii olur.
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Berinde tarafinda verilen asagindaki sabit nokta sonucu Teorem 3.2 kullanilarak

ispatlanabilmektedir.

Sonug¢ 3.1 (X, d) bir tam metrik uzay, € ¥ ve T: X — X bir y-biiziilme doniisiimii

olsun. O zaman T bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat: T doniisimii bir -biiziilme doniisimii oldugundan her x,y € X igin
d(Tx,Ty) < d(x,y) esitsizligi saglanir. Dolayisiyla T siireklidir. Ayrica Teorem 3.5
den T aymi zamanda bir a-i-biiziilme doniisimi olup p =1 ve o =1 igin (3.2)
esitsizligi saglanir. O zaman Teorem 3.2 den T doniisiimii bir sabit noktaya sahiptir.

Son olarak Teorem 3.4 den T doniisiimiiniin sabit noktasi tekdir.

Not: Yukarida ki sonugta k € (0,1) olmak tizere ¥(t) = kt fonksiyonunu g6z Oniine

alirsak literatiirde iyi bilinen Banach Sabit Nokta Teoremi elde edilir.

Simdi Teorem 3.5 in karsitinin dogru olmadigini1 gésteren bir 6rnek verelim.

Ornek: X = [0,1] kiimesini alisilnis metrik ile goz Oniine alalim. T:X — X ve

a: X x X - R*doniigiimleri asagidaki gibi tanimlansin: her x € X i¢in

1

2x, X €E [O'E]

T() =4 4 1
E; X e [OJE]

ve her x,y € X igin

1 o]
abey)={z  PYEl0

0, diger durumlar

Bu durumda T siirekli olmadigindan bir y-biiziilme degildir ancak ¥ (t) = %

dikkate alindigindan bir a-y-biiziilme olur.
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3.3. Rasyonel Biiziilme Doniisiimleri
3.3.1 Dass-Gupta Biiziilme

Tanim 3.5 (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Her x,y € X i¢in

1+d(x,Tx)

e 4+ Ad(x,y) (3.9)

d(Tx,Ty) < ud(y,Ty)

esitsizligini saglayan p + A < lolacak sekilde pu,4 > 0 sabit sayilar1 varsa, T ye

Dass-Gupta dontistimii denir.
Teorem 3.6 Her Dass-Gupta doniisiimii bir a-y-biiziilme dontistimiidiir.

Ispat: T: X — X bir Dass-Gupta doniisiimii olsun. O halde her x,y € X icin (3.9)

esitsizliginden

1+d(x,Tx)

<
1+d(x,y) — Ad(x,y),

d(Tx,Ty) —ud(y,Ty)

elde edilir. Buradan, Tx # Ty olacak sekildeki her x,y € X i¢in

_ d(y,Ty)(1+d(x,Tx))
(1 - n 220l (7, 7y) < 2d(x,y) (3.10)

olur. y:[0,00) — [0,) ve a: X X X - R fonksiyonlar sirasiyla her t = 0 igin

v = A (3.11)
ve
_dTy)(1+d (x,Tx))
(1+d (x,y))d(TxTy)’ Tx#Ty
@) = (3.12)
0 diger durumlar
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seklinde tanimlansm. Bu durumda a ve i fonksiyonlar1 g6z oniine alinarak (3.10)
dan

a(x,y)d(Tx, Ty) < w(d(x, y))
elde edilir. O halde T bir a-y-biiziilmedir doniisiimiidiir.

Sonu¢ 3.2 Tam metrik uzay tizerindeki her Dass-Gupta doniisiimii bir tek sabit
noktaya sahiptir.

Ispat: Keyfi x, € X noktas1 goz dniine alalim. Eger bazi r € N igin T"x, = T"1x,
ise T"x,, T nin bir sabit noktas1 olur. Simdi, her r € N i¢in T"x, = T"*1x, olsun.

Her n € N igin (3.12) g6z Oniine alinirsa

d(T""'le, T”+2x0)(1 + d(Tnxo,Tn"'le) )

n 1 Al
(o, T 5000) = 1 =t (1 + d(T™xy, T" 1xg) )d(T™xg, T"+2xy)

=1—-u>0

elde edilir. Diger taraftan (3.11) den her t = 0 igin

B B A
A-w Y@ = mt
bulunur.

f+2<1 oldugundan (1 —p)~'y € ¥ elde edilir. Buradan ise (1—p)~' €3,
bulunur. p =1 ve 0 = (1 — u)~! olarak alinirsa (3.2) esitsizligi saglanir. O zaman
Teorem 3.3 den {T"x,} dizisi bir x* € X noktasina yakinsar. Genelligi bozmaksizin
n =N igin T""x, # Tx* olacak sekildeki N € N sayisinm var oldugunu kabul
edelim. Aksi taktirde x*, T nin bir sabit noktasi olacaktir. Boylece (3.12) gz Oniine

almirsa her n = N i¢in
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d(x*, Tx*)(1 4+ d(T™xy, T 1xy) )
K (1+d(Tmxy,x*) )d(T"*1xy, Tx*)

a(T xy,x*) = 1—

elde edilir.

Buradan n — oo limit alinrsa a(T"xy,x*) - 1 —pu elde edilir. £ = 1 — u olmak
tizere Teorem 3.3 den x*, T nin bir sabit noktasi olur. Simdi sabit noktanin tek
oldugunu gorelim. x # y olacak sekildeki (x,y) € Fix(T) X Fix(T) i¢in a(x,y) =
1 olur ki Teorem 3.4 den T bir tek sabit noktaya sahiptir.

3.3.2 Jaggi Biiziilme

Tanmm 3.6 (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir doniisiim olsun. x # y olacak

sekilde her x,y € X i¢cin

d(x,Tx)d(y.Ty)

d(Tx,Ty) < p==7 =3

+ Ad(x,y) (3.13)

esitsizligini saglayan u + A < 1 olacak sekilde u,A > 0 sabit sayilar1 varsa T ye

Jaggi biiziilme doniistimii denir.

Teorem 3.7 Her Jaggi doniisiimii bir a-1-biliziilme donilistimiidiir.

Ispat: T: X — X bir Jaggi doniisiimii olsun. O halde x # y olacak sekilde her
x,y € X i¢in (3.13) esitsizliginden

d(x,Tx)d(y,Ty)

< Ad(x,y),

elde edilir. O zaman Tx # Ty olacak sekildeki her x,y € X i¢in

d(xTx)d(y,Ty)

olur.
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Y:[0,00) - [0,00) ve a: X X X - R* fonksiyonlari sirasiyla her t > 0

PY(o) = At (3.15)
ve
d(xTx)d(y.Ty)
4 y)d(Tx Ty)’ Tx#Ty
alx,y) = (3.16)
0 diger durumlar

seklinde tanimlansin. Bu durumda a ve y fonksiyonlar1 g6z dniine alinarak (3.14)

den

a(x,y)d(Tx, Ty) < l,l)(d(x, y))
elde edilir. O halde T, bir a-y-biiziilme dontstimiidiir.

Sonug¢ 3.3 Tam metrik uzayda siirekli olan her Jaggi doniisiimii bir tek sabit noktaya

sahiptir.

Ispat: Keyfi x, € X noktas1 gz oniine alalim. Genelligi bozmaksizin her r € N i¢in

T"x, # T"T1x, olsun. O zaman her n € Nigin (3.16) gdz dniine alinirsa.

d(TnXO, T"+1x0)d(T"+1x0, Tn+2x0)

n 1 —
a(T xO’Tn+ xO) =1- ‘ud(T"xO,T"+1x0)d(T"+1x0,T"+2xo)

=1-u>0

elde edilir. Ote yandan (3.15) goz dniine almirsa her t > 0 igin

A
1-w Y@ = mt
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esitligi elde edilir. g+ 4 <1 oldugundan (1 —p) 'y € ¥ olur. Buradan ise
(1 —w™ ez, elde edilir. Bdylece p =1 ve o = (1 — )" olarak alinirsa (3.2)

esitsizligi saglanir. Teorem 3.2 geregince {T"x,} dizisibir x* € X noktasina yakinsar.
T siirekli oldugundan yine Teorem 3.2 den x*, T nin bir sabit noktasi olur. Yukarida
oldugu gibi sabit noktanin tekligini goriilebilir.

3.4. Berinde Tip Biiziilme Doniisiimleri

Tamm 3.7 (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Her x,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < AMd(x,y) + Ld(y,Tx) (3.17)

esitsizligini saglayan A € (0,1) ve L = 0 sabit sayilar1 varsa T Yye Berinde tip

biliziilme denir.

Teorem 3.8 Her Berinde tip biiziilme doniisiimii bir a-y-biiziilmedir doniistimiidiir.

Ispat: T: X — X Berinde tip biiziilme olsun. O halde her x,y € X icin (3.17) den
d(Tx,Ty) — Ld(y,Tx) < Ad(x,y)

esitsizligi saglanir. Buradan Tx # T'yolacak sekildeki her x, y € X i¢in

d(y.Tx)
(1-1 d(Tyx,T"y)) d(Tx,Ty) < Ad(x,y) (3.18)

esitsizligi elde edilir. y: [0, ) — [0,00) ve a: X X X - R™T fonksiyonlari sirasiyla
hert >0

W(t) = At

ve
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. d(y,Tx)
1 T2y’ Tx #Ty
alx,y) = (3.19)

0 diger durumlar

seklinde tanimlansin. Ayrica a ve 1 fonksiyonlar1 goz Oniine alinarak (3.18) den

a(x,y)d(Tx, Ty) < l,l)(d (x, y))
elde edilir. O halde T bir a-y-biiziilmedir.

Sonug¢ 3.4 Tam metrik uzayda her Berinde tip biiziilme doniistimii bir sabit noktaya
sahiptir.

Ispat: Keyfi x, € X noktas1 gz 6niine alalim. Genelligi bozmaksizin her r € N i¢in
T"x, # T"T1x, olsun. Her n € N i¢in (3.19) gdz dniine alinirsa

d(T”+1x0, Tn+1x0)

n 1 e
a(T xy, T" 1xy) = 1 — Ld(T"+1x0,T”+2x0)

=1

esitsizligi elde edilir. p =1 ve o =1 olarak alnirsa (3.2) esitsizligi saglanir.
Teorem 3.3 geregince {T"x,} dizisi bir x* € X noktasma yakinsar. Yine genelligi
bozmamaksizm n > N igin T"*1x, # Tx* olacak sekildeki N € N var olsun. O

zaman (3.19) den her n = N i¢in n — oo limit alinirsa

d(x*, T"1x,)

1
d(T"*1x,, Tx*) -

a(T xy, T"xy) = 1 —1L

elde edilir. £ = 1 ile Teorem 3.3. g6z Oniine alinirsa x*, T nin bir sabit noktasi olur.
Not: Berinde tip biiziilme doniisiimleri bir tek sabit noktaya sahip olmak zorunda

degildir. Ornegin, X = R iizerindeki Tx = x doniisiimii bir Berinde tip biiziilme

doniisiim olup sabit noktasi tek degildir.
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3.5. Ciric Tip Biiziilme

Tanim 3.8 (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Her x,y € X i¢in

min{ d(Tx, Ty),d(x,Tx),d(y,Ty)} — min{d(x, Ty),d(y,Tx)} < Ad(x,y) (3.20)

esitsizligini saglayan bir A € (0,1) sabit sayis1 varsa T ye Ciric tip biiziilme denir.

Teorem 3.9 Her Ciric tip biiziilme bir a-y-biiziilmedir.

Ispat: T:X —» X Ciric tip biizilme olsun. Bu durumda:[0, ) — [0, )

fonksiyonunu

Y(t) = At (3.21)

ve a: X X X - R* fonksiyonunu da

mi {1' d(Tx,Ty)’ d(Tx,Ty)} {d (Tx,Ty)’ d(Tx,Ty)} ,Tx #+ Ty
a(x,y) (3.22)

0 , diger durum

seklinde tanimlayalim. O zaman (3.20) esitsizliginden her x,y € X i¢in

a(x,y)d(Tx, Ty) < l/)(d(x, y)) (3.23)

elde edilir. O halde T, bir a-i biiziilmedir.

Sonug 3.5 Tam metrik uzaylarda siirekli her Ciric tip Biiziilme bir sabit noktaya

sahiptir.
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Ispat: Keyfi x, € X noktasi1 g6z oniine alalim. Genelligi bozmaksizin, her r € N igin

T"x, # T" ' x, olsun. Her n € N igin (3.22) yi gdz dniine almirsak.

d(T"x,, T"*1x d(T™x,, T 2x
a(T"xy, T"1x,) = min {1 (I"x o) A 0 0)}

’ d(Tn+1x0, Tn+2x0) ’ d(Tn+1x0, Tn+2x0)

. d(TnXO,Tn+2X0) d(T”“xO,T”“xO)
min d(T" 1xy, T"2xg) d(T™ 1y, T"+2x)

d(TnX(),Tn+1X0) }
’ d(T"+1x0,T”+2x0)

= min{l

elde edilir.

Simdi en az bir n € N i¢in

d(TnxO, T"+1x0)
d(Tn+1 X0, Tn+2 xO)

a(Txy, T xy) =

olsun. Bu durumda (3.21) ve (3.23) den

d(T"xy, T" 1xy) < Ad(T"x, T xp)

elde edilir.

Buradan da her r € N i¢in T"x, # T"1x, oldugu goz dniine alirsak A > 1 olur.
Ancak bu bir ¢eliskidir. O halde her n € N i¢in

a(Txy, T 1xo) = 1

olur. Boylece p = 1 ve ¢ = 1 igin (3.2) esitsizligi saglanir. Teorem 3.3 den {T"x,}

dizisi T’ nin bir sabit noktasina yakinsar.
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Not: Ciric tip biiziilme bir tek sabit noktaya sahip olmayabilir. Ornegin bir metrik
uzayda birim doniisim Ciric tip biliziilme doniisiimiidiir fakat sabit noktasi tek
degildir.

3.6. Suzuki Tip Biiziilme

Tanim 3.9 (X, d) bir metrik uzay T: X — X bir doniisiim olsun. Her x,y € X i¢in

(1+7r)1d(x,Tx) <d(x,y) = d(Tx,Ty) <rd(x,y) (3.24)

onermesini dogrulayan bir r € (0,1) sabit sayis1 varsa T’ ye Suzuki tip biiziilme

denir.
Teorem 3.10 Her Suzuki tip biiziilme bir a-y biiziilmedir.

Ispat: T: X — X Suzuki tip biiziilme olsun. Bu durumda : [0, o0) — [0, o)

fonksiyonunu

Yi)=rt
ve

a: X x X » R* fonksiyonunu da

a(,y) = 1, A+r)1dlx,Tx) <d(x,y) (3.25)

0 , diger durumlar

seklinde tanimlayalim. O zaman (3.24) esitsizliginden her x,y € X i¢in

a(x,y)d(Tx, Ty) < p(d(x,y))

elde edilir. O halde T, bir a-y biiziilmedir.
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Sonug¢ 3.6 Tam metrik uzaylarda her Suzuki biiziilme doniistimii bir tek sabit noktaya
sahiptir.

Ispat: Keyfi x, € X noktas1 goz 6niine alalim. Her n € N i¢in
(1 + 7)1 d(T"x, T(T"x)) < d(T"xq, T"* 1) (3.26)

esitsizligi saglanir. O zaman (3.25)’deki a fonksiyonunu gz oniine alirsak, her

n € N i¢in
a(T"xy, T xy) = 1

olur. Boylece p = 1 ve 0 = 1 igin (3.2) esitsizligi saglanir. Teorem 3.3 den {T"x,}
dizisi bir x* € X noktasina yakinsar. (3.24) ve (3.26)’dan her n € N i¢in

d(T(T"x), T*(T"xo)) < rd(T"xo, T(T"x,))
elde edilir. Boylece her n € N i¢in
(1 + 7)1 d(TrMxg, TV ™M) < d(T™xg, x*)

esitsizligi saglayan {n} dizisinin bir {y(n)} alt dizisi vardir. O zaman a’nmn

tanimindan her n € N i¢in
a(TY™xy, x*) =1
elde edilir. Teorem 3.3 den x*, T’nin bir sabit noktasi olur. Ote yandan (3.25)’den

x # y olacak sekildeki (x,y) € Fix(T) X Fix(T) igin a(x,y) = 1 dir. O halde

Teorem 3.4° den x* T’nin bir tek sabit noktasidir.
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3.6. Dongiisel Doniisiim

(X, d) bir metrik uzay, T: X — X bir doniisiim olsun ve m bir pozitif tamsay1 olsun.
Eger asagidaki ozellikler saglaniyorsa, U%; X; ifadesine X in T doniisiimiine gore
dongiisel gosterimi denir:

DX=ULX

i)X;#0,i =0,...,m

[ T(X) € Xpoo, T(Xme1) S X, T(Xn) © X5

Tamm 3.10 (X,d) bir metrik uzay, Aj,..., A,, kiimeleri X in kapali alt kiimeleri

olmak tizere Y = UL, 4;, Y € P ve T:Y — Y bir doniisiim olsun. Eger

i) UL, 4; ifadesi Y in T doniisiimiine gore dongiisel gosterimi ve

ii)Heri=1,..,mx€A;, yE A1 VeA,1 =4 icin
d(Tx,Ty) < ¥(d(x,y))
esitsizligi saglantyorsa T doniisiimiine dongiisel y-biiziilme ad1 verilir.
Teorem 3.11 (X, d) bir metrik uzay, A;,..., A,, kiimeleri X in kapali alt kiimeleri

olmak tizere Y = UL, A; ve T:Y — Y bir dongiisel -bliziilme doniisiim olsun. O

zaman her x,y € Y i¢in

aCx,y)d(Tx, Ty) < p(d(x,y)) (3.27)
olacak bigimde bir a: Y X Y - R fonksiyonu vardir.

Ispat: a: Y x Y -» R* fonksiyonu
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1' (X, y) € Ai X Ai+1

a(x,y) = (3.28)
0, diger durumlar

bigiminde tanimlansin. O zaman Tanim 3.10 ii den (3.27) elde edilir.

Sonu¢ 3.7 (X,d) tam metrik uzay, A,..., A,, kiimeleri X in kapali alt kiimeleri
olmak tizere Y = UX; 4; ve T:Y — Y bir doniisiim olsun. Eger U~ 4; ifadesi Y nin
T ye gore dongiisel gosterimi ve T Dbir dongiisel Y-biiziilme doniisimii ise T bir

tek x* € N, A; sabit noktasina sahiptir.

Ispat: Keyfi x, € A; noktasmi goz 6niine alalim. O zaman (3.28) den her n € N

i¢in
a(T xy, T xy) = 1
Y nin T ye gore dongiisel gosterimi dolayisiyla {T"x,} dizisi her bir A; igerisinde
sonsuz coklukta terime sahiptir. Boylece {T"x,} dizisinin her bir A; igerisinde
{Tyi(")xo} gibi bir alt dizisi bulunabilir. A; her biri kapali oldugundan x* €
N™, Adir. Ayrica (3.28) her n€N igin j=1,..,m igin {T"™xy, x*} =1
yazilabilir. Boylece Teorem 3.3’ den x* T’ nin bir sabit noktasidir. Diger taraftan
Fix(T) x Fix(T) € n ;fA; XN ;11 4;

oldugundan her x,y € Fix(T) X Fix(T) den

a(x,y) = 1 boylece Teorem 3.4” den x* T’ nin bir tek sabit noktasidir.
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3.8. Edelstein Sabit Nokta Teoremi

Simdi Edelstein sabit nokta teoreminin bir genellestirilmis versiyonunu Teorem 3.2

nin bir sonucu olarak elde edelim.

Sonu¢ 3.8 (X, d) tam metrik uzay1 en az bir € > 0 i¢in € zincirlenebilir olsun. Yani

verilen her x,y € X i¢in, i = 0,..., N — 1 olmak tiizere

X =Xxy,y =Xy, d(x;,x;41) <e€ (3.29)
esitsizligini saglayan bir {x;}_, sonlu dizi ve N tamsayis1 var olsun. 1 € ¥ olmak
iizere her x,y € X i¢in

d(x,y) <e=>d(Tx,Ty) < Y(d(x,y)) (3.30)
esitsizligini saglayan T: X — X doniistimii bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat: ( 3.30) ifadesinden T déniisiimii siirekli oldugu agiktir.

1, d(x,y)<¢
0, diger durumlar

a(x,y) = { (3.31)

seklinde tanimli a fonksiyonu goz oniine alirsak ( 3.30) dan her x,y € X i¢in
a(x,y)d(Tx,Ty) < ¢(d(x,y))
esitsizligi elde edilir.
X =xg9Vey = Tx, igin ( 3.29) ve ( 3.30) dan
§ =0, § =Txo, a(§,8§41)=21,1=10,..,p—1
esitsizligini saglayan {&;}_ ; sonlu bir dizi vardur.
Simdi i€{0,...,p — 1} sabit olsun. ( 3.30) ve ( 3.31) den
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aE,giv1) =1 =d(E,541) <e¢
= d(T8,Tq41) <P(d(&,§i11)) < d(T5,TE41) < ¢
= d(T%,T§1) =1

elde edilir. Ayrica

a(Tg,Tg11) =21 = d(T§,TE4) < ¢
= d(T?%;,T?%41) < Y(d(TE,TE41) < d(TE,T§41) < €
= d(T?¢,T*1) = 1
olup bu sekilde devam edersek her n € N igin
a(T"g, T, ) =1
elde edilir.
Boylece o = 1 i¢in (3.2) esitsizligi saglanir. O zaman Teorem 3.2 den {T"x,}
dizisi T nin sabit noktasma yakinsar. Benzer yollar kullanilarak Teorem 3.4 ii
saglandig1 gorebiliriz. O halde T bir tek sabit noktaya sahiptir.
3.9. Kismu Sirali Kiimelerde Sabit Nokta Sonuclari
Bu kisimda Teorem 3.2 kullanarak kismi sirali kiimeler iizerinde sabit nokta
sonuglari elde edecegiz. (X, d) bir metrik uzay, < de X tizerinde bir kismi siralama
bagintisi olsun. Bu durumda

{(x,y) XXX : x<yveyay < x}

kiimesini A ile gosterelim.

Sonug 3.9 (X, d) tam metrik uzay T: X — X bir doniisiim olmak tizere her (x,y) € A

icin
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d(Tx,Ty) < ¥(d(x,y)) (3.32)
esitsizligini saglayan bir i € ¥ var olsun. Ayrica asagidaki sartlar saglansin

i) T siireklidir

ii) Baz1 pozitif p tamsayilar1 i¢in
S =0, & =Txg (T"E,T"§41) €A (3.33)
esitsizligini saglayan {§;}7_ ; sonlu bir dizi vardur.
0 zaman {T"x,} dizisi T nin sabit noktasina yakinsar.
Ispat:

1, (x,y) EA

0, diger durumlar (3.34)

a(x,y) = {

seklinde tanimli @ fonksiyonunu goz Oniine alirsak (3.32) den her x, y € X igin
a(x,y)d(Tx,Ty) < (d(x,y))

elde edilir. Dolayisiyla ¢ = 1 olmak {izere Teorem 3.2 den ispat agiktir.

Sonug¢ 3.10 (X, d) tam metrik uzay, ¥ € ¥, T: X — X bir doniistim olsun. (3.32) ve

(3.33) esitsizligi saglansin. O zaman {T"x,} dizisi bir x* € X noktasina yakinsar.

Ayrica

n >N, igin (TY™xy, x*) € A olacak sekilde bir n € N ve { T"x,} dizisinin bir

{ TV(”)xO} alt dizisi varsa, x* T nin bir sabit noktasidir.
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Ispat: (3.34) seklinde tamimli fonksiyonu goz oniine alalim Teorem 3.3 ispatindan
{T"x,} dizisi x* € X noktasma yakinsar. Hipotez dikkate almirsa (3.34) den

lim a(TY™xy,x*) =1

n—oo

elde edilir. O halde Teorem 3.3 den x* T nin bir sabit noktasidir.

Sonug¢ 3.11 (X, d) tam metrik uzay T: X — X bir doniigiim olsun
Asagidaki sartlar saglansin:

i) (3.32) esitsizligini saglayan bir ) € ¥ var

ii) Fix(T) # ¢,

iii) x #+ y olacak sekilde her (x,y) € Fix(T) x Fix(T) i¢in eger (x,y) €A ise
neNvei=0,...,q—1icin

W@y =x8xy) =y (T"406y), T4 (x,¥)) € 4,

olacak sekilde pozitif g tamsayist ve {{; (x, y)}/_, sonlu dizisi var.

o halde T bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat: q = 1 olmak iizere Teorem 2.5 den ispat agiktur.

3.10 Lineer Olmayan Kuadratik integral Denklemlerin Bir Simifi I¢in Varhk

Sonuglari

Bu boliimde agagidaki lineer olmayan kuadratik integral denklemini dikkate alacagiz:

T>0vet € [0,T]igin

x(t) = a(t) + Afot ky (t,9)fi(s,x(s)) ds fot ko (t,5)f2(s,x(s))ds.  (3.35)
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[0, T] iizerinde tanimli R" degerli siirekli fonksiyonlarmn kiimesi X = C([0,T], RV )
olsun.

X tizerinde, (x,y) € X X X i¢in

d(x,y) = max{|x(t) — y(®)| : t € [0, T]}

metrigini dikkate alalim ki bu X iizerinde

llxllee = max{|x(®)|: t € [0,T]}

normundan elde edilmektedir. O zaman (X, d) nin bir tam metrik oldugunu biliyoruz.
Ayrica RV de asagidaki bigimde tanimli kismi siralamay:r dikkate alalm: i =

1,2,...N i¢in

u= (U, Uy, .., uy) S v=_~,02..,0y) © w <v;.

Simdi asagidaki 6zellikleri g6z 6niine alalim:

1.a:[0,T] — RV siirekli,
2. fi:[0,T] x RY — RV siirekli,
3. hemen hemenhert € [0,T] igcinu < v
Ifi(t,w) — f;(t, )| < Llu—v|
olacak bicimde L > 0 var,

4.t € [0,T] veu € RY icin
If:(t,w)| < m;(t) vem; € L'[0,T]

olacak bicimde m;: [0,T] — RN fonksiyonlar var,

5.hert € [0,T] i¢in
usv=fi(tu) < fi(t,v),
6. k;:[0,T] x [0,T] — [0, ) siirekli fonksiyonlar ve
K; = max{k;(t,u) : (t,s) € [0,T] x [0,T]},
7.t € [0,T] igin
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f k, (& s)m,(s) ds < K
0

olacak bigimde K > 0 sayis1 var,

8.t € [0,T] i¢in

xo(t) < a(t) + A f ky (6, 9)f; (5, %0(s)) ds J Ky (&,5)f5 (5, %0(s)) ds
0 0

olacak sekilde x, € X var.

Buna gore (3.35) esitligi ile verilen kuadratik integral denkleminin bir tek siirekli

¢Ozlimiiniin varlig1 i¢in asagidaki teoremi ifade edebiliriz.
Teorem 3.12: Yukarida verilen (1)-(8) kosullarini saglandigini kabul edelim. Eger
0< A< (LKT(K;+Ky))™"

oluyorsa (3.35) esitligi verilen kuadratik integral denkleminin bir tek siirekli
x* € C([0,T],RV) ¢oziimii vardir.

Ispat : (3.35) esitligi dikkate almarak her t € [0, T] i¢in

Tx(t) = a(t) + Af ki(t,s)fi (s,x(s)) dsf k, (t,s)f, (s,x(s)) ds
0 0

Bigiminde tanimli T ddniisiimiinii gdz 6niine alalim. Ispati bir ka¢ adimda yapacagiz.

1. Adim: T operatorii X den kendisine bir doniistimdyiir.

t € X ve ty, t; € [0,T] olsun. Genelligi bozmaksizin t; < t, oldugunu kabul

edebiliriz. O zaman
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|Tx(t;) — Tx(t,)|

< la(ty) —a(ty)]

ty t2
; f Iy (2, 5) — Ky (b1, 8)| my (s)dls + f ey (1, $)my (5)ds
0 t1
ty t2
X AK f 1Ky (£, ) — Ky (61,8 my (s)ds + f ky (1, $)my (5)ds
0 tq

elde edilir. Baskin Yakinsaklik Teoremi ve (1)-(8) dikkate alindiginda

lim |Tx(t;) — Tx(t,)| =0
[t1—t2|

elde edilir ki bu Tx in [0, T] de siirekli oldugunu gésterir. Yani T: X — X bir

doniisiimdyir.
2. Adim: T doniistimii bir a-y-biiziilme doniigimiidiir.
a: X x X - R fonksiyonu t € [0, T] i¢in

1, x@® =<y
a(x,y) =
0, diger durumlar

ve :[0,00) = [0,00) fonksiyonu da (t) = ALKT(K;+K,)t Dbi¢iminde
tanimlansin. O zaman ¥ € ¥ oldugu aciktir. Simdi T nin  a--biiziilme doniisiimii

oldugunu, yani her x,y € X i¢in

a(x,y) d(Tx,Ty) < d(x,y) )
esitsizliginin saglandigini gosterecegiz. x,y € X olsun. Eger x(t) < y(t) degilse (2)

esitsizliginin saglandig1 agiktir. Simdi x(t) < y(t) olsun. Bu durumda her t € [0, T]

icin
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ITx(t) — Ty ()|

< /1[ kq (t, s)|f1(s,x(s))| dsf k, (¢, s)|f2(s,x(s)) —f (s,y(s))| ds
0 0

+/1j k, (¢, s)|f2(s,y(s))|dsfk1 (¢, s)|f1(s,x(s)) —fl(s,y(s))| ds
0 0

< IKL( f ky(t,5) 2(s) — y(s)| ds + j ki (6, 5) 12(s) — y(s)| ds
0 0

< AKLT(K, + K;)d(x,y) = ¥(d(x,y)).
bulunur. Yani T a--biiziilme doniistimiidiir.
3. Adm: n € N i¢in a(T"x,, T" 1x,) = 1 dir. (8) den a(xy, Tx,) = 1 elde edilir.
Dolayisiyla n = 0 iddiamiz dogrudur
Diger taraftan (5) kosulu ile
alx,y)=1 = a(Tx,Ty) =1

elde edilir. Boylece tiime varim yontemiyle iddiamizin dogrulugu kolaylikla

goriilebilir.

4. Adm: {T"x,} picard dizisinin yakmsaklhigi Teorem 3.3 kullanilarak {T"x,}
dizisinin d metrigine goére yakimnsak oldugu bir x* € X noktasina var oldugu elde
edilebilir. Boylece bir 6nceki adimdan n € N i¢in

a(T"x,, x*) =1

oldugu agiktir.
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5. Adim: Coziimiin varligi Teorem 3.3 uygulamasiyla x* noktasinin T nin bir sabit
noktasinin

oldugu yani x* (3.35) den integral denkleminin bir ¢dziimiiniin oldugu goriilebilir.

6. Adim: Simdi ¢oziimiin tekligini gosterelim.

x(t) = (%1 (), x2(t), ..., xn (1)), y(&) = (1 (), y2(2), ..., yn (1))

olmak iizere keyfi (x,y) € X X X swrali ikilisini dikkate alalm. i = 1,2, ... N i¢in

z;(t) = max{ x;(t),y;(t)}
olmak iizere z(t) = (z,(t),z,(t),...,zy(t)) o halde x(t) < z(t) ve x(t) < z(t)
oldugundan
a(x,z) =1a(y,z) =1 boylece Teorem 3.4 den ¢Oziimiin tekligi kolaylikla

goriilebilir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda a-y-biiziilme doniistimii kavramiyla verilen bir genel sabit nokta
teoremi detayli bir bi¢imde incelenmistir. Ardindan literatiirde bulunana rasyonel
biiziilme, Das-Gupta, Jaggi, Berinde, Ciric, Suzuki tip biiziilme gibi bazi biiziilme
doniisiimlerinin, birer a-y-biiziilme donilisimii oldugu gosterilmistir. Boylece bahsi
gecen biizlilme doniisiimleri yardimiyla elde edilen sabit nokta teoremlerinin burada
verilen genel teoremin birer sonucu oldugu bilgisine ulagilmistir. Son olarak bu genel
teorem dikkate alinarak integral denklemlerin ¢dziimiiniin varlhigi i¢in bir varhk

teoremi sunulmustur.

46



KAYNAKLAR

[1] Kogak, M., Genel Topolojiye Giris ve Cozimli Alistirmalar,
Furkan Ofset, Eskisehir, 2009.
[2] Soykan, Y., Fonksiyonel Analiz, Nobel Yaym Dagitim, Ankara, 2012,

[3] Berinde, V., Iterative Approximation of Fixed Points, Springer, Berlin,
2007.

[4] Samet, B., Vetro, C.,Vetro, P., Fixed point theorems for a-y-contractive
type mappings, Nonlinear Analysis, 75 (2012), 2154-2165.

[5] Samet, B., Fixed Points a-i-contractive mappings with an application to
quardratic integral equations, Electironic Journal of  Differential
Equations, 152 (2014), 1-18.

[6] Amiri, P., Rezapour, Sh., Shahzad, N., Fixed points of generalized a-i-
contractions, RACSAM, 108 (2014), 519-526.

[7] Dass, B. K., Gupta, S., An extension of Banach contraction principle
through rational expressions, Indian J. Pure Appl. Math, 6 (1975), 1455-
1458.

[8] Jaggi, D. S., Some unique fixed point theorems, Indian J.Pure Appl.
Math, 8 (1977), 223-230.

[9] Berinde, V., Approximating fixed points of weak contractions using the
Picard iteration, Nonlinear Analysis Forum, 9 (2004), 43-53.

[10] Ciric, Lj., On some maps with a nonunique fixed point, Pub. Inst. Math.,
17 (1974), 52-58.

[11] Suzuki, T., A generalized Banch contraction principle that charecterizes
metric completeness, Proc. Amer. Math. Soc., 136 (2008), 1861-1869.

[12] Cyclic representation and fixed points, Ann. T. Popoviciu Scminar
Funct. Eq. Approx. Convexity, 3 (2005), 171-178.

[13] Pacurar, M., Rus, I. A., Fixed point Theory for cylic ¢-contractions,
Nonlinear Analysis, 72 (2010), 1181-1187.

[14] Edelstein, M., An extension of Banach’s contraction principle, Proc.
Amer. Math, 12 (1961), 7-10.

[15] Nieto, J. J., Rodriguoz-Lopez, R., Conractive mapping theorems in

47



partially ordered sets and applications to ordinary differential equations,
Order, 22 (2005), 223-239.

[16] Argyros, I. K., On a class of quadratic integral equations with
perturbations, Funct. Approx., 20 (1992), 51-63.

48



