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OZET

KUME DEGERLI ZAYIF PICARD OPERATORLER VE BAZI SABIT

NOKTA SONUCLARI
KANYILMAZ, Sema

Kirikkale Universitesi

Fen Bilimleri Enstitlisu

Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. ishak ALTUN
AGUSTOS 2017, 92 sayfa

Bu tez calismasinda, temel olarak kiime degerli zayif Picard operatorler ve
baz1 sabit nokta sonuglar1 incelenmistir. {lk olarak, tez boyunca kullanilacak metrik
uzay ile ilgili temel tanimlar, bazi teoremler ve 8-biizlilme doniisiimii verilmistir.
Sonra, tam metrik uzaylarda kiime degerli doniisiimler i¢in Onemli sabit nokta
teoremlerinden Nadler ve Mizoguchi-Takahashi sabit nokta teoremleri detayli bir
sekilde incelenmistir. Daha sonra, tezin asil kisminda Nadler tip kiime degerli 6-
biiziilme dontisiimleri, M'T" tip kiime degerli 8-biiziilme doniisiimleri, kiime degerli
a-gecisli ve a,-gegisli dontligiimler ve son olarak Nadler tip kiime degerli («, 0)-
biiziilme dontisiimleri verilmistir. Burada literatiirde ilk defa tamimlanan MJT Tip

Kiime Degerli (a, 8)-Biiziilme Dontigiimleri kavrami kullanilmustir.

Anahtar Kelimeler: Sabit Nokta, Kiime Degerli Doniisiim, 8-Biiziilme Doniisiimii,

Zayif Picard Operator, a-Gegisli Doniigiim.



ABSTRACT

MULTIVALUED WEAKLY PICARD OPERATORS AND SOME FIXED
POINT RESULTS
KANYILMAZ, Sema
Kirikkale University
Graduate School Of Natural And Applied Sciences
Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor: Prof. Dr. ishak ALTUN
AUGUST 2017, 92 pages

In this thesis, setvalued weakly Picard operators and some fixed point results
are mainly examined. Firstly, fundamental concepts of metric spaces, some well-
known theorems and 8-contraction mapping are given which will be used throughout
thesis. Also, Nadler and Mizoguchi-Takahashi fixed point theorems which are some
of important theorems for setvalued mappings in complete metric spaces are deeply
examined. In main section of thesis Nadler type setvalued 6-contraction mappings,
MT type setvalued 6-contraction mappings, setvalued a-admissible and a,-
admissible mappings and Nadler type setvalued (a, 8)-contraction mappings are
given. The concept of M'T Type Setvalued (a, 8)-Contraction Mappings defining as

first time in literature is used.

Key Words: Fixed Point, Multivalued Map, 8-Contraction Map, Weakly Picard
Operator, a-Admissible Map.
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1. GIRIS

X bos olmayan bir kiime ve T : X — X bir doniistim olsun. Tx = x 6zelligini
saglayan x € X noktasmna T nin bir sabit noktast denir. Yani, T doniisiimii altinda

degismeyen bir nokta T nin sabit noktasidir. Ornegin, X = [0, %) olmak Uizere T :

X = X doniistimii Tx =§ seklinde tanimlansin. O zaman x = 0 noktas1 T nin bir

sabit noktasi olmasmna ragmen Tx = x + 1 seklinde tanimlanan doniisiimiin X de
hicbir sabit noktas1 yoktur.

Sabit noktanin taniminda X kiimesi veya T doniisiimii lizerinde higbir yapiya
gerek olmadigi i¢in, sabit nokta teori ¢alismalari bir donilisiimiin sabit noktasinin
hangi kosullar altinda var oldugunu arastirmaktadir. Dolayisiyla sabit nokta teori bir
varlik teorisidir. Bu teoriler genellikle sabit noktanin ne olacagini belirtmemektedir.
Ancak bazi sabit nokta teoremleri sabit noktanin varliginin yani sira tek olup
olmadigini, tek ise nasil bulunabilecegini de gdstermektedir. Ayrica sabit nokta teori
matematigin bircok dali ile iliskilidir. Ornegin; lineer olmayan fonksiyonel analiz,
matematiksel analiz, operator teori ve genel topoloji bunlardan baslicalaridir.

Tarihsel olarak sabit nokta teori c¢aligmalari iki ana yonde gelismektedir.
Bunlardan birincisi, tam metrik uzay iizerinde biizlilme ve biiziilme tip doniisiimler
i¢in sabit nokta teoridir. Ikincisi ise normlu uzaylarin kompakt ve konveks alt
kiimeleri tizerinde taniml surekli operatorler icin sabit nokta teoridir.

Normlu uzaylarda sabit nokta teori 1912 yilinda Brouwer ile baslamistir.
Brouwer kendi adi ile anilan su teoremi ifade ve ispat etmistir: R™ nin kapali birim
yuvarindan kendisine tanimli her siirekli doniistimiin bir sabit noktas1 vardir. 1909
yilinda Brouwer bu teoremin ispatinda 19. yiizyilin sonlarinda eski bir problemin

¢oziimii i¢in ilk defa Poincare tarafindan kullanilan yeni bir ispat yontemini



kullanmistir ve n = 3 i¢in teoremin ispatini yapmistir. Daha sonra 1910 yilinda
Hadamart keyfi bir n icin ilk ispatin1 vermistir. Ardindan 1912 yilinda Brouwer
farkli bir ispat vermistir. Brouwer Sabit Nokta teoreminin reel eksende Ozel bir
durumu su sekildedir: T : [0,1] — [0, 1] siirekli bir doniisiim ise T nin bir sabit
noktasi vardir. Ayrica Brouwer Sabit Nokta teoremi doniisiimiin sabit noktasinin
tekligini garanti etmemektedir. Brouwer’in bu teoreminin sonsuz boyutlu uzaylara
genisletilmesi diisiiniilmiis fakat Kakutani bu teoremin sonsuz boyutlu uzaylarda
gecerli olmadigimi gosteren ornek vermistir. Ancak yine de Brouwer Sabit Nokta
teoremi bazi ek sartlarla birlikte 1930 yilinda Schauder tarafindan sonsuz boyutlu
uzaylara su sekilde genisletilmistir: X bir Banach uzayi, C, X uzaymin kompakt,
konveks bir alt kiimesi ve T : C - C surekli bir doniisiim olsun. Bu durumda, T
dontisimii C de en az bir noktaya sahiptir.

Diger taraftan, tam metrik uzaylarda sabit nokta teori ¢aligmalar1 19. yiizyilin
sonlaria dogru denklemlerin 6zellikle diferansiyel denklemlerin ¢oziimiiniin varligt
ve tekligi i¢cin kullanilan ardisik yaklasimlar metodu ile baslamistir. 1922 yilinda
Banach, soyut kavramlarla bu yaklagimi gelistirmesine ragmen bu yaklasim metodu
Picard’in ¢alismast ile iliskilendirilir. Banach, literatiirde biiziilme doniistimii
prensibi olarak da adlandirilan su teoremi ifade ve ispat etmistir: (X, d) bir tam
metrik uzay ve T : X — X bir biiziilme doniisiimii olsun. Yani her x,y € X igin,

d(Tx,Ty) < kd(x,y)
olacak sekilde bir k € [0,1) var olsun. O zaman T doniistimiiniin X de bir tek sabit
noktas1 vardir. Ustelik X deki herhangi bir baslangi¢ noktasindan elde edilen Picard
iterasyon dizisi T nin sabit noktasina yakinsar.

Metrik sabit nokta caligmalarinin ispatinda ilk asama, biiziilme sart1 dikkate

alinarak Picard iterasyon dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunun gosterilmesidir.



Ardindan metrik uzaym tam oldugunun kabulii ile bu iterasyon dizisinin yakinsak
oldugunun garanti edilmesi ve yakinsadigi noktanin bir sabit nokta oldugunun
gosterilmesi ispatin ikinci asamasi olarak dikkate alinabilir. Bu diisiincelerle metrik
sabit nokta teori ¢alismalarinda Picard operator kavrami ortaya ¢ikmustir: (X, d)
metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Eger T bir tek sabit noktaya sahip ve
her bir baglangi¢ noktasi i¢in ardisik yaklagimlar dizisi bu sabit noktaya yakinsiyorsa
T ye Picard operator denir.

(X, d) bir metrik uzay ve T : X - X bir doniisiim olmak tizere, her x,y € X

icin,
d(Tx,Ty) < kd(x,y)
esitsizligini saglayan bir k > 0 varsa T doniisiimiine Lipschitz donilisiimii denir. Bu
esitsizligi saglayan k sayilarinin en kii¢iigiine T nin Lipschitz sabiti denir ve
genellikle L ile gosterilir. Eger,
e [ < 1liseT ye biizillme donisiimii, L < 1 ise genislemeyen doniisiim
denir.
e x # y olacak sekilde her x,y € X igin
d(Tx,Ty) <d(x,y)
esitsizligi saglanirsa T ye biiziilebilir doniisiim denir.

Bilindigi gibi Banach Sabit Nokta teoremi, bir tam metrik uzay tizerinden
kendisine tanimli her biiziilme doniisiimiiniin bir tek sabit noktasinin var oldugunu ve
hatta her iterasyon dizisinin bu sabit noktaya yakinsadigimni belirtmektedir.
Dolayisiyla tam metrik uzaydan kendisine tanimli her biiziilme doniisiimii Picard
operatordur.

Yine, Edelstein sabit nokta teoremi dikkate alindiginda, kompakt metrik uzay

tizerinde taniml1 her biiziilebilir doniistimiin bir Picard operatdér oldugu goriilebilir.



Aym sekilde Kannan, Chatterjea, Zamfirescu, Reich, Hardy-Rogers ve Ciric sabit
nokta teoremleri diisiiniilerek Picard operatorleri i¢in pek ¢ok 6rnek bulunabilir.

Ornek 1.1 X = {0, 1, 2, ... } kiimesi (izerinde d : XXX — [0, ) metrigi

0 , xX=y
d(x,y) =
x+y , XFYy
veT : X — X doniisiimi
0 , x € {0,1}
Tx =
x—1 , x =2

seklinde tanimlansin. T nin sabit noktas1 0 oldugu agiktir. Diger taraftan, keyfi bir
X9 € X noktasim1 g6z Oniine alalim. O zaman Picard iterasyon dizisi
(%0, X1, X2, o, X, 0,0,0, ...) seklinde olmaktadir. Dolayisiyla x,, — 0 olur. O halde T
nin Picard operator oldugu goriilmektedir.

SimdiT, S: R — R doniisiimleri Tx = 2x ve

1, x=0

-1 , x<0

seklinde tanimlansin. T doniigiimii bir tek sabit noktaya sahip olmasina ragmen bir
Picard operator degildir. Ciinkii baslangi¢ noktas1 0 olmayan Picard iterasyon dizileri
T nin sabit noktasina yakinsamaz. Diger taraftan S doniisiimii i¢in, baslangi¢ noktasi
ne olursa olsun her Picard iterasyon dizisi S nin bir sabit noktasina yakinsamasina
ragmen S doniistimii de bir Picard operatdr degildir. Ciinkii S nin sabit noktas1 tek
degildir.

Ote yandan Rus, Picard operator kavramini genisleterek zayif Picard operatdr

kavramini tanimlamustir: (X, d) metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Eger T



nin sabit noktalar1 kiimesi bos kiimeden farkli ve her bir baslangi¢c noktasi igin
ardisik yaklasimlar dizisi T nin bir sabit noktasina yakinsiyorsa T ye zayif Picard
operator denir.

O zaman yukarida verilen S doniisiimii bir zayif Picard operatordiir. Ciinkdi S
nin sabit noktasi tek degildir ancak her Picard iterasyonu S nin bir sabit noktasina
yakinsar.

Tanimlar dikkate alinirsa her Picard operatoriin ayni zamanda zayif Picard
operator oldugu goriiliir.

Yine her x,y € X icin,

d(Tx,Ty) < kd(x,y) + Ld(y, Tx)
esitsizligini saglayan k € [0,1) ve L > 0 sabitleri varsa T doniisiimiine hemen
hemen biiziilme doniisiimii denir. Berinde, tam metrik uzay ilizerinde tanimli hemen
hemen biiziilme doniisiimlerinin zayif Picard operator oldugunu gostermistir.
Ornek 1.2 X = [0,2] kiimesi alisilmis metrik ile géz oniine alinarak T : X — X

doniistimii

X

- €

> x €[0,1)
Tx =

\ 2, xe[12]
seklinde tanimlansin. O zaman T, k = 1/2 ve L = 3 sabitleri ile hemen hemen
biiziilme doniisiimidiir. Ayrica T nin sabit noktalar1 0 ve 2 oldugu agiktir.

Simdi x € [0, 1) olmak Uzere,

T _x
)
X
2., —
Tx—2—2



T"xzi
27’1

olur. Buradan zin — 0 oldugu goriiliir.

Yine x € [1, 2] olmak (izere,

Tx =2
T?x =2
T'x =2

olur. Burada Picard iterasyon dizinin 2 ye yakinsadig agiktir. O halde T déniisiimii

zayif Picard operatordiir.

1.1 Kaynak Ozetleri

Metrik uzay ve topolojik uzaylar ile ilgili temel kavramlar i¢in Kocak’in
“Genel Topolojiye Giris ve CoOziimlii Arastirmalar”, Mucuk’un “Topoloji ve
Kategori”, Soykan’in “Metrik Uzaylar ve Topolojisi” adli kitaplar1 ve Minak’in
“Metrik Uzayda Kiime Degerli Déniisiimler I¢in Sabit Nokta Teoremleri” adl
makalesi kullanilmistir[1, 2, 3, 4]. @-biiziilme doniisimii i¢in Altun, Hanger ve
Minak’in “On a general class of weakly Picard operators” adli makalesi, kiime
degerli doniisiimler i¢in bazi tanimlar ve kavramlar i¢in Agarwal, O’Regan ve
Sahu’nun “Fixed Point Theory for Lipschitzian-type Mappings with Applications”
adli kitab1 ve kiime degerli zayif Picard (MWP) operatoriin tanimi i¢in Rus’un
“Basic problems of the metric fixed point theory revisited (II)”, M. Berinde ve V,
Berinde’nin “On a general class of multivalued weakly Picard mappings” adli
makalelerinden ve Minak ve Altun’un “Overall approach to Mizoguchi-Takahashi

type fixed point results” adli makalesinden yararlanilmistir[5, 6, 7, 8, 9]. Daha sonra



tezin asil amacini olusturan Nadler sabit nokta teoremi i¢in Nadler’in “Multivalued
contraction mappings” adli makalesinden yararlanilmistir[10]. Ayrica Nadler tip
kiime degerli 8-biiziilme doniisiimii i¢in Hanger, Minak ve Altun’un “On a broad
category of multivalued weakly Picard operators” adli makalesinden
yararlanilmigtir[11]. Mizoguchi-Takahashi sabit nokta teoremi ig¢in Mizoguchi-
Takahashi’nin “Fixed point theorems for multivalued mappings on complete metric
spaces” adli makalesi, a-geg¢isli doniisiimlerle ilgili sabit nokta teoremleri i¢in Samet,
Vetro ve Vetro’'nun “Fixed point theorems for a-y-contractive type mappings” adli
makalesi, kiime degerli a-gecisli ve a,-gecisli doniisiimlerle ilgili sabit nokta
teoremleri i¢in Asl, Rezapour ve Shahzad’in “On fixed points of a-i-contractive
multifunctions” adli makalesi incelenmistir[12, 13, 14]. Ayrica, Nadler sabit nokta
teoreminin genellestirmeleri i¢in Reich’in “Some remarks concerning contractions
mappings” ile “Some problems and result in fixed point theory” adli makaleleri,
Mizoguchi-Takahashi fonksiyonunun &zellikleri i¢in Du’nun “On coincidence point
and fixed point theorems for nonlinear multivalued maps”, “Coupled fixed point
theorems for nonlinear contractions satisfied Mizoguchi-Takahashi’s condition in
quasiordered metric spaces” ve “Some new result and generalizations in metric fixed
point theory” adli makaleleri, Mizoguchi-Takahashi sabit nokta teoreminin ¢ok basit
bir ispat1 i¢in Suzuki’nin “Mizoguchi-Takahashi’s fixed point theorem is a real
generalizations of Nadler’s” adli makalesi, (c)-kiyaslama fonksiyonunun ozellikleri
icin Berinde’nin “Iterative Approximation of Fixed Points” adli kitabi
incelenmistir[15, 16, 17, 18, 19, 20, 21]. a-ge¢isli ve a,-gecisli doniistimlerle ilgili sabit
nokta teoremlerinin genellestirmeleri icin Mohammedi, Rezapour ve Shahzad’in
“Some results on fixed points of a-y-Ciri¢ generalized multifunctions” adli makalesi

incelenmistir[22]. Nadler tip kiime degerli (a, 6)-biiziilme dontisiimleri igin Minak ve



Altun’un “On the effect of a-admissibility and 6-contractivity to the existence of

fixed points of multivalued mappings” adli makalesinden yararlanilmistir[23].

1.2 Calismanin Amaci

2014 yilinda Jleli ve Samet, (0, o) dan (1, o) a tanimli baz1 dzelliklere sahip
fonksiyonlar smifin1 dikkate alarak, literatiirde mevcut olan pek c¢ok biiziilme
esitsizliklerini igerecek bigimde genel bir biiziilme esitsizligi kullanmiglardir. Kesim
2.2 de belirtilen 6,, 8, ve 65 o&zelliklerine sahip fonksiyonlar smifimi @ ile
gosterelim. (X, d) bir metrik uzay, T : X — X bir doniisim ve 6 € @ olsun. Eger

d(Tx,Ty) > 0 olacak sekildeki her x € X icin,

6(d(Tx, Ty)) < [6(d(x, y))]k
esitsizligini saglayan bir k € (0, 1) sabiti varsa T doniisiimiine 8-biiziilme doniistimii
adr verilir. Jleli ve Samet 6-biiziilme doniisiimlerinin tam metrik uzay {izerinde
Picard operator oldugunu ispatlamistir.

Bu tez ¢aligmasinin amacini agagidaki bi¢cimde 6zetleyebiliriz:

Kiime degerli doniisiimler i¢in Nadler ve Mizoguchi-Takahashi sabit nokta
teoremlerini dikkate alip bunlarin 6-fonksiyonlar ile birlestirilmis versiyonlarini
incelemek ve burada bahsi gegcen doniisiimlerin zayif Picard operator olup olmadigini
arastirmak bu tez calismasinin ilk amacidir.

Diger bir amag ise kiime degerli doniisiimler i¢cin a-gecislilik ve a,-gecislilik
kavramlarin1 da katarak Nadler ve Mizoguchi-Takahashi sabit nokta teoremlerini

hem a-geg¢islilik hem de 6-fonksiyonu ile ele alarak genisletmektir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Bazi Temel Metrik ve Topolojik Kavramlar
Bu kisimda tez boyunca kullanacagimiz metrik uzay, topolojik uzay ve metrik
uzayin topolojisi, temel topolojik kavramlar, metrik uzayda yakinsaklik, stireklilik,
Cauchy dizisi, metrik uzayda tamlik ve kompakt metrik uzay kavramlarim
hatirlatacagiz.
Tanmm 2.1 X bos olmayan bir kiime olmak iizere asagidaki sartlar1 saglayan d :
XxX — R* fonksiyonuna bir metrik, (X, d) ikilisine de bir metrik uzay denir:
(@) d(x,y) = 0ancak ve ancak x =y,
(b) herx,y € Xicind(x,y) = d(y, x),
(c) herx,y,z€e Xicind(x,y) <d(x,z) +d(z,y).
Tamim 2.2 (X, d) herhangi bir metrik uzay, x, € X ve r > 0 bir reel say1 olsun.
B(xy, ) ={x € X : d(xo,x) <71}
klimesine x, merkezli r yarigapl agik yuvar,
D(xg,7) ={x € X :d(xy,x) <71}
kiimesine x, merkezli r yarigaph kapali yuvar,
S(xg,r) ={x € X :d(xy,x) =71}
kiimesine x, merkezli r yarigapli yuvar yiizeyi denir.
Tamim 2.3 (X, d) bir metrik uzay ve U, X in bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger
her x € U icin B(x,r) € U olacak sekilde bir > 0 sayis1 varsa U kiimesine agik
kiime denir. Eger U¢ = X\U kiimesi acik ise o zaman U kiimesine kapali kiime
denir.
Onerme 2.1 (X, d) bir metrik uzay olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler dogrudur.

(@) (X,d) uzayindaki her agik yuvar agik bir kiimedir.



(b) (X, d) uzayindaki her kapali yuvar kapali bir kiimedir.

Tanim 2.4 X bos olmayan bir kiime ve 7, X in alt kiimelerinin bir sinift olsun. Eger
T sinifi, asagidaki sartlar1 sagliyorsa o zaman t smifina X zerinde bir topoloji ve
(X, 7) ikilisine de topolojik uzay denir:

(@) B,X €,

(b) 7 ya ait sonlu sayidaki elemanlarin arakesiti 7 ya ait,

(c) t ya ait keyfi sayidaki elemanlarin birlesimi 7 ya aittir.

Tamim 2.5 (X, 7) bir topolojik uzay ve € 7 olsun. Eger T nun her elemant 8 nin
bazi elemanlarinin birlesimi olarak yazilabiliyorsa 8 ya t topoloji icin bir taban (baz)
denir.

Tanim 2.6 Bir (X, 7) topolojik uzayinda t nun elemanlarina agik kiimeler denir. A <

X igin A° = X\A kiimesi acik ise A kiimesine kapali kiime denir. A kumesini

kapsayan tiim kapali kiimelerin arakesitine A nin kapanist denir ve 4 ile gosterilir. A
kiimesinin kapsadigi tiim a¢ik kiimelerin birlesimine ise A kiimesinin ici denir ve A°
ile gosterilir. Bir x € X noktasini i¢eren her G agik kiimesi i¢in (G\{x}) N A # @ ise
x € X noktasina A nin bir yigilma noktas1 denir. A nin tiim yigilma noktalarinin
kiimesi A" ile gosterilir.

Tanmm 2.7 (X, 7) topolojik uzay, {x,} S X bir dizi ve x € X olsun. Eger x € G
olacak sekildeki her G acik kiimesi i¢in, n = ny oldugunda x,, € G olacak sekilde bir

ngy € N varsa {x,,} dizisi x € X noktasina yakinsar denir ve bu durum lim x,, = x ya
n—>0oo

da kisaca x,, — x seklinde gosterilir.
Tanmim 2.8 (X,7) ve (Y,o0) topolojik uzaylar, f : X - Y bir fonksiyon ve x € X

olsun. Eger f(x) € V olacak sekildeki her V € ¢ i¢in x € U ve f(U) €V olacak
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sekilde bir U € t varsa f fonksiyonuna x € X noktasinda siireklidir denir. Eger f
fonksiyonu X in her noktasinda siirekli ise f ye surekli fonksiyon denir.
Tanim 2.9 (X,7,) ve (Y,7,) iki topolojik uzay ve f : X — Y bir fonksiyon olsun.
{f (x,)} dizisi f(x) noktasina yakinsiyorsa f fonksiyonuna x noktasinda dizisel
streklidir denir. f fonksiyonu X uzaymin her noktasinda dizisel siirekli ise f ye X de
dizisel siireklidir veya kisaca dizisel siirekli denir.
Uyan 2.1 Her sirekli fonksiyon dizisel streklidir, fakat genelde tersi dogru degildir.
Ancak, metrik uzaylarda siireklilik ve dizisel siireklilik kavramlari birbirine denktir.
Tamm 2.10 (X, d) bir metrik uzay, x € X ve 4, B € X olsun. Bu durumda
D(A,B) =inf {d(a,b) : a € A,b € B}
degerine A ve B kiimeleri arasindaki uzaklik,
D(x,A) = inf {d(x,a) : a € A}
degerine x noktasinin A kiimesine uzakligi,
d(A) = sup {d(a,b) : a € A,b € B}
degerine A kiimesinin ¢api denir. Eger d(A) < o ise A kiimesine sinirli kiime,
d(A) = oo ise A kiimesine sinirsiz kiime denir.
Tamm 2.11 (X, d) bir metrik uzay olsun. Bu durumda
g ={U € X : U kiimesi (X, d) uzayinda actk}
simift X Uzerinde bir topolojidir. Bu X Uzerindeki 7, topolojisine metrik topolojisi
veya d metriginin irettigi topoloji denir. (X, 7,) ikilisine de metrik topolojik uzay
denir.
Tamim 2.12 (X, d) bir metrik uzay, {x,} terimleri X de olan bir dizi olsun. Eger her

€ >0 icin bir nyg € N sayisi, n = n, o6zelligindeki her n € N i¢in x, € B(x, ¢)
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olacak sekilde varsa {x,} dizisine x € X noktasina yakinsiyor denir. Bu durum x,, —»
X veya Al—{l;lo X, = x ile gosterilir. x noktasina {x,,} dizisinin limiti ad1 verilir.

Teorem 2.1 Metrik uzayda yakinsak her dizinin limiti tektir.

Tammm 2.13 (X, d) bir metrik uzay, {x,}, X de bir dizi olsun. n, < n;,, olmak
tzere {x,, } dizisine {x,,} dizisinin bir alt dizisi denir.

Teorem 2.2 (X, d) bir metrik uzay olsun. {x,} dizisi yakinsak ise o zaman her {xnk}
alt dizisi de yakinsaktir ve ayni noktaya yakinsar.

Tamim 2.14 (X, d) bir metrik uzay, {x,}, X de bir dizi olsun. Eger her £ > 0 icin bir
ny € N sayist m > n > n, ozelligindeki her m,n € N i¢in d(x,, x,,) < € olacak
sekilde varsa {x,} dizisine Cauchy dizisi denir. Eger (X,d) metrik uzayindaki her
Cauchy dizisi bu uzayda bir noktaya yakinsiyorsa o zaman bu uzaya tam metrik uzay
denir.

Teorem 2.3 Bir (X, d) metrik uzayinda yakinsak her {x,} dizisi bir Cauchy dizisidir.
Ayrica her Cauchy dizisi siirhdir.

Onerme 2.2 (X, d) bir metrik uzay, {x,,}, X de bir dizi ve

> Gt <o
olsun. Bu durumda {x,,} dizisi bir Cauchy dizisidir.
Tamim 2.15 (X,d) ve (Y,e) metrik uzaylar, f : (X,d) = (Y,e) bir fonksiyon ve
Xo € X olsun. Eger her £ > 0 i¢in f(B(xo,8)) € B(f (xo), €) olacak sekilde bir § >
0 varsa, diger bir deyisle her € > 0 i¢in d(xy, x) < § oldugunda e(f(xo),f(x)) <&
olacak sekilde bir § > 0 varsa f fonksiyonu x, noktasinda siireklidir. Eger f

fonksiyonu X in her noktasinda siirekli ise f ye bir strekli fonksiyon denir.
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Tamim 2.16 (X, d) bir metrik uzay, x € X ve A, X in bir alt kiimesi olsun. Eger her
e > 01igin,

B, \fxHhDNA+0
oluyorsa x € X noktasina A nin bir yigilma noktasidir denir. A nin tim yigilma
noktalarinin kiimesi A’ ile gosterilir. A U A’ kiimesine A nin kapanisi denir ve A4 ile
gosterilir.
Onerme 2.3 (X,d) metrik uzay ve A, X in bir alt kiimesi ve x, A nin bir y1g1lma
noktast olsun. O zaman her bir B(x, ¢) agik yuvart A nin sonsuz sayida elemanini
igerir.
Teorem 2.4 (X,d) metrik uzay ve A, X in bir alt kiimesi olsun. O zaman bir x
noktast A nin bir yi§ilma noktasidir ancak ve ancak x, — x olacak sekilde A
kiimesinden x den farkli x4, x5, X3, ***, X, - elemanlarmni segmek miimkiindiir.
Teorem 2.5 (X, d) metrik uzay ve A, X in bir alt kiimesi olsun. x € A dir ancak ve
ancak x,, — x olacak sekilde A icinde bir {x,,} dizisi vardur.
Uyan 2.2 (X, 1) topolojik uzayinda x € A4 iken x,, = x olacak sekilde A icinde bir
{x,,} dizisi bulunmayabilir. Ornegin,

7 ={U € R : R\U sayilabilir} U {@}

olmak Uzere (R,7)sayilabilir timleyenler uzaymni gbéz oniine alalm. 2 € (0, 1)
olmasina ragmen (0, 1) de 2 noktasina yakinsayan hi¢bir dizi yoktur.

Sonug 2.1 (X,d) bir metrik uzay ve A € X olsun. O zaman A kapalidir ancak ve
ancak A daki yakinsak her dizinin limiti A dadir.

Teorem 2.6 (X,d) metrik uzay ve A, X in bir alt kiimesi olsun. x € A dir ancak ve

ancak her e > 0 icin B(x,e) N A # @ dur.
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Teorem 2.7 (X, d) metrik uzay ve 4, X in bir alt kiimesi olsun. O zaman x € A dir
ancak ve ancak D(x,A) = 0 dir.

Sonug 2.2 (X, d) metrik uzay ve A, X in kapali bir alt kiimesi olsun. D(x, A) = 0 dir
ancak ve ancak x € A dir.

Tamim 2.17 Bir (X, d) metrik uzayinda (agik) kiimelerin bir ailesi {G; : i € I} olsun.

Eger A € X icin

ACUGL

i€l
oluyorsa {G; : i € I} ailesine A kiimesinin bir (a¢ik) ortiisii denir.

Bir ortiiniin

n
ac| e,
k=1

olacak sekilde bir {G;, : k = 1,2,...,n} alt ailesi varsa bu aileye 4 kiimesinin sonlu
alt ortasu denir.

Tamim 2.18 (X,d) bir metrik uzay ve A € X olsun. Eger A kiimesinin her agik
orttsunlin sonlu bir alt ortlisi varsa A kimesine kompakt kiime denir. (X, d) uzayma
da kompakt metrik uzay denir.

Teorem 2.8 Bir (X, d) kompakt metrik uzayinin kapali her alt kiimesi de kompakttir.
Tamm 2.19 (X, t) bir topolojik uzay olsun. X in farkli her nokta ¢iftini igeren ayrik
acik kiimeler varsa (X, T) topolojik uzaymna Hausdorff uzay denir.

Teorem 2.9 Bir (X, 7) Hausdorff uzaymin kompakt her alt kiimesi kapalidir.

Teorem 2.10 (X, t) bir topolojik uzay, A, X in bos olmayan bir kompakt alt kiimesi
olsun. Eger f : A - R sirekli ise f(a) =sup f(4) ve f(b) =inff(A) olacak

sekilde a, b € A vardir.
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Teorem 2.11 Bir (X,d) metrik uzayr kompakttir ancak ve ancak bu uzayda her
dizinin yakinsak bir alt dizisi vardir.

Teorem 2.12 (X,d) metrik uzay ve A ile B, X in bos olmayan alt kiimeleri olsun.
Eger A kompakt ise D(A, B) = D(p, B) olacak sekilde bir p € A noktasi vardir.
Lemma 2.1 (X,d) bir metrik uzay, x € X ve A, X in kompakt bir alt kiimesi olsun.

O zaman d(x,a) = d(x, A) olacak sekilde bir a € A noktas1 vardir.

2.2. 0-Biiziilme Doniisiimii

Bu kisimda Jleli ve Samet tarafindan tanimlanan ve bilinen biiziilme
doniistimii kavramini da kapsayan 8-biiziilme doniisiimii tanimi1 incelenecektir.

O asagidaki sartlar1 saglayan biitin 6 : (0,00) — (1,00) doniisiimlerinin
ailesi olsun:

(@,) 6 azalmayan,

(@,) Her {t,;} c (0,0) dizisi icin lim 6(t,) = 1 ancak ve ancak lim t, =
n—-oo

n—oo
+
0%,

9(2‘1 = ¢ olacak sekilde r € (0,1) ve £ € (0, 0] vardr.

(65) tl_iglr
Tamm 2.20 (X,d) bir metrik uzay, T : X - X bir doniisiim ve 6 € @ olsun. Eger
d(Tx,Ty) > 0 olacak sekildeki her x,y € X igin,

H(d(Tx, Ty)) < [H(d(x, y))]k
esitsizligini saglayan bir k € (0, 1) sabiti varsa T ye 0-biiziilme doniisiimii denir.
0 yerine 6zel fonksiyonlar alarak literatiirdeki baz1 biiziilmeleri 8-blzilmenin

bir 6zel hali olarak elde edebiliriz.

Ornek 2.1 6(¢t) = eVt olmak iizere 6 : (0,00) — (1,0) verilsin. Buradan 0 € @

oldugu agiktir. Yukaridaki esitsizlikten, Tx # Ty olmak Uzere her x,y € X igin,
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d(Tx, Ty) < k?d(x,y)
elde edilir.
Ayrica, Tx = Ty olmak Uzere her x,y € X icin,
d(Tx,Ty) < k?d(x,y)

dir. O halde T, bilinen biiziilme doéniistiimiidiir.

Ornek 2.2 6(t) = e@ olmak (zere 6 : (0,00) — (1, ) verilsin. Buradan 6 € @
oldugu agiktir. Tanimdan yola ¢ikarak, Tx # Ty olmak tizere her x,y € X igin,

d(Tx,Ty)
dCoy) ©

AT TY-A(xY) < J2
elde edilir.
Ayrica, 8 nin ozellikleri dikkate alinacak olursa Tx # Ty olmak Uzere her x,y € X
icin,
d(Tx,Ty) < d(x,y)

dir. Yani, T bir buziilebilir doniisiimdiir. Dolayisiyla her 8-biiziilme doniistimi bir
siirekli doniigtimdiir.

0-biiziilme donilisimii gdz Oniine alinarak, Banach biiziilme doniisiimii
prensibinin genellestirilmis hali asagidaki teoremde verilmistir.
Teorem 2.13 (X,d) bir tam metrik uzay ve T : X - X doniisiimii bir 8-blzilme
dontisiimii olsun. O zaman T, X de bir tek sabit noktaya sahiptir.

Bu teoremin ispati incelendiginde, tam metrik uzayda her 6-buzilme
dontistimiiniin Picard operator oldugu goriiliir.

Simdi, metrik uzay Uzerinde hemen hemen 6-biiziilme donisiimi kavrami
verelim.,

Tamim 2.21 (X,d) bir metrik uzay, T : X - X bir doniisiim ve 6 € @ olsun. Eger

d(Tx,Ty) > 0 olacak sekildeki her x,y € X igin,
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0(d(Tx,Ty)) < [0(d(x,y) + Ad(y, Tx))]"
esitsizligini saglayan k € (0,1) ve 1 >0 varsa T ye hemen hemen 6-buzilme
doniistimii denir.
Simetri dzelligine gore, d(Tx, Ty) > 0 olmak Uzere her x,y € X igin,
H(d(Tx, Ty)) < [H(d(x, y) + Ad(x, Ty))]k
esitsizligi de saglanir.
Eger 6(t) = eVt seklinde alinirsa, her hemen hemen biiziilme doniisiimiiniin
ayn1 zamanda hemen hemen 6-biiziilme doniistimii oldugu goriiliir.
Teorem 2.14 Tam metrik uzay {lizerinde tamimli hemen hemen 6-bizilme
doniistimleri zayif Picard operatordiirler.
Ispat. (X,d) tam metrik uzay ve T : X » X hemen hemen 6-biiziilme doniisiimii
olsun. x, € X keyfi nokta olmak Uzere x,, = T™x, Picard dizisini géz oniine alalim.

Eger x,,, = xp,4+1 olacak sekilde ny € N varsa x,,, T nin sabit noktasidr.

Simdi, her n € N i¢in x,, # x,,,1 oldugunu kabul edelim. Tanim 2.21 den, her n € N
icin,
0(dCons %ns)) = 0(d(Tar, Tx,)
< [6(dGenr, %) + 2, Txn-))]

= [6(dCen_1,x))]"

elde edilir. Buradan her n € N icin,

1< H(d(xn: xn+1)) = [g(d(xo'xl))]kn

olur. Bu esitsizlikte n — oo icin limit alinirsa,
lim 6(d(xp, Xp41)) = 1
n-—-oo

bulunur. O halde (0,) g6z oniine alinirsa,
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lim d(xy, Xp41) = 0F
n—-oo
elde edilir. Boylece (03) ten, r € (0,1) ve £ € (0, o] olmak Uzere,

H(d(xn'xn+1)) -1 — ¢

lim
n-0oo [d(xn'xn+1)]r

bulunur. Teorem 2.13 {in ispatindaki gibi,
lim nfdx 041)]7 = 0
olur. Buradan her n = n; icin,
n[d(xy, Xp41)]" < 1

olmak Uzere n; € N vardir. Ayrica, her n = n; igin,

d(xp, Xp41) < ey

bulunur. Boylece m > n > n, olmak Uzere m,n € N igin,

d(xnl xm) < d(xnfxn+1) + d(xn+1' xn+2) + -t d(xm—l: xm)

m—1

= z d(x;, Xi11)
i=n
m—-1

1
= z il/r

i=n

1
il/r

IA
Nk

i=n
elde edilir. O zaman, Z‘f;lil% serisi yakinsak oldugundan d(x, x,,) = 0 olur. O
halde {x,} dizisi (X,d) metrik uzayinda Cauchy dizisidir. (X,d) tam metrik uzay
olduguna gore, 111_1)1010 X, = z olacak sekilde z € X vardir.
Diger taraftan, (@;) ve Tanim 2.21 goz Oniine alinirsa, Tx # Ty olmak Uzere her
X,y € X icin,

d(Tx,Ty) <d(x,y)+ Ad(y,Tx)
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olur. O halde her x,y € X icin,
d(Tx,Ty) < d(x,y) + Ad(y, Tx)
dir. Buradan,
d(xy41,Tz) = d(Tx,, Tz)
< d(x,,z) +Ad(z,x,41)
elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte n — oo i¢in limit alimrsa, d(z,Tz) = 0 olur.
Dolayisiyla z = Tz dir. O halde ispat yontemi incelendiginde T doniigiimiiniin bir

zay1f Picard operator oldugu goriiliir.

2.3. Kiime Degerli Doniisiimler ve Hausdorff Metrigi
Bu kisimda kiime degerli doniisiim, kiime degerli doniisiimiin sabit noktasi
kisaca ele alinacaktir. Ayrica Hausdorff metrigi ve baz1 6zellikleri incelenecektir.
Tamim 2.22 X ve Y bos olmayan iki kiime olsun. T € XxY ise T ye X den Y ye bir
kiime degerli dontisim denir. T : X — P(Y) ile gosterilir. Burada P(Y), Y nin bos
olmayan tiim alt kiimelerinin smifidir. T : X — P (Y) kiime degerli doniistimiin tersi
(x,y)ET & (y,x) €ET1
seklinde tanimlanir.
T, X den Y ye kiime degerli doniisiim ve x € X olsun. T nin x noktasindaki
gorantusu,
Tx={y€eY:(x,y) €T}

kiimesidir. Yine A € X igin,

T(4) = U Tx

XEA

kiimesi A nin T kiime degerli doniisiim altindaki goriintiisiidiir. Ayrica,
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Usz{er: T (y) N A #+ ¢}

XEA

dir. Gergekten,

uET(A)=UTx(:>EIxEAiginuETx

XEA
o Ax € Aicin(x,u) €T
© dx € Aicinx € T~ 1(u)
ST T WNA+0
csue{yeY: T (y)nA + ¢}

bulunur. B € Y igin,

@ = o)

YEB
kiimesine B nin T~1 altindaki goriintiisii (veya T altindaki ters goriintiisii) denir.

Benzer sekilde,

UT‘l(y)z{xEX:Tani(Z)}

yEB
oldugu gosterilebilir.
Tamm 2.23 T : X — P(X) dontisimii i¢in x, € Tx, olacak sekilde x, € X varsa bu
noktaya T nin sabit noktasi denir. T donlisiimiiniin sabit noktalarinin kiimesi F(T') ile
gosterilir.

F(T)={x€X:x€Tx}
dir.

Ornek 2.3 X = [0, 1] olmak tizere T : X — P(X) doniisiimii,
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1 < =
{1} , 0=x<y

1

Tx =< 10,1] , X ==

2

1
L[0,1—x] , E<x£1
seklinde tanimlansin. O halde,
3 1
=, 7(3)=[og]

(2)-ton . o((42
(o) ~((32)-[04

oldugu goriilebilir. Burada% € T% = [0,1] oldugundan %, T nin bir sabit noktasidir.

(X,d) bir metrik uzay ve K (X), X in bos olmayan tiim kompakt alt
kiimelerin sinifi, C(X), X in bos olmayan tiim sinirli alt kiimelerin smifi, B(X), X in
bos olmayan tiim kapali alt kiimelerin sinifi ve CB(X), X in tim kapali ve sinirhi alt
kiimelerin sinifi olsun. O zaman K(X) € CB(X) € C(X) ve K(X) € CB(X) <
B(X) oldugu aciktir. A, B € P(X) icin,

6(A,B) = sup {D(x,B)} = sup inf d(x, y)
XEA x€A YEB

ve

H(A,B) = max {5(4, B),5(B, A)}

= max {sup inf d(x,y),sup irelf1 d(x, y)}
y

x€A YEB XEB

seklinde tanimlansin.
Ornek 2.4 X = R kiimesi alisilmig metrik ile goz éniine alinsin. A = [1,2] ve B =

[4, 00) kiimeleri igin,
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6(A,B) =3, 6(B,A) = o
oldugundan,
H(A,B) = max {6(4,B),8(B,A)} =
bulunur. § nin simetrik olmadigi buradan goriilebilir. Yani genelde &(A4,B) #
6(B,A) dir. Ayrica, § ve H i P(X)XP(X) iizerinde tanimli reel degerli
fonksiyonlar olmadig1 da goriilmektedir.
Uyant 2.3 Eger A ve B kimeleri (X,d) metrik uzayinin sinirh alt kiimeleri ise
6(A,B), 6§(B,A) ve H(A,B) birer reel sayidir. O halde § ve H, B(X)XB(X)
tizerinde tanimli reel degerli fonksiyonlardir.
Onerme 2.4 (X,d) bir metrik uzay olsun. Bu durumda H, CB(X) Uzerinde bir
metriktir.
Ispat. H m CB(X)xXCB(X) iizerinde tanimli bir reel degerli fonksiyon oldugu
aciktir. Ayrica tanimdan H(A, B) = H(B, A) dir.
Simdi 4, B € CB(X) olsun. O zaman,
H(A,B) = 0 < max {6(4,B),5(B,A)} =0

& 8(A,B) = 0ve §(B,A) =0

< ACBveBCA

< A=B
bulunur.
Sonolarak a, b, c,d € [0, ) igin,

max {a + b,c + d} < max {a,c} + max {b,d}
ozelligini kullanarak A, B, C € CB(X) icin,
H(A,B) = max {5§(4,B),6(B,A)}

<max {6(4,C) + 6(C,B),6(B,C) + 6(C,A)}
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<max {6(4,C) + 6(C,A)} + max {6(B,C) + 6(C,B)}
= H(A,C)+ H(C,B)
elde edilir. Yani, H: CB(X)XCB(X) - R bir metriktir. Bu metrige Hausdorff
metrigi denir.
Hausdorff metriginin d ye bagh oldugu asagidaki oOrnekle gosterilebilir.
Ayrica, eger (X, d) tam metrik uzay ise (CB(X), H) ve (K (X), H) metrik uzaylar1 da
tamdirlar.

Ornek 2.5 X = R lizerinde d, (x,y) = |x — y| ve

dZ(xly) =

metriklerini g6z Oniine alalim. Bu durumda A = [0, 1] ve B = [3,5] kimeleri igin
H,(A,B) = 4 ve H,(A,B) = 1 olur. Burada dikkat edelim ki her iki kiimede d; ve
d, metrigine gore kapali ve sinirlidir.
Lemma 2.2 A,B € CB(X) ve a € A olsun. O zaman her € > 0 igin,

d(a,b) <H(A,B)+¢
olacak sekilde bir b € B vardir.
Ispat. a € A igin,

D(a,B) = inf {d(a,y) : y € B}

olur. Infimumun tanimindan her £ > 0 icin,

d(a,b) <D(a,B) + ¢
olacak sekilde bir b € B vardir.
Diger taraftan,

D(a,B) < 6(A,B) <H(A,B)

oldugundan her € > 0 igin,
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d(a,b) < H(A,B) + ¢
olacak sekilde bir b € B vardir.
Lemma 2.2 yi asagidaki sekilde de ifade edebiliriz.
Lemma 2.3 4, B € CB(X) ve a € A olsun. O zaman her g > 1 igin,
d(a,b) < qH(A,B)
olacak sekilde bir b € B vardir.
Ispat. Eger H(A,B) = 0 ise A = B dir. Bu durumda b, a olarak alinirsa her g > 1
icin,
d(a,b) < qH(A,B)
olacak sekilde bir b € B vardir.
Simdi H(A, B) > 0 olsun. Bu durumda,
e=(@q—-1H(AB)>0
olarak segilirse Lemma 2.2 geregince her g > 1 igin,
d(a,b) <H(A,B) +¢
=H(A,B)+(q—1)H(A,B)
= qH(A, B)

olacak sekilde bir b € B vardir.

2.4. Kiime Degerli Doniisiimler icin Bazi Sabit Nokta Teoremleri

Bu kisimda kiime degerli Lipschitz doniistimii, kiime degerli biiziilme
dontistimii kavramlar1 hatirlatilacak ve bu tip doniisiimler i¢in Nadler ve Mizoguchi-
Takahashi tarafindan verilen sabit nokta teoremleri incelenecektir.
Tanmim 2.24 (X, d) bir metrik uzay ve T : X - CB(X) kiime degerli doniisiim olsun.
Eger her x,y € X igin,

H(Tx,Ty) < Ld(x,y)
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olacak sekilde bir L > 0 sabiti varsa T ye kiime degerli Lipschitz doniisimi adi
verilir. L sayilarinin en kiigiigiine T nin Lipschitz sabiti denir ve k ile gosterilir. Eger
k <1 ise T ye kiime degerli biiziilme doniisiimii, k = 1 ise genislemeyen doniisim
adi verilir.
Teorem 2.15 (Nadler) (X,d) bir tam metrik uzay ve T : X - CB(X) bir kime
degerli biiziilme doniisiimii olsun. O zaman T, X de bir sabit noktaya sahiptir.
Ispat. T nin Lipschitz sabiti 0 < k < 1 olsun. x, € X keyfi olmak {izere x; € Tx,
secelim. O zaman Lemma 2.2 geregince,
d(xq,x,) < H(Txy,Txy) + k
olacak sekilde bir x, € Tx; vardir. Yine,
d(x,,x3) < H(Txy,Tx,) + k2
olacak sekilde bir x5 € Tx, vardir.
Bu sekilde devam edilerek her n € N i¢in x,,,.; € Tx,, ve
d(Xp, Xpe1) < H(Txp_1, Txy) + k™
olacak sekilde X de bir {x,,} dizisi elde edilir. Her n € N icin,
d(xp, Xpy1) < H(Txp—q, Txy) + k™
< kd(xp_q,x,) + k™
< k[H(Tx,_5, Txp_1) + k™ 1] + k"
=kH(Txp_y, Txp_q) + 2k™

< k?d(xy_p, Xpn_1) + 2k™

< k™d(xq,x1) + nk™

bulunur.

Diger taraftan ),,_, k™ < oo ve )7, nk™ < oo oldugundan,
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D Al tne) < ) KAy, 1) + k]
n=0 n

=0

= d(xg,x1) z k™ + 2 nk™"
n=0 n=0

<
olur. Bu bize {x,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X tam oldugundan

lim x,, = z olacak sekilde bir z € X vardir. Bu durumda,

n-co
D(xp4+1,Tz) < H(Tx,,Tz) < kd(x,, z)
oldugundan n — oo i¢in limit alinirsa,
D(z,Tz) =0
olur. Yani z € Tz = Tz dir. O halde z, T nin bir sabit noktasidir.

Kiime degerli sabit nokta teoremlerinin en énemlilerinden biri de Mizoguchi
ve Takahashi tarafindan elde edilmistir. Simdi, 6nce Mizoguchi-Takahashi
fonksiyonu ve oOzelliklerini verelim ve daha sonra da Mizoguchi-Takahashi
teoreminin ispatini inceleyelim.

Tanim 2.25 ¢ : [0,00) — [0, 1) bir fonksiyon olsun. Eger t € [0, o) i¢in,
Sll)r;qr supp(s) <1
oluyorsa bu ¢ fonksiyonuna Mizoguchi-Takahashi fonksiyonu adi verilir ve kisaca
MT -fonksiyonu seklinde gosterilir.
Uyar12.4 ¢ : R — R bir fonksiyon olsun. t € R icin,

Jim sup@(s) = jof sup ¢ ()

dir.
Ornek 2.6 ¢ : [0,00) — [0,1) artmayan veya azalmayan bir fonksiyon ise o zaman

@ bir MT-fonksiyondur.
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Ornek 2.7 ¢ :[0,0) = [0,1), ¢(t) =c €[0,1) sabit fonksiyonu bir M7T-
fonksiyondur.

Ornek 2.8 ¢ : [0,0) — [0, 1) fonksiyonu,

th te (0]

p(t) =4

/[
(0 tE (O’E]
seklinde tanimlansin. O zaman ¢ bir M'T -fonksiyon degildir.
Ornek 2.9 ¢ : [0,) - [0, 1) fonksiyonu,

(2t te[01>
) ’2

Q(t) =

— 00
’ 2,

\
seklinde tanimlansin. O zaman ¢ bir M'T"-fonksiyondur.

Lemma 2.4 ¢ :[0,00) — [0,1) fonksiyonunun bir MT-fonksiyonu olmasi igin
gerek ve yeter sart her t € [0, o) icin dyle r, € [0,1) ve & > 0 sayilar1 vardir ki her
s €[t t + &) icin, p(s) < dir.

Teorem 2.16 ¢ : [0,) — [0,1) bir fonksiyon olsun. O zaman asagidaki ifadeler

denktir.

i) @ birM T -fonksiyonudur.

ii) Her t € [0,0) ve her s € (t,t + et(l)) icin @(s) < rt(l) olacak sekilde rt(l) €
[0,1) ve et(l) > 0 vardir.

iif) Her t € [0,00) ve her s € (t,t + sgz)) icin p(s) < rt(z) olacak sekilde rt(z) €

[0,1) ve st(z) > 0 vardir.
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iv) Her t € [0,00) ve her s € (t,t+ () icin ¢(s) <7 olacak sekilde ¥ €
[0,1) ve st(3) > 0 vardir.

v) Her t € [0,) ve her s € (t,t + 854)) icin @(s) < rt(4) olacak sekilde rt(4) €

[0,1) ve st(4) > 0 vardir.
vi) Herhangi bir {x,,} € [0, o) artmayan dizisi icgin,

0<supo(x,) <1

neN
dir.
vii) Herhangi bir {x,,} € [0, o) kesin azalan dizisi icin,

0<supop(x,) <1

neN
dir.
1972 yilinda Reich bir ¢alismasinda asagidaki teoremi ispatlamistir.
Teorem 2.17 (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — K (X) bir doniisiim olsun. k :
(0,0) = [0,1), her t € (0, ) icin,

lim supk(r) <1
rott

Ozelligini saglayan bir fonksiyon olmak iizere x # y olacak sekildeki her x,y € X
icin,

H(Tx,Ty) < k(d(x,y))d(x,y)
esitsizligi saglansin. O zaman T bir sabit noktaya sahiptir.

Reich bu teoremi ispatladiktan sonra 1974 yilinda su problemi ortaya atmistir:
Problem 2.1 Teorem 2.8 de K (X) yerine CB(X) alindiginda T bir sabit noktaya
sahip midir?

Reich’in bu problemi {izerine bir¢ok calisma yapilmistir. Bu problemin

¢Ozlimii tam olarak yapilmasa da bazi cevaplar elde edilmistir. Bunlardan en
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onemlisi Mizoguchi ve Takahashi tarafindan 1989 yilinda elde edilmistir. Mizoguchi
ve Takahashi, Reich’in sorusunda k Uzerindeki,

rll,rﬂ supk(r) <1
sartinin her t € [0, ) i¢in saglanmasi halinde % (X) yerine CB(X) alinabilecegini
gostermistir.
Teorem 2.18 (Mizoguchi-Takahashi) (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X - CB(X)
bir déntisiim olsun. k : (0,0) — [0, 1), her t € [0, o) igin,

rll)r}l supk(r) <1
ozelligini saglayan bir fonksiyon olmak iizere x # y olacak sekildeki her x,y € X
icin,

H(Tx,Ty) < k(d(x, y))d(x, y)
esitsizligi saglansin. O zaman T bir sabit noktaya sahiptir.
Ispat. Kabul edelim Ki T bir sabit noktaya sahip olmasin. Yani her x € X icin,
D(x,Tx) >0

olsun. k fonksiyonu tizerindeki sart dikkate alinirsa her t > 0 icin 8yle M(t) ve e(t)
pozitif sayilari vardir ki her r € (t, t+ e(t)) icin,

k(r)y<M(t) <1
dir.
Simdi x; € X noktasin1 gz ontine alalim. t; = D (x4, Tx,) diyelim. O zaman her y €
Tx, icin,

D(x,Txq) < d(x1,Y)

olmasi durumunda,

d(t,) < min {e(tl), (ﬁm - 1) tl}
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esitsizligini saglayan d(t;) pozitif sayisini se¢elim.

£(x;) = min {d(ttl),l}

1

diyelim. Dolayisiyla,
d(xq,x;) < D(xq,Tx1) + €(x)D(xq, Tx1)
= (1+&(x))D(xy, Txy)
olacak sekilde x, € Tx; vardir. T nin sabit noktaya sahip olmamas1 kabuliinden x; #
x, dir. Bu durumda,
D(x,,Tx,) < H(Txy,Tx;)
= k(d(xp xz))d(xp X3)
oldugundan,

D(xq,Tx1) — D(x3,Txy) = D(xq,Txy) — k(d(xl,xz))d(xl,xz)

1
= md(xpxz) - k(d(xpxz))d(xpxz)
= ! k(d d
= [m_ ( (X1.X2))] (x1,x3)

olur. Ayrica,
t1 = D(xy, Txy) < d(xy,x2)

< D(xq,Tx1) + €(x1)D(x1, Tx1)

<t;+d(ty)
<t;+e(ty)
oldugundan,
k(d(xl,xz)) <M(t;)) <1
yazilabilir.
e(xy) < d(t,) < ! 1

t,  M(t)
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oldugundan,

1+ e(x;) > M)

elde edilir. Boylece,

1
[m — k(d(xl,xz))] >0

dir.
Simdi, en az bir x, € Tx, i¢in D(xy, Tx;) = d(xq, x5) olmasi durumunda,
D(xy,Tx1) — D(x,,Tx;) = D(x1,Tx1) — H(Txq,Tx,)
> D (%1, Txy) — k(d (1, x2))d(xq, x2)
= [1 — k(d(xl,xz))]D(xl, Tx,)
olur.
Yine, t, = D(x,, Tx,) diyelim. O zaman her y € Tx, igin,
D(x3,Tx;) < d(x2,¥)

olmas1 durumunda e(t,) ve M(t,) i¢in,

0 < d(t,) < min {e(tz), (ﬁtz) - 1) tz}

esitsizligini saglayan d(t,) pozitif sayisini segelim ve

d(t,) 1 t; 1}

&(xz) = min { 5, 2’0
diyelim. Benzer sekilde,
d(xy,x3) < (1 + E(XZ))D(xz' Tx,)

ve

D(x,,Tx,) — D(x3,Tx3) = — k(d(xz,x3))] d(x,,x3) >0

e

esitsizliklerini saglayan x5 € Tx, segebiliriz.
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ty
e(x,) < e 1

oldugundan,
d(xz,%3) < (1 + &(x2))D (x5, Tx,)
<t
= D(x1,Txy)
< d(xy,x2)
elde edilir.

Simdi, en az bir x5 € Tx, icin,
D(xz, Txz) = d(xz,x3)
olmasi durumunda,
D(x5,Tx,) — D(x3,Tx3) = [1 — k(d(xz,x3))]D(x2,Tx3) >0
ve
d(xz,%3) = D(xz,Txz) < D(x1,Tx1) < d(xy, %)
elde edilir.
Bu sekilde devam edilerek X iginde asagidaki 6zelliklere uygun bir {x,} dizisi elde
edilir:
(i) Xp41 € Txp,

(ii) {d(xp, xn1)} ve {D(x,, Txy,,)} dizileri azalan,
(i) D Gen, T%n) = DGt T2nr1) = {3505 — (@G 1))} d G ).

1+8(xp)

Buradaki §(x,,),
1
0<6(x, <-—
n

esitsizligini saglayan bir reel sayidir. {d(x,, x,4+1)} dizisi azalan oldugundan negatif

olmayan bir reel sayiya yakinsar.
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O zaman k iizerindeki sart diistiniiliirse,

lim sup k(d(xn,xn+1)) <1
n—>oo

dir.
1
an = 170 k(d(xn, Xn11))
denilirse,
. . 1 .
lim infa, > lim 1nfm — lim sup k(d(xp, xn41)) >0

olacagindan yeteri kadar biiytik n ler igin,
D(xp, Txp) — D(xpyq, Txni1) = bd(xp, Xp41)
esitsizligini saglayan b > 0 sayis1 vardir.
Diger taraftan, {D(x,, Tx,)} dizisi azalan oldugundan yakinsaktir. Boylece m > n

olmak Gzere her m,n € N igin,

m-1

d(xy, X)) < z d(xj, xj41)

IA

[D(xj' ij) - D(xj+1' ij+1)]

1
= E [D (xnﬂ Txn) - D(xmﬂ Txm)] -0, (m,n - OO)
elde edilir. O halde {x,} dizisi bir Cauchy dizisidir. X tam oldugundan, lim x, = x,
n—-oo

olacak sekilde x, € X vardir.
Eger x, # x,, ise,

H(Txo, Tx,) < k(d(xq,2,))d(x0, %) < d(x0, %)
olur.

Eger xo = x,, ise,
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H(Txy, Tx,) < d(xy, x,)
olur. Ayrica,
D(x,41,Txy) < H(Txy, Tx,,) < d(xg, %)

oldugundan n — oo igin,

D(xy,Txy) =0
bulunur ki bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla T bir sabit noktaya sahiptir.
Sonug 2.3 (X,d) bir tam metrik uzay, T : X - CB(X) bir doniisim ve a, her t €
(0,00) icin 0 < a(t) < 1 ozelligine sahip monoton artan bir fonksiyon olsun. Eger
her x,y € X icin,

H(Tx,Ty) < a(d(x,y))d(x,y)

esitsizligi saglaniyorsa T bir sabit noktaya sahiptir.
Ispat. Her t € (0,0) icin 0 < a(t) < 1 ve @ monoton artan oldugundan,

Sll)rtn+ supk(s) <1

saglanir. O zaman Mizoguchi-Takahashi teoreminden T nin bir sabit noktasi vardir.
Mizoguchi-Takahashi sabit nokta teoreminin ispatt hem uzun hem de
karmasik goriilmektedir. Bu teorem birkag yazar tarafindan farkli yollarla
ispatlanmistir. Burada daha basit ve anlasilir olmas1 nedeni ile Suzuki tarafindan
yapilan ispata deginecegiz. Bunun i¢in once MT -fonksiyonu ile ilgili asagidaki
lemmay1 ifade ve ispat edelim.
Lemma 2.5 ¢ : [0,) — [0,1) fonksiyonu bir MT-fonksiyonu olsun. g : [0, ) —
[0, D),

p(t) +1

B ==

seklinde tanimli £ fonksiyonu da bir MT-fonksiyondur.

Ispat. Her t € [0, ©) icin ¢ (t) < 1 oldugundan,
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t)+1
b0 +1

olur ki buise 0 < B(t) < 1 demektir. Ayrica ¢(t) < 1 oldugundan,

<<p(t)+1

<1
2

@(t)

elde edilir, yani her t € [0, ) icin @(t) < B(t) dir.
Simdi t € [0,0) sabit bir eleman olsun. ¢ : [0,0) — [0,1) fonksiyonu bir M7 -

fonksiyon oldugundan her s € [t, t + €) i¢gin, ¢(s) < r; olacak sekilde r; € [0,1) ve

g > 0 vardwr. A, = ”2;1 olsun. O zaman her s € [t, t + €) igin,

1 1
@(s) + <7”t+ _

p)srn = @)+l <= n+1= p(s) = B =75 t

den,
B(s) <A
elde edilir. Dolayisiyla 8 bir M7 -fonksiyondur.
Teorem 2.19 (X, d) bir tam metrik uzay, T : X - CB(X) bir doniisim ve a da bir

MT -fonksiyon olsun. O zaman her x,y € X igin,

H(Tx,Ty) < a(d(x,y))d(x,y)
esitsizligi saglaniyorsa T bir sabit noktaya sahiptir.

a(t)+1
2

Ispat. 5 : [0,0) — [0, 1) fonksiyonu B(t) = olarak tanmimlansin. Lemma 2.5

geregince B bir MT-fonksiyondur. x,y € X, x # y keyfi iki nokta olsun. u € Tx ve
€= Md(x, y) > 0 diyelim. Lemma 2.2 geregince,

d(u,v) < H(Tx,Ty) + ¢

olacak sekilde v € Ty vardir. Boylece,

1- a(d(x,y))
> d(x

d(u,v) < H(Tx,Ty) + ,Y)

35



X,y)

< a(d(x,y))d(x,y) + Lo a(czl(x' ») d(

_1+a(d(xy)
B 2

= B(d(x,y))d(x,y)

d(x,y)

olur. Yani her x,y € X ve u € Tx igin,
d(u,v) < B(d(x,y))d(x,y)

olacak sekilde bir v € Ty vardir.
Simdi, x, € X ve x; € Tx, olsun. Eger x, = x; iSe x, in T nin sabit noktas1 oldugu
aciktir. Boylece ispat tamamlanir.
Simdi x, # x; olsun. O zaman yukaridaki esitsizlikten,

d(xg,x;3) < ,B(d(xo' x1))d(xo: X1)
olacak sekilde x, € Tx; vardir. Yine,

d (2, x3) < B(d(xy, xz))d(xp X3)
olacak sekilde x3 € Tx, vardir.
Bu sekilde devam edilirse her n € N i¢in x,,,; € Tx,, ve

d(Xns1, %ns2) < B(d(Xn, Xn11))d (X, Xni1)
ozelliklerine uygun X de bir {x,} dizisi bulunabilir (Bu dizinin ardisik terimlerinin
birbirinden farkli oldugu kabul edilebilir, aksi halde ispat biter). Her t € [0, o) igin
B(t) < 1 oldugundan {d(x,, x,,4+1)} dizisi R de artmayan bir dizidir ve alttan smirh
oldugundan bu dizi A > 0 sayisina yakinsar. 8 bir M'T"-fonksiyon oldugu i¢in,
rlir% supB(s) <1
ve
) <1

dir. Dolayisiyla her s € [4, A + €) igin,
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B(s)<r
olacak sekilde r € [0,1) ve € > 0 vardir. Her n > k, igin,
A<d(x,,xp41) <A+e
olacak sekilde bir k, € N se¢ebiliriz. O halde n > k, 6zelligindeki her n € N i¢in,
d(Xnt1) Xns2) < B(d(n, Xn41))d(n, Xn41)
< rd(Xn, Xp+1)
oldugundan,

z ICHENOE Z dCon nss) + Z dGen 1)

n= k0+1

z d(xp, Xp41) + Z d(Xp+1) Xn+2)

nko

Z d(xnfxn+1) + z rd(xn'xn+1)

leo

z d(xn:xn+1) + Z nd(xko'xk0+1)

n=kg
<
elde edilir. O halde {x,} dizisi bir Cauchy dizisidir. X tam oldugundan g?o Xp =2
olacak sekilde z € X vardir. Boylece,
D(xp41,Tz) < H(Tx,,Tz)
< B(d(xn, 2))d(xn, 2)
< d(x,,2)
olup n » o igin limit alimirsa D(z,Tz) = 0 olur ki bu ise z € Tz demektir.

Dolayistyla T bir sabit noktaya sahiptir.
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2.5. Kiime Degerli Doniisiimler i¢in Zayif Picard Operator

1991 yilinda Rus kiime degerli doniisimler i¢in zayif Picard operator
kavramini tanimlamuistir.

Tammm 2.26 (X,d) bir metrik uzay ve T : X - P(X) bir kiime degerli doniisiim
olsun. Eger her x € X ve herhangi bir y € Tx i¢in asagidaki sartlar saglaniyorsa o
zaman T ye kiime degerli zay1if Picard operator (MWP) denir;

(D xo=x, x; =y,

(ii) xn4+1 € Ty,

(iii) {x,} dizisi X de yakinsak ve dizinin limiti T nin bir sabit noktasidir.

1969 yilinda Nadler, tam metrik uzay tizerinde tanimli kiime degerli biiziilme
doniigiimlerinin sabit noktaya sahip oldugunu gostermistir. Boylelikle Nadler
teoreminin ispati incelendiginde, bu tlir doniisiimlerin kiime degerli zayif Picard
operatér oldugu goriilebilir. Yine Reich, Rus, Petrusel, Mizoguchi-Takahashi,
Berinde ve Berinde tipi kiime degerli biiziilme doniisiimlerinin de tam metrik uzayda

kiime degerli zayif Picard operator oldugu goriilmektedir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

Bu béliimde ilk olarak kiime degerli 8-biiziilme doniisiimii tanimlanacak ve
bazi kosullar ile birlikte bu tiir doniisiimlerin kiime degerli zayif Picard operator
oldugunu gosteren teoremler incelenecektir. Daha sonra a-gegislilik kavrami ile elde

edilen bu teoremler daha da genellestirilecektir.

3.1. Nadler Tip Kiime Degerli 8-Biiziilme Doniisiimleri

Bu kisimda kiime degerli 8-biiziilme donilisiimii tanimi1 verilecek ve Nadler
sabit nokta teoreminin bir genellestirmesi elde edilecektir. Boylece kiime degerli 6-
biizilme donilisiimlerinin tam metrik uzayda zayif Picard operator oldugu
gOsterilecektir.
Tanmim 3.1 (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X - CB(X) bir doniisiim olsun. 8 € O

verilsin. H(Tx, Ty) > 0 olacak sekildeki her x,y € X icin,

0(H(Tx,Ty)) < [6(d(x, )]

esitsizligi bir k € (0,1) i¢in saglaniyorsa T ye kiime degerli 8-biiziilme (kisaca
KOB) doniistimii denir.

Ornegin; kiime degerli her biiziilme doniisiimii 8(t) = eVt ile birlikte bir
K6B doniistimiidiir.
Teorem 3.1 (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — K (X) bir KOB doniisiimii olsun.
O halde T kiime degerli zay1f Picard operatordiir.
Ispat. x, € X keyfi bir nokta ve x; € Tx, olsun. Eger x; € Tx; ise x; in T nin sabit

noktast oldugunu biliyoruz. x; € Tx; olsun. O halde Tx; kapali oldugundan,

d(x1,Txy) > 0olur.
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Diger taraftan, d(x;, Tx;) < H(Tx,, Tx;) oldugundan (6;) g6z oniine alinirsa,
6(d(xy, Txy)) < O(H(Tx, Txy1))
olur. Boylece T bir K6B doéniisiimii oldugundan,
0(d(xy, Txy)) < O(H(Txo, Tx1)) < [0(d(x1,%0))]"
elde edilir.
Diger taraftan, Tx; kompakt oldugundan,
d(xy,%2) = d(xq, Txy)
olacak sekilde x, € Tx; vardir. Bu durumda yukaridaki esitsizlikten,
8(d(x1,x,)) < 0(H(Tx0, Txp) < [0(d(x1,%0))]"
olur.

Bu sekilde devam edilirse, her n € N icin x,,,, € Tx,, Ve x,, € Tx, olmak lzere,

0(dCtn, Xn11) < [B(Ctn %0-))]"
esitsizligini saglayan X de bir {x,,} dizisi bulunabilir.
Simdi, her n € N i¢in a,, = d(x,, x,4+1) olsun. O zaman her n € N icin a,, > 0 olup
yukaridaki esitsizlik kullanilirsa,
6(an) < [0(an-)1* < [0(ap-2)1*" < < [0(ap)]*"
elde edilir. Buradan, her n € N igin,
1< 6(ay) < [6(ap)]*”
bulunur. O halde n — oo i¢in limit alinirsa,
lim 6(a,) =1
n—>00
olur. Boylece (0,) den,
lim a, = 0%
n—0o

elde edilir. Ayrica (03) ten,
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H(an) -1 )
e (@)

olacak sekilde r € (0,1) ve £ € (0, oo] vardur.
Kabul edelim ki £ < oo olsun ve B =~ diyelim. O halde limit tanimindan, her n >
ny icin,

0 -1

‘ ola -1 _, ‘ <B
(an)"

olacak sekilde bir ny € N vardir. Buradan her n > n, icin,

0(a,) —1
WZ#—B

elde edilir. Yani her n > n, igin A = 1/B olmak Uzere,
n(a,)" < An[6(a,) — 1]
esitsizligi saglanir.
Simdi £ = oo olsun. O zaman B > 0 keyfi bir reel say1 olmak {izere limit tanimindan
her n > ny igin,

0(a,) —1
@y =0

olacak sekilde n, € N vardir. Buradan A = 1/B olmak Uzere ve her n > n, igin,
n(a,)" < An[6(a,) — 1]
elde edilir.
O halde her iki durumda da n > n, icin,
n(an)" < An[6(a,) — 1]
olacak sekilde A > 0 ve ny € N vardir. Boylece her n € N icin, 8(a,) < [0(ay)]*"
oldugundan her n = ny igin,
n(ay)" < An[[6(ap)]*" — 1]

olur. Bu esitsizlikte n — oo icin limit alinirsa,

41



lim n(a,)" =0
n—-oo
bulunur. Boylece, her n > n; icin,
n(a,)" <1

olacak sekilde n; € N vardir. Dolayisiyla her n > ny igin,

< 1
an = nl/r

elde edilir.
Simdi, {x,} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Bunun i¢in m >n > n,
olmak lzere m, n dogal sayilarini1 goz oniine alalim. O zaman,

d(xp, Xm) < d(xp, Xpi1) + d(Xni1, Xng2) + 0 + Aoy, )

=ap +apyq T T A

=

m-—

S

i=n

AN

a;

(o]
1=n
[ee]

1
2.1

i=n

AN

elde edilir. Z{";lﬂ% serisi yakinsak olduguna gore n — oo i¢in limit alindiginda
d(xp, X;,) — 0 olur. O halde {x,,} dizisi (X, d) metrik uzayinda bir Cauchy dizisidir.
(X, d) tam metrik uzay oldugundan {x,,} dizisi bir z € X noktasina yakinsar.
Diger taraftan, (0,) den, Tx # Ty olmak Uzere her x,y € X i¢in,

H(Tx,Ty) < d(x,y)
esitsizligi saglanir. O zaman her x, y € X icin,

H(Tx,Ty) <d(x,y)

saglanir. O halde n € N icin,
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d(xp4+1,Tz) < H(Tx,,Tz) < d(x,,2)
olup n — oo igin limit aliirsa, d(z, Tz) = 0 bulunur. Dolayisiyla z € Tz = Tz olur.
O halde ispat yontemi incelendiginde T doniistimiiniin bir kiime degerli zayif Picard
operator oldugu goriiliir.

Yukaridaki teoremde, K (X) yerine daha genis bir sinif olan CB(X) in alinip
alimamayacagi sorusu akla gelebilir. Ancak, asagidaki 6rnek bunun ayni kosullarla
miimkiin olmadigin1 gostermektedir.

Ornek 3.1 X =[0,2] ve

0 , xX=y

d(x,y) =
I+x—yl, x#y

olsun. O zaman (X,d) bir tam metrik uzaydir ve ayni zamanda smirhdir. Diger
taraftan t; ayrik topoloji oldugundan X in biitiin alt kiimeleri kapalidir. Dolayisiyla
X in bitiin alt kiimeleri kapali ve sinirhidir. X icindeki biitiin rasyonel sayilarin
kiimesini Q ile gostererek, T : X - CB(X) doniistimiinii

Q , x € X\Q
Tx =

X\Q , xX€EQ

seklinde tanimlayalim. Bu durumda T nin sabit noktaya sahip olmadig: agiktir.

Simdi, 6: (0, ) — (1, ) fonksiyonu

6(t) =
9 , t>1

seklinde tanimlansin. O zaman 8 € @ oldugu goriilmektedir.

Simdi, H(Tx, Ty) > 0 olmak Uzere her x,y € X icin,
1
O(H(Tx,Ty)) < [6(d(x,1))]?
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oldugunu gosterelim. O zaman, H(Tx,Ty) >0 & {x,y} N Q kimesi tek nokta
kimesidir. Boylece,

H(Tx,Ty) > 0= H(Tx,Ty) =1ved(x,y) =1+ |x—y|>1
= 0(H(Tx,Ty)) = e ve [H(d(x,y))]% =v9=3

= 0(H(Tx,Ty)) < [6(d(x, y))]%
elde edilir. Dolayisiyla, T doniisiimii KOB doniistimiidiir fakat sabit noktaya sahip
olmadigindan kiime degerli zayif Picard operatorii degildir.

Ancak, eger 6 nin kosullarina,

(@,)inf A > 0 olacak sekildeki her A < (0, o) icin 8(inf A) = inf&(A) dir.
kosulu eklenirse, yukaridaki teoremde K (X) yerine CB(X) alinabilir. Dikkat edelim
Ki (0,) ozelligine sahip bir 8 fonksiyonunun (0,) 6zelligini saglamasi igin gerek ve
yeter sart sagdan stirekli olmasidir. Kisalik olmasi agisindan,

Z={0]6:(0,0) - (1,) fonksiyonu (0,) — (0,) ozelliklerini saglar}
siifini gbz ontline alalim.
Teorem 3.2 (X,d) bir tam metrik uzay ve 6 € £ olmak Uzere T : X - CB(X) bir
K6B doniisiimii olsun. O halde T bir kiime degerli zayif Picard operatordiir.
Ispat. x, € X keyfi bir nokta olsun. O halde her x € X igin Tx # @ olduguna gore
X1 € Tx, noktast vardir. x; € Tx, ise x; noktasinin T nin sabit noktasidir. O zaman
X1 € Tx, olsun. Buradan, Tx; kapali olduguna gore d(x;, Tx;) > 0 dir.
Diger taraftan, (0,) den ve d(x;, Tx;) < H(Tx,, Tx;) oldugundan,

0(d(xy,Txy)) < O(H(Txo,Tx1))
olur. O halde H(H(Tx, Ty)) < [9 (d(x, y))]k oldugundan,

8(d(xy, Txy)) < O(H(Txo, Txy)) < [G(d(xo,xl))]k
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yazilabilir. Boylece (0,) den,
H(d(xl; Tx1)) = yngjfcl e(d(xl, )’))

olup yukaridaki esitsizlikten,

k+1

inf 6(d(x1,)) < [6(dCxo x1))]" < [6(dCxo x))] =

YET X1

elde edilir. O zaman,

k+1

H(d(xbxz)) < [e(d(xolxl))]T
olacak sekilde x, € Tx; vardir. Dolayisiyla x, € Tx, ise ispat biter. Aksi halde,

yukaridakine benzer diisiince ile,

k+1

0(d(xz,x3)) < [0(d(x, x2))] 2
olacak sekilde x5 € Tx, bulunabilir.

Bu sekilde devam edilirse, x,,,; € Tx,, olmak Uzere her n € N i¢in,

B(dCtn %01)) < [0(dCtn 20 ))] =
esitsizligini saglayan X de bir {x,,} dizisi bulunabilir.
Ispatin geri kalan kism1 Teorem 3.1 in ispatina benzer bigimde tamamlanabilir.

Bir metrik uzayda KOB doniisiimlerinin ailesi kiime degerli biiziilme
doniistimlerinin ailesini kapsar. Asagidaki Ornekte verilen T doniisiimi bir kiime
degerli biiziilme doniisiimii degil fakat bir KOB doniistimiidiir.

Ornek 3.2 X ={0,1,2,--} ve d : XXX — [0, +o0) fonksiyonu,

0 , xX=y

d(x,y) =
x+y , XFYy

ile tanimlansin. O zaman (X, d) bir tam metrik uzaydir.

T : X - CB(X) doniistimii,
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{0,1} ) x €{0,1,2}
Tx =
{Orx - 1} ) x =3

seklinde tanimlansin. Bu durumda x > 3 ve y = 0 igin,

. H(Tx,Ty) ox—1
lim ———= = lim =1
o d(ry) s x

oldugundan T kiime degerli biiziiime doniisiimii degildir. Bu nedenle, Nadler sabit
nokta teoremi dikkate alinarak T nin kiime degerli zayif Picard operatdr oldugu

garanti edilemez.

1

Simdi, 6(t) = eVte® ve k =e™2 olmak izere T doniisimiiniin KO6B doniisimii

oldugunu iddia ediyoruz. Oncelikle 6(H(Tx, Ty)) < [6(d(x, y))]k esitsizligi verilen
6 fonksiyonu ve k sabiti ile birlikte,

H(Tx,Ty)
d(x,y)

HIXTY)-dxy) < o1
biciminde ifade edilebilir.
Diger taraftan,

H(Tx,Ty) >0 & (x # yve {x,y} n {0, 1, 2} kiimesi ya bos ya da tek noktadir)
Simdi, genelligi bozmaksizin x > y oldugunu kabul ederek asagidaki durumlari
inceleyelim.

Durum 1 Eger {x,y} n{0,1,2} tek nokta ise, H(Tx,Ty) =x—1 ve d(x,y) €

{x,x + 1,x + 2} olur. O zaman,

MeH(Tx,Ty)—d(x,Y) < x—1

—1< -1
d(x,y) x ¢ =€

elde edilir.
Durum 2 Eger {x,y} n {0, 1,2} bos kiime ise, H(Tx,Ty) = x — 1 ve d(x,y) = x +

y olur. O zaman,
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HTSTY) ry-a - X~ 1

~1-y < ,-1
d(x,y) x+ye €

elde edilir.
Sonug olarak, Teorem 3.1 in hatta Teorem 3.2 nin biitiin sartlar1 saglandigindan T

dontistimiinlin kiime degerli zayif Picard operatdr oldugu goriilmektedir.

3.2. M7 Tip Kiime Degerli 0-Biiziilme Doniisiimleri

Yukarida metrik uzayda KOB donlisimii kavrami tanimlanmis ve bazi
kosullarla birlikte bu tiir dontistimlerin zayif Picard operatér oldugunu gosteren
teoremler verilmistir. Dikkat edilecegi gibi KOB doniisiimii kavraminda belirtilen k,
(0,1) araligina ait bir sabittir. Simdi bu sabiti x,y € X icin x ile y arasindaki
uzakliga bagli (0,00) dan [0,1) e bir fonksiyon olarak alip lineer olmayan kiime
degerli O-biiziilme doniistimii kavramini verecegiz. Daha sonra bu tlir doniigiimler
icin baz1 sabit nokta teoremleri elde edecegiz.
Tamm 3.2 (X,d) bir metrik uzay, T : X - CB(X) bir donlisim ve 8 € @ olsun.
H(Tx,Ty) > 0 olacak sekildeki her x,y € X i¢in,

6(H(Tx,Ty)) < [6(d(x, )] ™

esitsizligini saglayan bir k : (0,00) — [0, 1) fonksiyonu varsa T ye lineer olmayan
kiime degerli 8-biiziilme (kisaca LK6B) doniisiimii denir.

Teorem 3.3 (X,d) bir tam metrik uzay ve T : X - X (X) bir LKOB doniisiimii
olsun. Bu durumda her s € [0, o) igin,

lim sup k(t) <1
tost

esitsizligi saglaniyorsa T doniigiimii bir sabit noktaya sahiptir.
Ispat. Kabul edelim ki T doniisiimii bir sabit noktaya sahip olmasm. O zaman, her

x € Xicind(x,Tx) > 0 olur.
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Simdi x, € X keyfi bir nokta ve x; € Tx, olsun. Boylece,
0 <d(xq,Txy) < H(Txy, Txy)
oldugundan (0,) ve

8(H(Tx, Ty)) < [6(d(x, )] **)

esitsizligi kullanilirsa,

0(d(x1,Tx,)) < O(H(Tx0, Tx1)) < [H(d(xo,xl))]k(d(xo'xl))

elde edilir.

Diger taraftan Tx; kompakt oldugundan, Lemma 2.1 den,
d(xy,x2) = d(xq, Txy)

olacak sekilde x, € Tx; vardir. O zaman yukaridaki esitsizlikten,

0(d(x1,x,)) < O(H(Txo Txy)) < [6(d(xo, %))] 4™

elde edilir.
Bu sekilde devam edilirse, her n € N igin x,,,.; € Tx,, olmak lzere,

k(d(en—1,%n)) < g(d(xn_l,xn))

0(d(xp, xns1)) < [6(d(xno1, %))
esitsizligini saglayan X de bir {x,,} dizisi bulunabilir. Ayrica (0,) den, {d(x,,, Xp+1)}
dizisinin azalan oldugu ve dolayisiyla yakinsak oldugu goriiliir. O zaman her s €

[0, ) igin,

lim sup k(t) <1
tost

oldugundan her n > ny igin,

k(d(xn,xn+1)) <b

olacak sekilde b € (0,1) ve ny € N vardir. Buradan her n = n icin,

1< e(d(xm xn+1))

< [6(d(xn-1, xn))]k(d(xn_l'xn))
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= [6 (d (xn—ZJ xn—l))] K(dGen—2n-1) (A Gon—120))

k(d(xg,x1))-k(d(xn—2,%n-1))k(d(Xn—1,%n))

< [G(d(xo,xl))]

[6(d(x, xl))]k(d(xo.xl))---k(d(xno_1.an))k(d(xno.xno+1))~-~k(d(xn_z,xn_l))k(d(xn_l,xn))

< [9 (d (Xo, xl))]k(d(xno,xn0+1))~~~k(d(xn_z,xn_l))k(d(xn_l,xn))

p(n—ng)

< [6(d(xq,x1))]
elde edilir. O halde her n > ny igin,

1< Q(d(xn, xn+1)) < [B(d(xo'xl))]b(n-no)

olup n = oo i¢in limit alinirsa,
lim 0(d(xn, xn41)) = 1
bulunur. Boylece (0,) den,
111_1)'{}0 d(xp, Xp4q) =07

elde edilir. Ayrica (03) ten,

lim H(d(xn,xn+1)) -1 _

?
n-—oo [d(xn’xn+1)]r

olacak sekilde r € (0,1) ve £ € (0, ] vardir.
Kabul edelim ki £ < oo olsun ve B = g > 0 diyelim. O halde limit tanimindan, her

n = ny igin,

H(d(xn'xn+1)) -1
FICE i

olacak sekilde bir ny € N vardir. Buradan her n > ny igin,

H(d(xn: xn+1)) -1

>f¢—B=
Al =t B=E
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elde edilir. Yani her n > n, igin A = 1/B olmak (izere,
nld (e, xp41)]" < An[e(d(xnﬂxn+1)) - 1]
esitsizligi saglanir.
Simdi £ = oo olsun. O zaman B > 0 keyfi bir reel say1 olmak iizere limit tanimindan,
her n > ny igin,

Q(d(xn» xn+1)) -1 > B
[d(xn; xn+1)]r B

olacak sekilde ny € N vardir. Buradan A = 1/B olmak lizere her n > n, icin,
n[d(xn, Xn41)]” < An[0(d (xp, xn41)) — 1]

elde edilir.

O halde her iki durumda da her n > n, igin,
n[d(xn, Xn+1)]" < An[0(d (xpn, Xp41)) — 1]

olacak sekilde A > 0 ve ny € N vardir. Boylece her n € N igin,

1< H(d(xn, xn+1)) < [H(d(xo,xl))]b(n_n())

oldugundan, her n > n, igin,

n[d(xn: xn+1)]r < An [[e(d(xo,xl))]b(n‘%) _ 1]

olur. Bu esitsizlikte n — oo icin limit alinirsa,

lim n[d(xn, xp41)]" = 0

n—-oo

bulunur. Boylece, her n > n, icin,
n[d (e, xp41)]" < 1
olacak sekilde n, € N vardir. Dolayisiyla her n > n4 igin,
d(xn'xn+1) = W

elde edilir.
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Simdi, {x,} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Bunun i¢in m >n > n,
olmak lzere m,n dogal sayilarini goz oniine alalim. O zaman,

d(xn: xm) < d(xnr xn+1) + d(xn+1' xn+2) + et d(xm—li xm)
m—1
= z d (X, Xi41)
i=n

< ) d(xi,Xi41)

s

l

1l
S

1
il/r

I
s

i=n

elde edilir. 32,

ill/r serisi yakinsak olduguna gore n — oo igin limit alindiginda
d(xp, X)) — 0 olur. O halde {x,,} dizisi (X, d) metrik uzaymnda bir Cauchy dizisidir.
(X, d) tam metrik uzay oldugundan {x,} dizisi z € X noktasina yakinsar.

Diger taraftan,

0(H(Tx,Ty)) < [6(d(x, y))]k(d(x,y))

oldugundan H(Tx, Ty) > 0 olmak (izere her x,y € X igin,

H(Tx,Ty) < d(x,y)
esitsizligi saglanir. O zaman her x, y € X i¢in,

H(Tx,Ty) < d(x,y)
saglanir. O halde n € N igin,

d(xp+1,Tz) < H(Tx,,Tz) < d(x,,2)
olup n - oo i¢in limit alinirsa, d(z,Tz) = 0 bulunur. Bu durum T doniistimiiniin
sabit noktaya sahip olmamasi ile ¢elisir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
Yukaridaki teoremde, K (X) yerine daha genis bir sinif olan CB(X) in alinip

alinamayacag sorusu akla gelebilir. Omnek 3.1 de X (X) yerine CB(X)
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alinamayacagini géstermistik. Aynmi sekilde, & nin kosullarina eger (0,) kosulu
eklenirse, yukaridaki teoremde K (X) yerine CB(X) siifi alinabilir.

Teorem 3.4 (X,d) bir tam metrik uzay ve 8 € £ olmak Uzere T : X - CB(X)
doniisiimii bir LKOB doniisiimii olsun. O halde her s € [0, ) igin,

lim supk(t) <1
n—-oo

esitsizligi saglaniyorsa T bir sabit noktaya sahiptir.
Ispat. Kabul edelim ki T déniisiimii bir sabit noktaya sahip olmasm. O zaman, her
x € Xicind(x,Tx) > 0 olur.
Simdi, x, € X keyfi bir nokta ve x; € Tx, olsun. Buradan,
0 <d(xq,Txy) < H(Txg, Txy)
olur.
Diger taraftan, (0,) den ve

H(H(Tx, Ty)) < [Q(d(x’ y))]k(d(x,y))

oldugundan,

6(d(xy, Txy)) < O(H(Txo, Txy)) < [6(d o, 2,))] 1)

elde edilir. Boylece (6,) den,
H(d(xp Tx1)) = yiel}fcl g(d(xb)’))

olup yukaridaki esitsizlikten,

inf H(d(xl,)) < [H(d(xo,xl))]k(d(xolxl)) < [B(d(xo,xl))] ’k(d(XO:xl))

YETXq

elde edilir. O zaman,

0(d(x1,x)) < [6(d(xo, xl))]\/m

olacak sekilde x, € Tx; vardir.
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Bu sekilde devam edilirse, x,,,; € Tx, olmak Uzere her n € N i¢in,

H(d(xn'xn+1)) < [H(d(xn,xn_l))]\/m

olacak sekilde X de bir {x,,} dizisi bulunabilir.

Ispatm geri kalan kism1 Teorem 3.3 {in ispatina benzer bicimde tamamlanabilir.

Eger yukaridaki teoremde, 6(t) = eVt ve k(t) = m seklinde alinirsa,
lineer olmayan kiime degerli biiziilme donilisiimlerinin sabit noktalarinin varlig ile
ilgili olan Mizoguchi-Takahashi sabit nokta teoremini bir sonug¢ olarak elde
edebiliriz.

Sonu¢ 3.1 (Mizoguchi-Takahashi) (X,d) bir tam metrik uzay ve T : X - CB(X)
bir déntistim olsun. k : (0,00) — [0, 1), her s € [0, ) igin,

lim sup k(t) < 1
tost

Ozelligini saglayan bir fonksiyon olmak tizere her x,y € X icin,
H(Tx,Ty) < k(d(x, y))d(x, y)
esitsizligi saglansin. O zaman T bir sabit noktaya sahiptir.

Asagidaki 6rnek, Teorem 3.4 iin Mizoguchi-Takahashi teoreminin bir 6z
genellestirmesi oldugunu gostermektedir. Yani, ornekte verilen T doniisiimii Teorem
3.4 iin tiim kosullarin1 saglamaktadir. Dolayisiyla, sabit noktasinin varligi bu teorem
sayesinde garanti edilebilir. Ancak, Mizoguchi-Takahashi teoremindeki buzilme
kosulunu saglayan uygun bir k fonksiyonu bulunamaz. Boylece bu teorem dikkate

alinarak T doniisiimiiniin sabit noktasinin varligi garanti edilemez.
Ornek 3.3 (X, d) tam metrik uzay, X = {% ‘neE N} U {0} ve

0 , xX=y

d(x,y) =
max {x,y} , X+Yy
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olsun. T : X - CB(X) doniisiimii,

If{O} , x=0
Tx=4

L{O 1 1 } _1 cN
m+1'n+2’ ’ =t

seklinde tanimlansin.

Simdi, 8(¢t) = eVte“ ve k : (0,00) — [0, 1) fonksiyonu,
’ 11 1
entl n t=—,neN
n
0

, diger durumlar

(

I

k() = 4[

olmak Uzere T nin LKOB doéniisiimii oldugunu iddia ediyoruz. O zaman her s €

[0, ) icin tlinl sup k(t) = 0 < 1 oldugu agiktir.
-s

Simdi Tanim 3.2 de 6(t) = em olacak sekilde alinirsa bahsi gecen biiziilme
esitsizligi,

H(Tx,Ty)

H(Tx,Ty)-d(x,y) 2
a0y e < [k(d(x, y))]

seklinde yazilabilir. O halde, eger m > n olmak iizere x = - vey = — ise,

1
M eHTXTY)=d(xy) < n+1 eﬁ_%
d(x,y) 1
n
101
< en+ti n

< k2(d(x,y))

- 1 .
bulunur. Ayrica, eger x = ~Vvey= 0 ise,
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1

I_I(L'Ty)eH(Tx,Ty)—d(X,y) < n_Heﬁ_%
d(x,y) 1
n
1 1
< en+tl n
()
n

bulunur. O zaman T bir LK6B doéniisiimiidiir. Dolayisiyla Teorem 3.4 {in biitiin
kosullar1 saglanir ve boylece T doniisiimii bir sabit noktaya sahiptir.
Simdi, = Mizoguchi-Takahashi  teoremindeki  biizilme  kosulunun

saglanmadigint gosterelim; Kabul edelim ki limsupk(t) =0 <1 ve her x,y € X

tost

icin H(Tx,Ty) < k(d(x,y))d(x,y) olacak sekilde bir k: (0,0) - [0,1)

. Il o
fonksiyonu var olsun. O zaman, x =0vey = —igin,

1 1
H(Tx,Ty) = " ved(x,y) = -

+1
olup buradan,
H(Tx, Ty) < k(d(x,y))d(x,y)

veya

n 1
()
n+1 n
bulunur. O halde bu esitsizlikte n — oo igin limit supremum alinirsa,
1
1< lim supk (;) < lim supk(t) <1
n—-o0o

n—-oo

olur. Dolayistyla bu bir ¢eliskidir.
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3.3. Kiyaslama Fonksiyonlar1 ve a-Gecisli Doniisiimler

Bu kisimda ilk 6nce 6n bilgi olmasi agisindan kiyaslama fonksiyonlar1 ve bazi
ozellikleri incelenecek, ardindan (c)-kiyaslama fonksiyonlar: kullanilarak a-gegisli
tek degerli dontisiimler i¢in bazi sabit nokta teoremleri verilecektir. Daha sonra ki
kisimlar i¢in bu bilgiler alt yap1 olusturacaktir.

Ik olarak, 1 : [0,00) — [0, %) bir fonksiyon olsun. ¥ igin asagidaki sartlari
g0z Oniine alalim:

Y1) Y azalmayan bir doniisiim,

Y,) lim yp"(t) =0, vt =0,
n—oo

Y3) Z Y"(t) < oo, vt > 0.
n=1

Kisalik olmasi bakimindan & = {y : Y, ve i, saglanir} ve V¥ =
{y : Y, ve Y5 saglanir} diyelim. Literatlirde @ ailesine ait fonksiyonlara kiyaslama
fonksiyonlar1, ¥ ailesine ait fonksiyonlara da (c)-kiyaslama fonksiyonlari adi verilir.
Tanimlardan W € & oldugu agiktir. Yani her (c)-kiyaslama fonksiyonu bir
kiyaslama fonksiyonudur.
Lemma 3.1 Eger ¢ € @ ise 0 zaman her t > 0 igin y(t) < t dir.

Ispat. 1, den her t > 0 icin lim ¥™(t) = 0 dir. En az bir t, > 0 icin ¥ (ty) = t,
n—->oo

oldugunu kabul edelim. 1 azalmayan bir doniisiim oldugundan,
to < P(to) S P(W(te)) < - S Y™ () < -+
olup n — oo i¢in limit alinirsa,
to = Tlll_r)go P (tp) =0
olur ki bu geliskidir. O halde her t > 0 i¢in, Y (t) < t dir.

Lemma 3.2 Eger ¢ € @ ise 0 zaman y(0) = 0 dur.
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Ispat. 1(0) # 0 olsun. Bu durumda y(0) = t; > 0 dir. 1 azalmayan bir doniisiim
oldugundan ¥(0) < Y (t,) ve buradan da Lemma 3.1 geregince,

0<t;=9(0) <Y(t) <ty
olur ki geligkidir. O halde ¥(0) = 0 dur.
Lemma 3.3 Eger ¥ € @ ise 0 zaman 1, sifir noktasinda siireklidir.
Ispat. 1) € @ olsun. O zaman Lemma 3.2 geregince (0) = 0 dir. t,, = 0 olsun.
Y(t,) = Y(0) = 0 oldugunu gosterecegiz. t,, = 0 oldugundan t, — 0% olur ki bu
ise her n € N i¢in 0 < t,, demektir. ¥ azalmayan bir doniisiim oldugundan,

0=90) =yt <t,

elde edilir. Burada n — oo igin limit alinirsa ¥(t,,) — ¥(0) = 0 olur. O halde , sifir
noktasinda siireklidir.

Ornek 3.4 : [0,) — [0, ) fonksiyonu,

(
I

W] =+
o
IA
o~
IN

wil N

() =
1 2

t
271+ 3<¢

seklinde tanimlansin. O zaman iy € ¥ olur.

Ornek 3.5 1 : [0,) — [0,00) fonksiyonu (t) = 1L seklinde tanimlansin. Bu

+t
durumda y € @\¥ dir.
Tanim 3.3 X bos olmayan bir kiime, a : XXX — [0, o) bir fonksiyonve T : X - X
bir doniisiim olsun. Eger a(x, y) = 1 olacak sekildeki her x,y € X icin,
a(Tx,Ty) > 1
oluyorsa o zaman T ye a-gegisli doniisiim denir.
Ornek 3.6 X = [0,00) olmak {izere T : X - X doniisiimii her x € X icin Tx = v/x

ve a : XXX — [0, o) fonksiyonu,
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a(x,y) =
0 , x <y

seklinde tanimlansin. O zaman T donilistimii a-gegislidir.
Ornek 3.7 X = (0,) olmak lizere T : X » X déniisiimii her x € X i¢in Tx = Inx
ve a : XXX - [0, o) fonksiyonu,

2, xX=y

a(x,y) =
0o , x<y

seklinde tanimlansin. O zaman T donilistimii a-gegislidir.

Samet, Vetro ve Vetro, (c)-kiyaslama fonksiyonlarim1 ve a-gegisli
dontisiimleri kullanarak a-y-biiziilme kavraminmi ortaya atmislardir. Ardindan bu
yeni tip biiziilmeler i¢in bazi sabit nokta teoremleri elde etmislerdir.

Tamm 3.4 (X,d) bir metrik uzay, T : X - X bir doniisiim, € ¥ ve a : XXX —
[0, o0) bir fonksiyon olsun. O zaman her x,y € X igin,
a(x,y)d(Tx, Ty) < (d(x,y))

oluyorsa T ye bir a-y-blzilme denir.
Uyar1 3.1 Tanim 3.4 de eger a(x,y) =1 ve § € [0,1) olmak Uzere y(t) = 6t
seklinde alinirsa her biiziilme doniisiimiiniin bir a-y-biiziilme oldugu goriliir.
Tanmim 3.5 (X, 7) bir topolojik uzay {x,}, X de bir dizi ve x € X olsun. Eger «a :
XxX — [0,0) fonksiyonu asagidaki sarti saghiyorsa a ya (B) ozelligine sahiptir
denir:

(B) Hern € Nigin a(x,, xp41) = 1 ve x, = x iken a(x,, x) = 1 dir.
Tanim 3.6 X bos olmayan bir kiime olmak tizere eger a : XXX — [0, c0) fonksiyonu

asagidaki sart1 sagliyorsa a ya (H) 6zelligine sahiptir denir:
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(H) Herx,y € Xicina(x,z) = 1ve a(y,z) = 1 olacak sekilde z € X vardur.
Teorem 3.5 (X,d) bir tam metrik uzay, T : X - X bir a-gegisli, a-y-bizilme
dontisiimii olsun. Eger a(x,, Tx,) = 1 olacak sekilde bir x, € X var ve T surekli ise
0 zaman T bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. x, € X hipotezde bahsedilen nokta olsun. Her n € N icin x,, = T"xy = Tx,_1
olacak sekilde X de bir {x,,} dizisi tanimlayalim. Eger x, = x,_,; olacak sekilde bir
ny € N varsa 0 zaman x,,, T nin bir sabit noktas1 olur. Boylece ispat tamamlanir.
Simdi her n € N i¢in x,, # x,,41 olsun. T, a-gegisli oldugundan,
a(xg,x1) = alxg, Txg) = 1= a(Txy, Tx1) = a(xg, %) =1
dir.
Bu sekilde devam edilirse her n € N igin,
a(Xp, Xnt1) 2 1
elde edilir. Tanim 3.4 deki esitsizlikte x = x,_; ve y = x,, alarak ve yukaridaki
esitsizligi goz onilinde bulundurarak,
d(Xp, Xp41) = d(Txp_q, Txy)
< a(xp—1, %) d(TXp-1, Txy)
< lp(d(xn—l' xn))
elde edilir. Timevarim yontemiyle her n € N igin,
d(%p, Xns1) < P™(d(xo,%1))
olur.

Simdi, her m,n € N, m > n icin,

m-—1
AGtn ) < ) o 211)
k=n
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m—1
< > pk(dCro )
k=n

< ) WH(d )
k=n

olup Y- ¥*(d(xo,x1)) serisinin yakinsakligindan {x,} dizisi X de bir Cauchy

dizisi olur. X tam oldugundan lim x, = z olacak sekilde bir z € X vardir. T strekli

n—co
oldugundan,

z= r{i_r)goxnﬂ = Ai_r)goTxn = T(Ai_r)gloxn) =Tz
elde edilir ki bu T nin sabit noktasinin var oldugunu gosterir. Boylece ispat
tamamlanir.
Uyan 3.2 Teorem 3.5 de T nin siirekliligi yerine @ nin (B) 6zelligine sahip olmasi
kullanilabilir.
Teorem 3.6 (X,d) bir tam metrik uzay, T : X - X bir a-gegisli, a-y-bizilme
dontisiimii olsun. a(xy, Tx,) = 1 olacak sekilde bir x, € X noktasinin var oldugunu
kabul edelim. Eger a, (B) 6zelligine sahip ise o zaman T bir sabit noktaya sahiptir.
Ispat. Teorem 3.5 in ispatinda oldugu gibi {x,,} dizisinin (X, d) metrik uzayinda bir

Cauchy dizisi oldugu gosterilebilir. X tam oldugundan lim x, = z olacak sekilde bir
n—>oo

z € X vardir.
Diger taraftan @ nin (B) 6zelligine sahip olmasi ve a(x,, X,4+1) = 1 esitsizliginden
her n € N igin,
a(xy,,z) =1
dir. Tanim 3.4 den ve bu esitsizlikten,
d(z,Tz) < d(z,x,41) + d(x41,T2)

=d(z,xp41) +d(Tx,,Tz)
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<d(z,xp41) + a(x,, z)d(Tx,, Tz)

< d(2, %p41) + P(d(xy, 2))
elde edilir. ¥, t = 0 noktasinda siirekli oldugundan, son esitsizlikte n — oo igin limit
almirsa d(z,Tz) = 0 olur. Yani z = Tz elde edilir.

Ornek 3.8 X = R kiimesini alisilmis metrik ile goz oniine alalm. T : X — X

doniistimii,
(g —> >1
X > , X
Tx=+4 X ' 0<x<1
2
L\ 0 ; x <0

seklinde tanimlansin. O zaman,

d(T1,T2) =2>1=4d(1,2)
oldugundan T bir biziilme donisimi degildir. Simdi, a : XXX — [0, )
fonksiyonu,

1, X,y € [0,1]
a(x,y) =
0 , x € [0,1] veyay ¢ [0,1]

seklinde tanimlansin. O zaman T doniisimi her t > 0 i¢in Y(t) = % ile birlikte bir

a-y-bizulmedir, ¢ciinkl her x, y € X i¢in,
1
a(x,y)d(Tx, Ty) < Ed(x, y)

esitsizligi saglanir. Ayricaxy = licin a(1,T1) = a (1,%) = 1 dir.
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Simdi, T nin a-gegisli doniisiim oldugunu gosterelim. a(x,y) = 1 olsun. O zaman, a
nin tammmindan x,y € [0,1] dir. O halde Tx = g € [0,1] ve Ty = % € [0,1]
oldugundan a(Tx, Ty) = 1 dir.
Son olarak, T siirekli oldugundan Teorem 3.5 in tiim sartlar1 saglanir. O halde T nin
bir sabit noktasi vardir.

Bu ornekten de anlasilacag tizere Teorem 3.5 sabit noktanin tekligini garanti
etmez. Clnkul 6rnekte 0 ve 3/2, T nin iki sabit noktasidir.

Ornek 3.9 X =R kiimesini alisilmis metrik ile gdz oOniine alalm. T : X — X

doniistimdi,
(gx—> >1
x > , X
Tx=+4 X ’ 0<x<1
4
\ 0 , x<0

seklinde tanimlansin.
9
d(T1,T2) = 1 >1=4d(1,2)

oldugu i¢in T bir biiziilme doniisiimii degildir. Ayrica T stirekli olmadigindan
Teorem 3.5 bu 6rnege uygulanamaz.
Simdi, a : XXX — [0, o) fonksiyonu,

1, x,y €[0,1]

a(x,y) =
0 , x & [0,1] veyay ¢ [0,1]

seklinde tanimlansin. O zaman T doniisiimii her t > 0 icin Y(t) = % ile birlikte bir

a--blzulmedir, ¢cinkl her x, y € X igin,
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1
a(x,y)d(Tx, Ty) < Zd(x, y)
esitsizligi saglanir.
.. 1 .
Ayrica, xo = 1igin a(1,T1) = a (1,1) = 1 dir.
Simdi, T nin a-gegisli doniisim oldugunu gosterelim. a(x,y) = 1 olsun. O zaman, «
nin tamimindan x,y € [0,1] dir. O halde, Tx = z € [0,1] ve Ty = % € [0,1]

oldugundan a(Tx, Ty) = 1 dir.
Son olarak, a nin (B) ozelligine sahip oldugunu gosterelim. Her n € N igin
a(xy, Xp41) = 1 ve x, = x olacak sekilde X de bir {x,} dizisi var olsun. Her n € N
icin a(x,, Xp+1) = 1 oldugundan @ nin tanimindan her n € N i¢in x,, € [0, 1] dir.
Dolayisiyla x, = x oldugundan x € [0,1] olmalidir. O halde, her n € N igin
a(x,,x) =1 dir. Bu yuzden a, (B) ozelligine sahip olup Teorem 3.6 nin tim
sartlar1 saglanir. O halde T nin bir sabit noktas1 vardir.
Yine aym sekilde Teorem 3.6 da sabit noktanin tekligini garanti etmez.

Ciinkii yukaridaki 6rnekte O ve 3/2, T nin iki sabit noktasidir.
Teorem 3.7 Teorem 3.5 veya Teorem 3.6 nin sartlarina ek olarak a, (H) ozelligine
de sahip olsun. O zaman T bir tek sabit noktaya sahiptir.
Ispat. z ve w, T nin iki sabit noktasi olsun. O zaman a nin (H) 6zelliginden dolay:
a(z,u) =21 ve a(w,u) =1 olacak sekilde bir u € X vardir. T, a-gecisli
oldugundan her n € N igin,

a(z,T"u) > 1
ve

alw,T"u) > 1

olur. Bu yiizden,
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a(x,y)d(Tx,Ty) < (d(x,y))
ve
a(z,T"u) > 1
esitsizliklerinden her n € N igin,
d(z,T™w) = d(Tz T(T" 'w))
< a(z, T"V)d(Tz T(T" w))
<¢(d(z,T" ™))
elde edilir. Buradan, i azalmayan bir fonksiyon oldugundan her n € N igin,
d(z,T™u) < lp”(d(z, u))
bulunup n = oo igin limit alinirsa T™u — z elde edilir.
Benzer olarak,
a(x,y)d(Tx,Ty) < (d(x,y))
ve
alw,T"u) > 1
esitsizlikleri kullanilarak n — oo igin T"u — w elde edilir. Metrik uzaylarda limit

noktasinin tekliginden z = w elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

3.4. Kiime Degerli a-Gegisli ve a,-Gegisli Doniisiimler
Bu kisimda a-gecisli doniisiimlerin kiime degerli versiyonlar1 goz oOniine
aliarak kiime degerli doniisiimler i¢in baz1 sabit nokta teoremleri elde edilecektir.
Tamm 3.7 (X, d) bir metrik uzay, T : X - P(X) bir kiime degerli dontisiim, i € ¥
ve @ : XXX — [0, ) bir doniigiim olsun. Eger her x, y € X i¢in,
a(x, y)H(Tx, Ty) < 9(d(x,y))

oluyorsa T ye kiime degerli a-y-buzilme;
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a,(Tx, Ty)H(Tx,Ty) < ¢'(d(x, y))

oluyorsa T ye kiime degerli a,--bliziilme doniisiimii denir. Burada

a,.(Tx,Ty) = inf {a(a,b) : a € Tx,b € Ty}
dir.
Tanim 3.8 X bos olmayan bir kiime, T : X — P (X) bir kiime degerli doniisiim ve « :
XXX - [0, ) bir doniisiim olsun:
(@) eger a(x,y) =1 olacak sekildeki her x € X ve y € Tx noktalarina karsilik
a(y,z) = 1 esitsizligi her z € Ty i¢in saglaniyorsa T ye a-gegisli denir.
(b) eger a(x,y) =1 olacak sekildeki her x € X ve y € Tx igin; a,.(Tx,Ty) > 1
esitsizligi saglaniyorsa T ye a,-ge¢isli denir.
Uyan 3.3 Her a,-gecisli doniislim ayn1 zamanda bir a-gegisli doniisiimdiir. Ama
tersi genelde dogru degildir.
Ornek 3.10 X = [—1, 1] kiimesini gdz &niine alalim. a : XxX — [0, o) fonksiyonu,

0 , xX=y

a(x,y) =
1, XFYy

seklinde tanimlansin. Ayrica T : X — P (X) doniistimd,

r {—x} , x ¢ {—1,0}

Tx =< {0,1} , x=-1

\ {1} , x=0

seklinde tamimlansin. O zaman x = —1 ve y =0 € Tx = {0,1} icin a(x,y) > 1
olmasina ragmen «,(Tx,Ty) = a,({0,1},{1}) = 0 dir. Dolayisiyla T bir a,-gegisli
doniisiim degildir. Simdi T nin a-gegisli oldugunu gosterelim. Bunun i¢in agagidaki

durumlar sonucunda T doéniisiimiiniin a-gegisli oldugu goriilmektedir.
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Durum 1 Eger x = 0 iseozamany = 1 ve a(x,y) = 1dir. Ayrica,z=—-1 € Ty =
{—1}icin a(y,z) = 1 dir.

Durum 2 Eger x = —1 ise 0 zaman y € {0,1} ve a(x,y) =1 dir. Ayrica, her
z € Ty icin a(y, z) = 1 dir.

Durum 3 Eger x & {—1,0} ise 0 zaman y = —x ve a(x,y) =1 dir. Ayrica,
z =x € Ty = {x} oldugu i¢in a(y, z) = 1 dir.

Simdi Mohammadi, Rezapour ve Shahzad tarafindan kiime degerli a-i-
bliziilme doniisiimleri i¢in verilen sabit nokta teoreminin ifade ve ispatini
inceleyelim.

Teorem 3.8 (X,d) bir tam metrik uzay, a : XXX — [0, ) bir fonksiyon, ¥ € ¥
kuvvetli artan bir fonksiyon, T : X — CB(X) a-gegisli ve kiime degerli a-p-blzilme
dontisimii olsun. Ayrica, a(xy,x;) = 1 olacak sekilde x, € X ve x; € Tx, var
oldugunu kabul edelim. Eger T sirekli veya a, (B) ozelligine sahip ise o zaman T
bir sabit noktaya sahiptir.
Ispat. x, € X ve x; € Tx, hipotezdeki noktalar olsun. Eger x; = x, ise 0 zaman
ispat biter. x; # x, olsun. Buradan,
D(xy,Txy) < a(xg, x1)H(Txy, Tx1)
< (d(x9,x1))
olur.
Eger x, € Tx, ise 0 zaman x,, T nin sabit noktasi olur. x; € Tx; ve g > 1 olsun. O
zaman,
0 < D(x1,Tx1) < q(d(x,%1))
dir. ty, =d(x,x;) diyelim. O zaman t, >0 ve D(xy,Tx;) < qy(ty) dir.

Dolayisiyla,
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d(x1,x7) < qp(to)
olacak sekilde x, € Tx; vardir. ¥ kuvvetli artan bir fonksiyon oldugundan,
Y(d(x1,x2)) < P(q (o))
olur. x, # x; oldugu kabul edilebilir. Aksi halde ispat biter.

_ P(qyty)

_ . > e 5
P(aCer) olsun. a(xy,x;) =1 ve T, a-gegisli oldugundan her u € Tx;

Simdi q,
icin a(x,,u) = 1dir. u = x, € Tx; alirsak a(x,,x,) = 1 olur. O zaman q; > 1 ve

d(x,, Txy) < a(xq, x,)H(Txq,Tx;)

= ll’(d(xp xz))

elde edilir.
Eger x, € Tx, ise 0 zaman x,, T nin sabit noktasi olur. x, & Tx, olsun. O zaman,

0 < D(xy,Txy) < Q11/J(d(x1'x2))
dir. Bu yuzden,

d(xp,x3) < Chll’(d(xpxz)) = w(qw(to))

olacak sekilde x; € Tx, vardir. Dolayisiyla x3 # x, ve lp(d(xz,x3)) < 1p2(q1p(t0))
dir. a(xq,x,) =1 ve T, a-gegisli oldugundan her v € Tx, icin a(x,,v) =1 dir.

v = x3 € Tx, alirsak a(x,, x3) =1 olur. g = P) 150 0 zaman g, > 1
3 2 23] = - Y2 w(d(xz,xg)) . 2

dir. Ayrica,
d(x3,Tx3) < a(xy, x3)H(Txy, Tx3)
< P(d(xz, x3))
olur. Bu sekilde devam edildiginde her n € N icinx, € Tx,_1, X, # Xn_1,
a(xp, Xny1) = 1 Ve d(xp, xn1) < PV (qp(t)) olacak sekilde X de bir {x,} dizisi
elde edilir.

Simdi m > n olmak lzere her m,n € N igin,
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m—1
At Xm) < ) A0 Tiern)
k=n

3

IA

l/)k_l(qlp(to))

&
1l
S

(0]

< Z P (g (o))

k=n
olur. Y-, ¥ (q(ty)) serisinin yakinsakligindan {x,,} dizisi X de bir Cauchy dizisi

olur. X tam oldugundan lim x, = z olacak sekilde bir z € X vardur.

n—-oo

Eger T surekli ise, 0 zaman

D(z,Tz) = lim D(x,41,T2) < lim H(Tx,,Tz) =0
n—-o0o n—->0o

olur ve bdylece z € Tz = Tz dir. Yani z, T nin bir sabit noktasidir.

Simdi a, (B) ozelligine sahip olsun. Bu durumda her n € N i¢in a(x,,z) = 1 dir.

Dolayisiyla,
D(xy41,Tz) < H(Tx,,Tz)
< a(x,,z)H(Tx,,Tz)
< Y(d(xy, 2))
elde edilir.

Ayrica lim d(x,,z) =0 ve @, 0 noktasinda siirekli oldugundan yukaridaki
n—-oo

esitsizlikte n — oo igin D(z, Tz) = 0 bulunur ve béylece z € Tz = Tz dir. Yani z, T
nin bir sabit noktasidir. Boylece ispat biter.

Simdi de Asl, Rezapour ve Shahzad tarafindan kiime degerli a,-y-bizilme
doniistimleri igin verilen sabit nokta teoreminin ifade ve ispatini inceleyelim.
Teorem 3.9 (X,d) bir tam metrik uzay, a : XXX — [0, ) bir fonksiyon, ¥ € ¥

kuvvetli artan bir fonksiyon, T : X - CB(X) a,-gecisli ve kiime degerli a,--
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biiziilme doniisiimii olsun. Ayrica, a(xg, x;) = 1 olacak sekilde x, € X ve x; € Tx,
var oldugunu kabul edelim. Eger T sirekli veya a, (B) 6zelligine sahip ise o zaman
T bir sabit noktaya sahiptir.
Ispat. x, € X ve x; € Tx, hipotezdeki noktalar olsun. Eger x; = x, ise 0 zaman
ispat biter. x; # x, olsun. Eger x; € Tx; ise 0 zaman x;, T nin sabit noktasi olur.
X1 €Tx; ve q>1 olsun. a(xy,x;) =1 ve T, a,-gegisli oldugundan
a.(Txy, Txy) = 1 dir. Bu durumda,
0 <D(xq,Txq)

< a,(Txy, Tx,)H(Txo, Txy)

< qa,(Txy, Tx1)H(Txy, Tx;)
olur. O halde,

0 < d(xy,%x,) < qa.(Txo, Txy)H(Txo, Tx;) < qip(d(x0,%1))
olacak sekilde x, € Tx; vardir. Ayrica x, # x; ve a(xy,x,) =1 dir. Bu ylzden T,
a,-gecisli oldugundan a,(Tx,,Tx,) = 1 dir. t, = d(x,, x;) diyelim. Buradan, t, >
0 ve d(xq,x2) < q(ty) dir. Y kuvvetli artan bir fonksiyon oldugundan,
I/J(d(xpxz)) < w(qlﬂ(to))

ir g, = avto)) ;
dir. ¢, = CEES) olsun. O zaman g, > 1 dir.

Eger x, € Tx, ise 0 zaman x,, T nin sabit noktasi olur. x, & Tx, olsun. O zaman,
0 < D(x5,Txy) < a,(Tx1, Tx;)H(Txy,Tx,) < qua,(Txy, Tx,)H(Txq,Txy)
dir. Bu yuzden,
0 < d(xz,%3) < qua.(Txy, Txx)H(Txy, Txy) < qp(d(xq,x5)) = Y(qp(ty))

olacak sekilde x3 € Tx, vardir. Dolayisiyla x5 # x5, a(xy,x3) =1 ve

2 _ P3(qy(ty)) .
W(d(xy x3)) < P2(q(ty)) dir. q; = T olsun. O zaman q > 1 dir.
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Eger x5 € Tx; ise 0 zaman x5, T nin sabit noktasi olur. x5 & Tx3 olsun. O zaman,
0 < D(x3,Tx3) < a,(Txy, Tx3)H(Tx,, Tx3) < qo,(Tx,, Tx3)H(Tx,, Txs)
dir. Bu ylzden,
0 < d(x3,x4) < @20 (Txs, Tx3)H(Txs, Txs) < qop(d(x2,%3)) = ¥?(qp(to))
olacak sekilde x, € Tx5 vardir. Bu sekilde devam edildiginde her n € N icin, x,, €
TxXp_1, Xn # Xn_1, QX Xns1) 21 Ve  d(xn, xni1) < P (qp(ty))  olacak

sekilde X de bir {x,,} dizisi elde edilir. Simdi m > n olmak izere her m,n € N igin,

d(xn, xm) < d(xg, X +1)

3
=

&
1l
S

3

= ¢k_1(qlp(t0))

&
I
S

< > P (gv(t)
k=n

olur. Y-, ¥ (qy(ty)) serisinin yakinsakligindan {x,,} dizisi X de bir Cauchy dizisi

olur. X tam oldugundan lim x,, = z olacak sekilde bir z € X vardir.
n—-oo

Eger T surekli ise, 0 zaman

D(z,Tz) = lim D(x,41,T2) < lim H(Tx,,Tz) =0
n—-oo n—oo

olur ve béylece z € Tz = Tz dir. Yani z, T nin bir sabit noktasidur.
Simdi a, (B) 0zelligine sahip olsun. O zaman her n € N icin a(x,,z) =1 elde
edilir. T, a,-gegisli oldugundan her n € N icin a,(Tx,, Tz) = 1 dir. Dolayisiyla,
D(z,Tz) < H(Tz Tx,) + D(Tx,, z)
< H(TzTx,) + d(x,41,2)
< a,(Tx,, Tz)H(Tx,,Tz) + d(x,,41,2)

< lp(d(xn' Z)) + d(xn+1,z)
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elde edilir.

Ayrica lim d(x,,z) =0 ve 1, 0 noktasinda siirekli oldugundan yukaridaki
n—-oo

esitsizlikte n — oo igin D(z,Tz) = 0 olur ve bdylece z € Tz = Tz dir. Yani z, T nin

bir sabit noktasidir. Boylece ispat biter.

3.5. Nadler Tip Kiime Degerli (a, 8)-Biiziilme Doniisiimleri

[1k olarak, bu kisimda kullanacagimiz kiime degerli déniisiimler igin iistten ve
alttan yari siireklilik kavramlarini hatirlayalim.
Tamim 3.9 X ve Y iki topolojik uzay ve T : X — P(Y) bir kiime degerli doniisiim
olsun. Eger Y deki her kapali kiimenin ters goriintiisii X de kapali oluyorsa T ye
iistten yari stirekli, ¥ deki her agik kiimenin ters goriintiisii X de acik ise T ye alttan
yar1 siirekli dontisiim denir. Eger bir kiime degerli doniisiim hem {istten hem alttan
yari siirekli ise bu dontistime siireklidir denir.
Lemma 3.4 (X, d) bir metrik uzay ve her x € X i¢in Tx kapali olmak Uzere T : X —
P(X) doniisiimii istten yari siirekli olsun. Eger x,, = xo, Y = Vo V€ ¥, € Tx,, ise
Yo € Txg dir.
Ornek 3.11 T : R » P(R) doniisiimii,

{0} , x+0

Tx
[—1,1] , x=0

seklinde tanimlansin. O zaman T doniisiimii Ustten yart siireklidir ancak alttan yari

stirekli degildir. K kapali kiimesi i¢in,
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r R , 0eK

T Y(K)=< {0} , 0O¢gKveKNn[-1,1] = @

\ 0 , Kn[-1,1]1=9
oldugundan T doniisiimii tstten yari siireklidir. Ancak U = (%,2) ac1g1 icin

T~1(U) = {0} olup acik degildir. O halde T déniisiimii alttan yar1 siirekli degildir.

Ornek 3.12 T : [0,1] = P([0, 1]) doniisiimii,

[ el
75 x
4 | [13 1
2zl 0 *T2

{1} 1< <3

&) © 25%3%

seklinde tanimlansin. O zaman T doniisiimii {istten yar1 stireklidir ancak alttan yari

13
4’4

siirekli degildir. Ciinkii V = ( ) acik kiimesi icin T~1(V) = {%} olup acik degildir.

Burada dikkat edelim ki her kapali kiimenin ters goriintiisii de kapalidir.
Ornek 3.13 T : R » P(R) doniisimi,

[-1,1] , x#0
Tx

{0} , x=0
seklinde tanimlansin. O zaman T donilisiimii alttan yari siireklidir ancak iistten yar1

stirekli degildir. Bu doniisiimde bir agik kiimenin ters goriintiisii ya R\{0} ya R ya da

@ dur. Dolayisiyla T doniisiimii alttan yar siireklidir. Ancak, K = E,Z] kapali
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kiimesi icin T~1(K) = R\{0} olup kapali degildir. O halde T déniisiimii iistten yari
stirekli degildir.

Simdi, a : XXX — [0, ) fonksiyonunu g6z o6niine alarak kiime degerli 6-
biiziilme doniistimii ile birlikte tanimlanan kiime degerli (a, 8)-biiziilme doniistimii
kavramini verelim. Daha sonra da bu tip doniisiimler i¢in bazi sabit nokta
teoremlerini inceleyelim.

Tanmmm 3.10 (X,d) bir metrik uzay, T : X - CB(X) bir donilisim ve a : XXX —
[0, 00) bir fonksiyon olsun. Sy, € XXX kiimesi,

Sra ={(x,y) ralx,y) = 1ve H(Tx,Ty) > 0}
seklinde tanimlansin. Bu kiimeye kisaca S diyelim. O zaman (x,x) ¢ S dir. Buna

gore, 6 € O olmak Uzere her (x,y) € S icin,

0(H(Tx,Ty)) < [6(d(x, y))]k
esitsizligini saglayan k € (0,1) sabiti varsa T ye kiime degerli (a,8)-bizilme
doniisiimii denir.
Teorem 3.10 (X, d) bir tam metrik uzay, T : X — K (X) bir kiime degerli doniisiim
ve a : XXX — [0, ) bir fonksiyon olsun. Eger,
(i) @ € O olmak Uzere T bir a-gegisli ve kiime degerli (a, 8)-biiziilme doniistimdi,
(i) a(xg, x1) = 1 olacak sekilde x, € X ve x; € Tx, var,
(iii) T Ustten yar1 stirekli ya da , (B) 6zelligine sahip,
sartlar1 saglaniyorsa T, X de bir sabit noktaya sahiptir.
Ispat. Kabul edelim ki T sabit noktaya sahip olmasmn. O zaman, her x € X icin
d(x,Tx) > 0 olur. Hipotezde belirtilen x, € X ve x; € Tx, noktalarmi dikkate
alalim. O zaman H(Tx,, Tx;) > 0 elde edilir. Bu nedenle (x,, x;) € S olur.

Diger taraftan, tanimdan ve (@;) den k € (0, 1) olmak Uzere,

73



0(d(xy, Txy)) < O(H(Txo, Tx1)) < [0(d(x0,x1))]"

elde edilir. Ayrica Tx; kompakt oldugundan,
d(xy,%2) = d(xq, Txy)

olacak sekilde x, € Tx; vardir. O halde yukaridaki esitsizlikten,

0(d(xy,x3)) < O(H(Txo, Txy)) < [H(d(xo,xl))]k
elde edilir.
Ustelik T, a-gegisli oldugundan x, € Tx; i¢in a(x;,x,) =1 olur. Yine, x, € Tx,
olduguna gore (xq,x,) € S dir.
Diger taraftan tanimdan,

0(d(xs, Txy)) < 8(H(Txy,Txy)) < [H(d(xl,xz))]k
bulunur.
Yine, Tx, kompakt oldugundan,

d(xz,%3) = d(x3,Tx;)

olacak sekilde x3 € Tx, vardir. Yukaridaki esitsizlikten,

B(d(xz,xg)) < H(H(Txl,sz)) < [G(d(xl,xz))]k
elde edilir. Boylece x,,,1 € Tx,, (x,,, x,4+1) € S olmak lizere her n € N igin,

0(d (s xnen)) < [0(dCn 20-1))]"
esitsizligini saglayan X metrik uzayinda bir {x,,} dizisi bulunur. Her n € N U {0} i¢in
d, = d(xp, xn41) diyelim. O halde her n € NU {0} icin d,, > 0 ve yukaridaki
esitsizlik kullanilirsa,
6(dn) < [6(dn-1]* < [6(dn-2)]*" < - < [0(do)]*"

elde edilir. Buradan her n € N icin,

1< 6(dy,) < [0(do)]*"
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olup n — oo i¢in limit alinirsa,
lim 6(d,) =1
n—->0oo

bulunur.

Diger taraftan (0,) den,

lim d, = 0
n—->0o
olur. Ayrica (@3) ten,
8(d,)—1

Ty

olacak sekilde r € (0,1) ve £ € (0, oo] vardur.

Simdi kabul edelim ki £ < oo olsun. Bu durumda B = g > 0 olsun. O halde limit

tanimindan her n > ny i¢in,

—{¢|<B

‘eam)—1
(d)"

olacak sekilde ny € N vardir. Buradan her n > n,, icin,

0(d) 1 _
d)r

—B=B
olur. Bdylece A = 1/B olmak (izere her n > n, igin,
n(dn)r < An[g(dn) - 1]
bulunur.
Simdi kabul edelim ki £ = oo olsun. Bu durumda B > 0 keyfi bir nokta olmak (izere

limit tanimindan her n > n, igin,

0(d,) — 1
(d—n)rZB

olacak sekilde n, € N vardir. Béylece A = 1/B olmak Uzere her n > n, igin,

n(dn)r = An[g(dn) - 1]

75



bulunur.
O halde, her iki durumda da her n = n,, igin,
n(d,)" < An[6(d,) — 1]
olacak sekilde A > 0 ve ny € N vardir. Bu esitsizlikte n — oo i¢in limit alinirsa,
7111—{?0 n(d,)" =0
bulunur. Boylece her n > n, i¢in n(d,)” < 1 olacak sekilde n, € N vardir. Ayrica

her n > nq igin,

elde edilir.
Simdi, {x,} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gésterelim. Bunun i¢in m >n > n,
olmak tzere m, n dogal sayilarin1 g6z oniine alalim. O zaman,

d(Xp, Xxm) < d(Xn, Xni1) + d(Xpg1, Xna2) + 0+ d(Xppog, )

=dptdpy + o dpg
m—1

D,

i=n

d;

IA
M g

L

=1
= Z v
i=n

elde edilir. Z{";lﬂ% serisi yakinsak olduguna gore n — oo i¢in limit alindiginda

n

d(xp, X)) — 0 olur. O halde {x,,} dizisi (X, d) metrik uzaymnda bir Cauchy dizisidir.
(X,d) tam metrik uzay oldugundan, {x,} dizisi z € X noktasina yakinsar. Yani,

lim x,, = z dir. O zaman Lemma 3.4 e gbre T iistten yar siirekli ise, z € Tz elde

n—-oo

edilir. Dolayistyla bu bir ¢eligkidir.
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Simdi, @ nin (B) 6zelligine sahip oldugunu kabul edelim. O zaman her n € N igin

a(x,,z) = 1dir. Buradan lim x,, = z ve d(z,Tz) > 0 oldugundan her n = n icin,
n—-o0o

d(xp41,Tz) >0
olacak sekilde ny € N vardir. Boylece her n > ny igin,

H(Tx,,Tz) >0
olur. O halde her n = n i¢in (x,,z) € S dir.

Simdi, tanimdan ve (0,) den,

0(d(xn+1,Tz)) < 0(H(Tx,,T2)) < [G(d(xn,z))]k
bulunur. Boylece her n > n, icin,
d(xn41,Tz) < d(xp, 2)
olup n — oo igin limit alinirsa, d(z, Tz) = 0 bulunur. Yani, z € Tz dir. Dolayisiyla
bu T nin sabit noktas1 olmasi kabulii ile ¢elisir.

Daha Once teoremde K(X) yerine daha genis olan CB(X) simifim
alinamayacagini gostermistik. Yine ayni sekilde, eger 6 nin kosullarina (0,) kosulu
eklenirse I (X) yerine CB(X) alinabilir.

Teorem 3.11 (X, d) bir tam metrik uzay, T : X —» CB(X) bir kiime degerli doniisiim
ve a : XXX — [0, o) bir fonksiyon olsun. Eger,
(i) 0 € 0, olmak lzere T, a-gegisli ve kiime degerli (a, 6)-biiziilme doniisiimii,
(ii) a(xg, x1) = 1 olacak sekilde x, € X ve x; € Tx, var,
(iii) T tstten yari siirekli ya da a (B) Ozelligine sahip,
kosullar1 saglaniyorsa T nin X de bir sabit noktasi vardir.
Ispat. Yukaridaki teoremin ispatinda oldugu gibi,
H(d(xl, Txl)) < G(H(TxO,Txl))

esitsizligini elde edebiliriz. O zaman (0,) kosulu dikkate alinirsa,
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B(d(xp Tx1)) = yg}}fcl 9(d (x4, 3’))
yazilabilir ve boylece,

0(d(xy, Txy)) < O(H(Txo, Tx1)) < [0(d(x0, x1))]"
esitsizliginden,

ytlsrTlfc H(d(xl»J’)) = [H(d(xo,xl))]k < [H(d(xo'xl))]%

elde edilir. Buradan,

k+1

8(d(xy,x5)) < [6(d(x0,%1))] 2
olacak sekilde x, € Tx; vardir.
Ispatin geri kalan kism1 Teorem 3.10 un ispatina benzer bigimde tamamlanabilir.
Asagidaki 6rnek, T nin kiime degerli (@, 8)-bliziilme donisimi oldugunu
fakat KOB doniisiimii olmadigini géstermektedir.
Ornek 3.14 X = {0,2,4,---} ve d : XXX — [0, ) olmak iizere,

0 , xX=y

d(x,y) =
x+y , XFYy

seklinde verilsin. O zaman (X, d) tam metrik uzaydir.
T : X - CB(X) doniistimii,

{x} , x € {0, 2}

{0,2,,x=2} , x=4
ve a : XXX — [0, o) fonksiyonu,

0 , (xy)€{(0,2),(20)}
a(x,y) =

2 , diger durumlar

seklinde tanimlansin. O halde T, a-ge¢isli doniisiimdiir.
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Simdi, k = e~ ve 6(t) = eVte" olmak iizere T nin kiime degerli (a, 6)-biizilme

dontisiimii oldugunu iddia ediyoruz. Her (x,y) € S igin,

6 (H(Tx, Ty)) < [0 (d (x, y))]k
oldugunu gostermek icin,

H(Tx,Ty)
d(x,y)

eH(Tx,Ty)—d(x,y) < e~2
esitsizligini gostermemiz yeterlidir. Burada,
S={(x,y) eXxX:a(x,y)=1ve H(Tx,Ty) >0}
={(xy) eXxX: (x,y) €{(0,2),(2,0)} vex # y }
dir. O halde her (x,y) € S igin x > y oldugunu kabul edersek asagidaki durumlar

ortaya ¢ikar:

Durum 1y = 0ve x = 4 olsun. O halde H(Tx,Ty) = x — 2 ve d(x,y) = x olup,

HADTY) rxr-aten <=2 g < g2
d(x,y) *

elde edilir.
Durum2y = 2 ve x = 4 olsun. O halde H(Tx,Ty) = 2 ve d(x,y) = 6 olup,

H(Tx,Ty)
—_— e

H(TxTy)-d(xy) < 18—4 <e 2
d(x,y)

elde edilir.

Durum 3y =2 ve x > 4 olsun. O halde H(Tx,Ty) = x ve d(x,y) = x + 2 olup,

HIXTY) yrary)-aey) <
d(x,y) T x+2

elde edilir.

Durum4 x >y > 4 olsun. O halde H(Tx,Ty) = x — 2 ve d(x,y) = x + y olup,

HATXTY) yirar-a 2= 2

-2y < ,-2
d(x,y) x+ye =€
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elde edilir.

Boylece, T nin (a, 8)-biiziilme doniisimii oldugu goriiliir. Yine, x, =2 Ve x; €

Tx, = {2} icin, a(xy, x1) = a(2,2) = 2 = 1 dir.

Son olarak, 74 ayrik topoloji oldugundan T doniisiimii iistten yari siireklidir. Bu

nedenle yukaridaki teoremlerin kosullar1 saglanmaktadir. Dolayisiyla T, X de bir

sabit noktaya sahiptir.

Dikkat edelim ki a, (B) o6zelligine sahip degildir. Gergekten, X metrik uzaymnda

{x,} =1{2,4,6,0,0,0,-:-} dizisini gbéz Oniine alalim. O zaman her n € N igin

a(xy, Xp41) = 1 ve x, = 0olur, fakat a(xy,z) = a(2,0) =0 = 1 dir.

Ayrica, a(2,4) = 1 olup @, (T2,T4) = 0 oldugundan T, a,-gegisli de degildir.

Diger taraftan, H(T0,T2) = 2 = d(0, 2) oldugundan her 6 € 0 ve k € (0, 1) igin,
0(H(Tx,Ty)) = 8(2) > [0)]% = [8(d(x, )]

elde edilir. Yani, T doniisiimii KOB doniisiimi degildir.

Son olarak, H(T0,T4) = 2, d(0,4) = 4 ve a(0,4) = 2 oldugundan her ¢ € ¥ igin,
4 =a(0,4)H(T0,T4) £ ¥(d(0,4)) < d(0,4) =4

elde edilir. Boylece, T kiime degerli a-1-biiziilme doniisimii de degildir.

Sonu¢ 3.2 (X,d) bir tam metrik uzay, T : X - CB(X) (ya da K (X)) bir kiime

degerli doniisiim ve a : XXX — [0, o) bir fonksiyon olsun. Eger,

() T, a,-gegisli bir doniigiim,

(i)S, ={(x,y) : a.(Tx,Ty) = 1ve H(Tx,Ty) > 0} € XXX

olmak Uzere her (x,y) € S, igin,

k
O(H(Tx, Ty)) < [6(d(x,))]
esitsizligini saglayan 8 € O, (yada 6 € ©) ve k € (0, 1) var,

(iii) a(xg, x1) = 1 olacak sekilde x, € X ve x; € Tx, var,
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(iv) T tstten yari siirekli veya @, (B) Ozelligine sahip,

sartlar1 saglaniyorsa T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. (x,y) € Solsun. O halde T, a,-gegisli doniisiim oldugundan,
a.(Tx,Ty) =1

bulunur. Yani (x,y) € S, ve S € S, dir. Boylece (ii) den, her (x,y) € S igin,

H(H(Tx, Ty)) < [H(d(x, y))]k
elde edilir. Yani T, kiime degerli (a, 6)-biiziilme donlisiimiidiir. Ayrica T, a,-gegisli
dontigimii oldugundan ayni zamanda da a-gecislidir. O halde Teorem 3.11 (ve
Teorem 3.10) in biitiin kosullar1 saglanmaktadir. Dolayisiyla T, X de bir sabit

noktaya sahiptir.

3.6. MT Tip Kiime Degerli (a, 0)-Biiziillme Doniisiimleri

Bu kisimda kiime degerli (a, 6)-biiziilme doniisiimii kavramini goz Oniine
alarak MT tip kiime degerli (a, 8)-biiziilme doniisiimii tanimi yapilacaktir. Daha
sonra da bu tip doniisiimler i¢in bazi sabit nokta teoremleri verilecektir.
Tamm 3.11 (X,d) bir metrik uzay, T : X - CB(X) bir donilisim ve a : XXX —
[0, 00) bir fonksiyon olsun. Sy, € XXX kiimesi,

Sra =1{(x,y) ralx,y) = 1ve H(Tx,Ty) > 0}

seklinde tanimlansin. Bu kiimeye kisaca S diyelim. O zaman (x,x) ¢ S dir. Buna

gore, 8 € O olmak Uzere her (x,y) € S igin,

k(d(x,y)
H(H(Tx, Ty)) < [H(d(x,y))] (aGx)
olacak sekilde bir k : (0,) — [0, 1) fonksiyonu,

lim supk(t) <1 , s=>0
tost
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Ozelligini saglayacak sekilde varsa T ye MT tip kiime degerli (a,8)-blzilme
doniistimii denir.

Teorem 3.12 (X, d) bir tam metrik uzay, T : X - K (X) bir kiime degerli dontisiim
ve a : XxX — [0, o) bir fonksiyon olsun. Eger,

(i) @ € @ olmak Uzere T bir MT tip kiime degerli (a, 8)-biiziilme doniisimii,

(i) T, a-gecisli bir doniigiim,

(iii) a(xg,x;) = 1 olacak sekilde x, € X ve x; € Tx, var,

(iv) T ustten yar stirekli ya da a, (B) 6zelligine sahip,

sartlar1 saglaniyorsa T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. Kabul edelim ki T bir sabit noktaya sahip olmasin. O zaman, her x € X icin
d(x,Tx) > 0 olur. Hipotezde belirtildigi gibi x, € X ve x; € Tx, olsun. Buradan
H(Txy,Tx;,) > 0 elde edilir. Bu nedenle (x,, x,) € S olur.

Diger taraftan, tanimdan ve (0;) den k € (0, 1) olmak (zere,

6(d(xy, Txy) < O(H(Txo, Txy)) < [6(d o, 2,))] 1)

elde edilir. Ayrica Tx; kompakt oldugundan,
d(xy,x5) = d(xq, Txq)
olacak sekilde x, € Tx; vardir. O halde yukaridaki esitsizlikten,

8(d(xr,x2)) < 0(H(Txo, Txp)) < [0(dCro, x0))] A

elde edilir.

Ustelik T, a-gegisli oldugundan x, € Tx; i¢in a(x;,x,) =1 olur. Yine, x, € Tx,
olduguna gore (x4, x,) € S dir.

Diger taraftan tanimdan,

8(d(x Tx)) < 6(H(Txy, Txy)) < [0(d ey, %)) 4+

bulunur. Yine, Tx, kompakt oldugundan,
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d(xz,x3) = d(x, Txy)
olacak sekilde x5 € Tx, vardir. Yukaridaki esitsizlikten,

0(d(x x3)) < 0(H(Tx1, Txy)) < [0(d Gy, %)) A+

elde edilir. Boylece x,,.1 € Tx,,, (xn, xn+1) € S 0lmak Uzere her n € N igin,

0(d oy Xn41)) < [0(d Gy, 7)) )

esitsizligini saglayan X metrik uzayinda bir {x,,} dizisi bulunur.
Ayrica (0,) den, {d(x,,x,+1)} dizisinin azalan oldugu ve dolayisiyla yakinsak
oldugu goriiliir. O zaman her s € [0, ) igin,

lim sup k(t) < 1
tost

olup her n = ny igin,

k(d(xn Xn41)) < b
olacak sekilde b € (0, 1) ve ny € N vardir. Buradan her n > n, icin,
1< H(d(xn, xn+1))

< [6(d(xn-1, xn))]k(d(xn_l'xn))

k(d(xn-z.xn-1))k(d(xn_1,%n))

< [Q(d(xn_2: xn—l))]

k(d(x0,2x1))-k(d(xn—2.%n-1))k(d(xn-1,%7))

< [G(d(xo,xl))]

[9 (d(x() x1))]k(d(xo.xl))---k(d(xno_l.xno))k(d(xno.xno+1))~-~k(d(xn_z,xn_l))k(d(xn_l,xn))

< [e(d(xo’xl))]k(d(xno,xno+1))...k(d(xn_z,xn_l))k(d(xn_l,xn))

p(n-ng)

< [B(d(xo,xl))]
elde edilir. O halde her n > n, igin,

1< 0(dGt ) < [0(dCro x))
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olup n — oo i¢in limit alinirsa,
lim 6(d (xn, xn41)) = 1
bulunur. Boylece (6,) den,
lim d(xp, Xn41) = 07

elde edilir. Ayrica (03) ten,

lim H(d(xn'xnﬂ)) -1 _

£
n—oo [d(x‘nlx‘n+1)]r

olacak sekilde r € (0,1) ve £ € (0, ] vardir.
Kabul edelim ki £ < oo olsun ve B = g > 0 diyelim. O halde limit tanimindan, her
n = nq igin,

H(d(xnr xn+1)) -1
I

olacak sekilde bir ny € N vardir. Buradan her n > n, icin,

g(d(xn' xn+1)) -1

>¢{-B=B
[d (e, Xp4)]"

elde edilir. Yani, her n > n, icin A = 1/B olmak Uzere,
n[d(xy, Xp)]" < An[e(d(xnrxn+1)) - 1]
esitsizligi saglanir.
Simdi £ = oo olsun. O zaman B > 0 keyfi bir reel say1 olmak iizere limit tanimindan,

her n > ny igin,

Q(d(xn: xn+1)) -1
TICHE

olacak sekilde n, € N vardir. Buradan, A = 1/B olmak (izere her n > n,, icin,

n[d(xn'xn+1)]r = An[g(d(xnﬂxn+1)) - 1]

elde edilir.
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O halde, her iki durumda da her n = n, igin,

n[d(xn’xn+1)]r = An[e(d(xn,xn+1)) - 1]
olacak sekilde A > 0 ve ny € N vardir. Béylece her n € N icin,

1 < 0(dCon x0s0) < [0(dCro )]

oldugundan, her n > n, i¢in,

Al G xs)V” < An[[0(dGr0 )] -1

olur. Bu esitsizlikte n — oo i¢in limit alinirsa,
lim n[d(xn, Xp4)]" = 0
bulunur. Boylece, her n > n, igin
n[d(x, Xp41)]" < 1

olacak sekilde n, € N vardir. Dolayisiyla her n > n, igin,

d(xn' xn+1) < W

elde edilir.
Simdi, {x,} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gésterelim. Bunun i¢in m > n > n,
olmak Gzere m, n dogal sayilarini goz oniine alalim. O zaman,

d(xn' xm) < d(xn: xn+1) + d(xn+1' xn+2) + -t d(xm—l; xm)

m-—1
= Z d(x;, Xi41)
i=n

< Z d(x;, xi11)
i=n
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- 1 . < ; e <
elde edilir. Z?i1i17 serisi yakinsak olduguna gore n — oo i¢in limit alindiginda

d(xy, X;,) — 0 olur. O halde {x,,} dizisi (X, d) metrik uzayinda bir Cauchy dizisidir.
(X,d) tam metrik uzay oldugundan, {x,} dizisi z € X noktasina yakinsar. Yani,

lim x,, = z dir. O zaman Lemma 3.4 e gore T istten yar1 siirekli ise, z € Tz elde

n—oo
edilir. Dolayisiyla bu bir ¢eliskidir.
Simdi, a nin (B) 6zelligine sahip oldugunu kabul edelim. O zaman her n € N igin

a(xy,z) = 1dir. Buradan lim x,, = z ve d(z,Tz) > 0 oldugundan her n > n, igin,
n—-oo

d(xp41,T2z) >0
olacak sekilde ny € N vardir. Boylece her n = n, igin

H(Tx,,Tz) >0
olur. O halde her n > n, igin (x,, z) € S dir.

Simdi, tanimdan ve (0,) den,

0(d(xtps1,T2)) < O(H(Txn, T2)) < [6(d(n 2))] 47
bulunur. Boylece her n > n, icin,
d(xXp+1,T2) < d(xn, 2)

olup n — oo i¢in limit alinirsa, d(z, Tz) = 0 bulunur. Dolayisiyla bu bir geligkidir.

Daha Once teoremde K(X) yerine daha genis olan CB(X) smifim
alinamayacagini gostermistik. Yine ayni sekilde, eger 6 nin kosullarma (6,) kosulu
eklenirse  (X) yerine CB(X) alinabilir.
Teorem 3.13 (X, d) bir tam metrik uzay, T : X —» CB(X) bir kiime degerli doniisiim
ve a : XXX — [0, o) bir fonksiyon olsun. Eger,
(i) 6 € 0, olmak lzere T bir M'T tip kiime degerli (a, 6)-biiziilme doniigiimii,
(i) T, a-gecisli bir doniigiim,

(iii) a(xq, x1) = 1 olacak sekilde x, € X ve x; € Tx, var,
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(iv) T tstten yar siirekli ya da a, (B) ozelligine sahip,
kosullar1 saglaniyorsa T nin X de bir sabit noktasi vardir.
Ispat. Kabul edelim ki T doniisiimii bir sabit noktaya sahip olmasin. O zaman her
x € X icin d(x,Tx) > 0 olur. Hipotezde belirtildigi gibi x, € X ve x; € Tx, olsun.
Buradan,

B(d(xl, Txl)) < H(H(Txo, Txl))
olur. Diger taraftan, (0,) den ve

H(H(Tx, Ty)) < [Q(d(x’ y))]k(d(x,y))

oldugundan,

0(d(x1,Tx1)) < 6(H(Txo,Txy)) < [B(d(xo,xl))]k(d(xwxl))
elde edilir. Boylece (0,) kosulu dikkate alinirsa,

0(d(xy, Txy)) = yg’}"fc 0(d(x1,))

yazilabilir. Yukaridaki esitsizlikten,

k(d(xo,xl))+1

<[6(d(xe,x))] 2

inf H(d(xl’y)) < [e(d(x(),xl))]k(d(xo,xﬂ)

YET X,
elde edilir. O zaman,

k(d(xo,xl))+1

H(d(xpxz)) < [B(d(xo.x1))] 2
olacak sekilde x, € Tx; vardir.
Bu sekilde devam edilirse, x,,,; € Tx, olmak tUzere her n € N igin,

k(d(xn,xn-1))+1

0(d(xp, xn41)) < [9 (d(xn,xn_l))] 2
olacak sekilde X de bi {x,,} dizisi bulunabilir.

Ispatin geri kalan kism1 Teorem 3.12 nin ispatina benzer bicimde tamamlanabilir.
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Sonu¢ 3.3 (X,d) bir tam metrik uzay, T : X - CB(X) (ya da K (X)) bir kime
degerli doniisiim ve a : XXX — [0, ) bir fonksiyon olsun. Eger,

() T, a,-gegisli bir doniigiim,

(i) S, ={(x,y) : a.(Tx,Ty) = 1ve H(Tx,Ty) > 0} € XxX

olmak zere her (x,y) € S, icin,

H(H(Tx, Ty)) < [H(d(x, y))]k(d(x'y))
esitsizligini saglayan 6 € O, (yada 8 € 0) ve k € (0,1) var,
(iii) a(xg, x1) = 1 olacak sekilde x, € X ve x; € Tx, var,
(iv) T tstten yar stirekli veya a, (B) Ozelligine sahip,
sartlar1 saglaniyorsa T, X de bir sabit noktaya sahiptir.
Ispat. (x,y) € S olsun. O halde T, a,-gegisli doniisiim oldugundan,
a.(Tx,Ty) =1
bulunur. Yani (x,y) € S, ve S € S, dir. Boylece (ii) den, her (x,y) € S icin,

0(H(Tx,Ty)) < [6(d(x, y))]k(d(x,y))

elde edilir. Yani T, MT tip kiime degerli (a, 8)-bliziilme doniisimiidiir. Ayrica, T,
a,-gecisli donlistimii oldugundan ayni zamanda da a-gegislidir. O halde Teorem 3.13
(ve Teorem 3.12) in biitiin kosullar1 saglanmaktadir. Dolayisiyla T, X de bir sabit

noktaya sahiptir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda metrik uzayda 6-biiziilme kavrami detayli bir sekilde
incelenmistir. Oncelikle Banach biiziilme déniisiimlerinin ayn1 zamanda bir 8-
biiziilme doniisiimii oldugu vurgulanarak @-biiziilme doniisiimleri sinifinin daha
genis oldugu gosterilmistir. Tam metrik uzay iizerinde tanimli 6-buzulme
doniistimlerinin  Picard operatér oldugu ispatlanmistir. Daha sonra tek degerli
dontisiimler icin verilmis olan 6-biiziilme kavrami kiime degerli doniislimlere
tasinarak, Nadler ve Mizoguchi-Takahashi tip 6-biiziilme doniisiimii kavramlari
tanimlanmis ve bu tip donilisiimlerin tam metrik uzayda zayif Picard operator
olduklar1 gbsterilmistir. Son olarak a-geg¢islilik ve a,-geg¢islilik kavramlar1 da hesaba
katilarak kiime degerli doniisiimler i¢in bazi genel sabit nokta teoremleri elde

edilmistir.
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