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OZET

KOMPLEKS TIPTEN SAYILARIN GEOMETRISI
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Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisu
Matematik Anabilim Dali, Yiksek Lisans Tezi
Danisman: Yrd. Dog¢ Dr. Osman KECILIOGLU

Ekim 2016, 69 sayfa

Bu ¢aligma dort boliimden olusmaktadir. Birinci bolim giris i¢in ayrilmustir.

Ikinci boliimde tezde gecen kavramlarla ilgili tanim, teorem ve Ozelliklere yer

verilmistir.

Uclincti bolimde kompleks tipten sayilar tanimlanarak bazi geometrik &zellikleri

incelenmistir.

Dordinct bolum tartisma ve sonug igin ayrilmistir.

Anahtar kelimeler: Kompleks tipten sayilar, i¢ c¢arpim, ortagonal, trigonometrik

fonksiyonlar, topolojik yapilar



ABSTRACT

GEOMETRIES OF COMPLEX TYPE NUMBERS
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Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Deperment of Mathematic, M. Sc. Thesis
Supervisor: Yrd. Dog. Dr. Osman KECILIOGLU

October 2016, 69 pages

This thesis consist of four sections. The firs section is reserved for introduction. In the
second section, we give basic concepts that we use in the following sections. In the third
section, the notion of complex type numbers are defined and their some geometrical

properties are given. The fourth section is reserved for discussion and conclusion.
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1.GIRIS

Karmagik sayilari ilk kullanan 16. yiizyilda ikinci ve Gguncli mertebeden denklemleri
cozerken Cardano olmustur. 18. yiizyilda karmasik sayilari igeren fonksiyonlar: bulan
ise Euler olmustur. Karmasik sayilar1 igeren teknikler arttikca, gergel degerli
fonksiyonlar kuramindaki ¢ogu problemin karmasik sayilar kullanilarak daha kolay bir
sekilde ¢ozildigli gozlemlenmistir. Leonardo Euler (1707-1783) ilk kez kompleks

sayilar i¢in 1=v-1 kavramlastirmasini kullandi. Ayrica Euler 1748 yilinda
e®=cos@ + isin@

oldugunu ispatladi. Gauss bu sayilar icin kompleks sayilar ifadesini kullandi. Kompleks
sayllarin ne tamamen reel ne de tamamen sanal oldugunu gordu. Gauss kompleks
sayilar1 bir diizlem iizerindeki noktalar seklinde matematigin "kompleks analiz ~ denilen
dalinin temellerini atti. 1837 yilinda William R. Hamilton, Gaussun c¢alismalarini
gelistirerek kompleks sayilari (X,y) koordinatlari ile belirledi ve bu sayilarla toplama ve

cikarma iglemlerinin yolunu agti.

Bu caligmada say1r kavraminin genisletilmis hali olan kompleks sayilar tanitilip

kompleks sayilarin geometrisi lizerinde durulmustur.


https://tr.wikipedia.org/wiki/Gerolamo_Cardano
https://tr.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler

1.1.Kaynak Ozetleri

Metrik uzay, topolojik uzay, baz, ayrilabilir uzay kompakt uzay sayilabilir uzay gibi
temel kavramlarda Prof. Dr. Cemil Yildiz'in Genel topoloji kitabi ile Dog. Dr. Giilhan
Aslim'in genel topoloji kitaplar1 kullanilmigtir. Grup, halka, grup homomorfizmi,
halkalarda homomorfizm ve izomorfizm, cisim gibi temel kavramlarinda Prof. Dr.
Dursun Tas¢1'nin Soyut Cebir kitabi kullanilmigtir. Vektor uzayi, lineer bilesim kavramu,
lineer bagimsizlik, lineer doniisiimler, lineer doniistimiin matrisi, determinant, i¢ ¢arpim
gibi temel kavramlarda Prof. Dr. Arif Sabuncuoglu'nun Lineer Cebir kitabi
kullanilmistir. Koniklerin genel formu H. Hilmi Hacisalihoglu'nun 2 ve 3 Boyutlu
Uzaylarda Analitik Geometri kitabindan alinmistir. Tezde bulunan teoremlerin ispati

icin G. L. Naber’in The Geometry of Minkowski Spacetime kitabindan faydalanilmistir.

1.2 Tezin Amaci

Bu tez ¢alismasinda kompleks tipteki sayilarin & de bir sirali ikiliye karsilik getirip
bunun iizerindeki topolojik yapi tanimlanmistir. Buna bagli olarak bir i¢ carpim

tanimlanip bu i¢ carpima gore vektorlerin durumlari incelenmistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde ileride kullanilacak bazi tanim ve kavramlara deginilecektir.

2.1.Bazi Temel Tanimlar ve Kavramlar

Tanmm 2.1.1. G bos olmayan bir kiime ve bu kiime iizerinde bir ikili islem * olsun. Buna
gOre eger asagidaki sartlar saglanirsa, (G,*) cebirsel yapisina (ya da G kiimesine *

islemine gore) bir grup denir.

G1) Her a,be G icin a*b €G (Kapalilik sart1)

Gz2) Her a,b,c € G igin a*(b*c)=(a*b)*c (Birlesme 6zelligi )

Gs) Her a€ G igin a*e=e*a=a olacak sekilde bir e €G vardir. (Birim eleman varlig1)
Ga) G kimesindeki her bir a i¢in e, G nin birim elemani olmak {izere

a*a’=a™a =e olacak sekilde a € G vardir.(Ters elemenin varligi)

Tamm 2.1.2. Bostan farkli bir H kiimesi tzerinde toplama (+) ve ¢arpma (-) denilen iki
ikili islem tanimlanmis olsun. Eger asagidaki sartlar saglanirsa o zaman (H,+,-) cebirsel

yapisina bir halka denir.
Hai) (H, +) degismeli bir gruptur.
H2) H kiimesi carpma islemine gore kapalidir.Yani her a,b € H icin a-b € H dir.

Hs) H kiimesi ¢carpma islemine gore birlesme 6zelligine sahiptir. Yani her a,b,c e H igin
a+(b-c) =(a-b)-c dir.

Hai) Carpma isleminin toplama islemi iizerine sagdan ve soldan dagilma 6zelligi vardir.

Yani her a,b,c € H igin



a-(b +c)=ab +a-c
ve
(b+c)-a=b-a +c.a

dir.

Tanm 2.1.3. (H,+,") bir halka olsun. Carpma isleminin degisme 6zelligi varsa halkaya

degismeli halka denir.

Tanmm 2.1.4. (H,+,7) bir halka olsun.H i ¢arpma islemine gore etkisiz eleman1 varsa

halkaya birimli halka denir.

Tanmm 2.1.5. Birimli ve degismeli bir halkanin sifirdan farkli her elemanin ¢arpma
islemine gore bir tersi varsa 0 zaman bu halkaya bir cisim denir ve genel olarak F ile

gosterilir.

Tanim 2.1.6.V bir vektor uzayr ve f:VXV— R bi¢iminde, (u,v) deki degeri (u,v) ie
gosteren ve asagidaki onermeleri dogrulayan bir f fonksiyonuna V (stiinde bir i¢ carpim
denir. V vektor uzay istiinde bir i¢ ¢carpim varsa bu vektor uzayma i¢ ¢carpim uzayi

denir.

1) Heru e Vigin(v,u)=0ise v=0

2)Heruyv eV, (v,u) =(u,v)

3)Heruyv ,weV, (u+v,w)=(uw)+v,w)

4)Hera e R, heruyv eV, (av,u) = a{v,u)



g .,V vektdr uzay: lizerinde bir i¢ ¢carpim ve W, V nin bir alt uzayi olsun. Bu
durumda V g nin W iizerine kisitlanmis olan glw fonksiyonu da , W Uzerinde bir i¢

carpimdir. Her ve W\{0} icin
g(v,v)<0

olacak sekilde V nin en blyuk boyutlu W altuzayinin boyutuna g nin indeksi denir ve
indV ile gosterilir.

Tammm 2.1.7. Bos olmayan bir X kiimesi ve d: XxX— R seklinde tanimlanan bir d
fonksiyonu asagidaki sartlar1 sagliyorsa, d ye X lzerinde bir metrik, (X, d) ikilisine de

metrik uzay denir.
Her x,y,z € X icin
M1) d(x,y)=>0

M2) d(x,y)=0 < x=y
M) d(x,y)=d(y.x)

Ma) d(x,2)< d(x,y) +d(y,z)

Tamm 2.1.8. Her x=(x1,X2), y=(y1,y2) € R igin d(xy)=3/(y1 — x1)% + (y; — x2)?
seklinde tanimlanan d fonksiyonuna & nin aligilmis metrigi veya Oklid metrigi denir.

Tamm 2.1.9. X bostan farkli bir kiime ve 7, X in kuvvet kimesi olan P (X) in bir alt
ailesi olsun. Asagidaki 6zellikleri saglayan r ailesine X (zerinde bir topoloji (veya

topolojik yap1 ) denir.
T1) @, Xer,
T2) 7 ya ait sonlu sayidaki elemanlarin arakesiti yine 7 ya aittir; yani Az, Az,..., An ez igin



T3) 7 ya ait keyfi sayidaki elemanlarin birlesimi yine 7 ya aittir; yani her {4;}ia < T igin
UiEI Ai €T dur.

Tamm 2.1.10.7 nun her elemanina, X (zerinde 7 tarafindan tanimlanan topolojiye gore

bir acik kiime denir.

Tammm 2.1.11. X uzaymna goére tiimleyeni agik olan kiimeye r tarafindan tanimlanan

topolojiye gore kapah kiime denir.

Tanmm 2.1.12. (X, 7) bir topolojik uzay ve  c z olsun. z topolojisinin her elemani £ nin
elemanlariin herhangi birlesimi olarak yazilabiliyorsa, f ya t topolojisinin bir tabani

(baz1) denir, yani £ nin 7 i¢in bir taban olmasi igin gerek ve yeter sart
her A € T i¢in 36 c £ alt ailesi var dyleki
A:UBEG B

dir.

Teorem 2.1.2. (X, 1) bir topolojik uzay ve f, T nun bir taban1 olsun. Bu durumda g ailesi

(taban olma sartlariyla bilinen ) asagidaki sartlar1 saglar:
B1) X uzayi, £ nin elemanlarinin birlesimine esittir, yani
X=Ugep B
dir.

B2) f nin herhangi iki elemaninin kesisimi, f nin elemanlarinin bir birlesimine esittir.
Yani herhangi Bi, B2 € S ve her peB:nB> i¢in 3Bp € S var dyleki pe Bp € BinNB2 dir veya
BlnBZ =UpeBlnB2 Bp, Bp Eﬁ dlr.



Tamm 2.1.13. (X, 7) bir topolojik uzay ve AcX olsun. A kiimesini kapsayan bir U acik

kiimesinin her N Ust kiimesine, A kiimesinin komsulugu denir. Yani ;

(N, A cX nin bir komsulugu )< (3U < X agig1 var dyleki AcUcN)

dir.

Herhangi bir xeX noktasinin biitiin komsuluklar ailesini N(x) ile gdsterelim, yani

N(X) ={N € P(x) : n, x in komsulugu }

Teorem2.1.1. X topolojik uzaymin bir A alt kiimesinin agik olmasi igin gerek ve yeter

sart, kendi i¢indeki her noktanin komsulugu olmasidir.

Tanmm2.1.14. (X,7) ve (Y,7 ) herhangi iki topolojik uzay, f:X—Y bir fonksiyon ve Xo
eX olsun. Eger f(xo)1 iceren Y deki her N” komsulugu i¢in X de Xo'1 iceren bir N
komsulugu var dyleki f(N) c N " ise , f fonksiyonunu Xo noktasinda siirekli (noktasal

strekli) denir, yani

f, Xo € X noktasinda siirekli <>Her N'eN (f(xo)) i¢in INeN(xo) var dyleki f(N)c N dir.

Tamm 2.1.15. (X,d) bir metrik uzay her xe X ve r>0 bir reel say1 olsun. Bu durumda
Ba (Xo,r) ={xeX : d(x,xo)<r }
kiimesine xo merkezli ve r yarigapli acik yuvar (veya Xo in r-agik komsulugu ),
B4 (Xo,r) ={xeX :d(x,x0) <r}
kiimesine xo merkezli ve r yarigapli kapah yuvar
Sd(xo,r) ={xeX :d(x,Xo0) =r}

kiimesine xo merkezli ve r yarigapli yuvar yizeyi denir.



Tamm 2.1.16. Ac R olsun. A nin bir X elemant igin X i igeren ve A nin altkiimesi olan

bir Bq agik yuvari varsa,bu X elemanina A nin i¢ noktasi denir.

Tammm 2.1.17. X topolojik uzay ve AcX olsun. A nmin tiim kapali iist kiimelerin

arakesitine A min kapamsi denir ve A ile gosterilir.

Tamm 2.1.18. X bir topolojik uzay ve AcX olsun. A=X ise, A kiimesine X uzayinda her

yerde yogun denir.

Tamim 2.1.19. x topolojik uzay ve AcX olsun. A nin tiim agik altkiimelerinin birlesimine

A kiimesinin ici denir ve A° ile gosterilir

Teorem 2.1.3. X uzaymin A gibi bir altkiimesinin agik olmasi igin gerek ve yeter sart

A%=A olmasidir.

Teorem 2.1.4. (X, 7 ) uzay1 Xe X noktasinin komsuluklar smift N(x) olsun. Bu taktirde

her xeAcX noktasiin,A uzayima gore Na(x) komsuluklar sinifi
Na(X)={ Na=NNA | Ne N(x)}

dr.

Tamm 2.1.20. X uzaymin her X noktasi sayilabilir bir komsuluk tabanina sahipse X

topolojik uzayina birinci sayilabilir uzay denir.

Tanmmm 2.1.21. X uzaymnmn sayilabilir bir B bazi varsa X topolojik uzayma ikinci

sayilabilir uzay denir.



Tamm 2.1.22. X bir reel (veya kompleks)vektdr uzayr olsun. Her XeX vektorini ||X||

reel sayisina doniistiiren ve asagidaki sartlar1 saglayan reel degerli
I'll: X - R

fonksiyonuna X tzerinde bir norm denir.

n1) Her % € X (¥ #0 ) igin [|¥[|>0 ve [|¥[|=0 <% =0,

n2) Her X e X ve her A € Ricin [|Ax’[| =|[1%]]

n3) Her X, ye X icin |lx” + y Il <[IX]l + Iyl

Uzerinde norm tanimlanmis bir X vektdr uzayma normlu vektor uzayr veya kisaca
normlu uzay denir ve (X, ||]| ) ile gdsterilir. ||X|| reel sayisima X vektoriniin normu

denir.

Teorem 2.1.5. (X, [|*]| ) normlu uzay olsun. Bu durumda her X , ye X icin

dix.y)= lIX — ¥l

seklinde tanimlanan d fonksiyonu X tizerinde bir metriktir.

Tanmm 2.1.23. (X, 7) bir topolojik uzay olsun.Eger X'in sayilabilir yogun bir alt kiimesi

varsa, (X, ) topolojik uzayina ayrilabilir uzay denir.

Teorem 2.1.6. (X, 7) ikinci sayilabilir uzay olsun. Bu durumda (X, 7) topolojik uzay1

ayrilabilir bir uzaydir.

Tammm 2.1.24. (X, 1), (Y, 7)) topolojik uzaylar ve f: X—Y bir fonksiyon olsun. Eger f
fonksiyonu suirekli ve tersi £~ var ve f~1 de surekli ise, f ye bir homeomorfizm veya

topolojik doniisiim denir.



Eger X ve Y uzaylan arasinda bir homeomorfizm varsa,X ve Y topolojik

uzaylarina homeomorf (topolojik denk)uzaylar denir.

Tamm2.1.25. (X,d) ve (Y,d) metrik uzaylar Xo eX ve f :X—Y bir fonksiyon olsun.Eger
Her ¢>0 icin 7§ (&) >0 sayis1 vardir Syleki her X,y €X , d(x,x0) <o=d (f(X),f (y)) <e

ise, f fonksiyonuna duizgun surekli denir.

Tamm 2.1.26. (X,7) topolojik uzay olsun. X in farkli her x ve y elemanlarinin ayrik

komsuluklar1 varsa, yani

Her x,yeX, x#Yy i¢in 7 NeN(x) ve 7 MeN(y) var dyleki NNM =@ ise, X uzayina Tz—uzay1

(veya Hausdorff) denir.

Tamm 2.1.27. (X,7) bir topolojik uzay ve xeX olsun. x noktasini icermeyen X uzaymin

kapali her K kiimesi ile x noktasinin ayrik komguluklar varsa, yani

Xe X ve her KcX kapali, x¢K icin 7 NeN(x) ve IMeN(K) var dyleki NNM =@ ise, X

uzayina, X noktasinda diizenli (regiiler) uzay denir.

Tamm 2.1.28. (X,7) topolojik uzay olsun. X uzaymin her {Ai}ia agik ortiisiiniin sonlu bir

alt ortlisui varsa X uzayina kompakt uzay denir.Yani
X kompakt < X in her {Ai}ia agik ortiisii i¢in 7 JcI (Jsonlu) var Oyleki X=U;¢; 4;

dir.

Tamm 2.1.29. (X,7) topolojik uzay olsun.X in sayilabilir her agik ortiisiiniin sonlu bir alt

oOrtlist varsa, X e sayilabilir kompakt uzay denir.

10



Tamm 2.1.30. (X,7) topolojik uzay ve xeX olsun. X noktasinin X uzayinda kompakt bir

komsulugu varsa, X uzaymna X noktasinda yerel kompakt denir.

Eger, X uzay1 her noktasinda yerel kompakt ise, X uzayna yerel kompakt uzay denir,

yani,

X uzay1 yerel kompakt < her xe X icin 7NeN(x) komsulugu var 6yleki N kompakttir.

Tamm 2.1.31. (X,7) topolojik uzay ve A,BcX olsun. Eger
ANB=0 ve ANB=0

ise, yani A ve B birbirlerinin degme noktalarini igermiyorsa , Ave B kiimelerine ayrilmis

iki kiime (baglantisiz ,irtibatsiz iki kime) denir.Eger
ANB# @ veya ANB+ 0

ise, A ve B ye ayrilmamus iki kiime (baglantili, irtibath iki kiime) denir.

Teorem 2.1.7.1€{1,2,3,4...,n} i¢in X; Yie R olsun.
(Z?:l xl':yl')25 (Z?:l xiz )2 ( 2?:1 ylz )

dir.

11



3.ARASTIRMA BULGULARI

3.1. Kompleks Sayilarin Geometrisi

Kompleks sayilara girig kuadratik denklemlerin ¢oziimiiyle iligkilidir. Eger
"say1’ dan anlasilan reel sayilar ise
X2 -(2B)x -A (1)

kuadratik denkleminin A =4B?+4A (ya da B>+A>0 ) ise iki koki,B?+A =0 ise tek koki
ve B?+A< 0 ise bu denklemin kokii yoktur.

X?+1=0, x* -2x +2 =0, X*> +x +1 =0 (2)

gibi bir ¢ok denklemin reel koki yoktur. Bu durum bu denklemlerin teorisinde oldukga
biiyiik bir karmagadir. Bu karmasay1 gidermek icin say1 fikrinin genisletilmesine ihtiyac

duyulmustur.
Mesela;
x*+1=0

denkleminin bir 6zel tipten ¢ozimu olsun. Bu ¢6zim imajiner olarak adlandirilsin ve ‘i’
ile ifade edilsin. Boylece a,beR icin a+ib bigcimindeki kompleks sayilar elde edilmis

olur. Kompleks sayilarda toplama, ¢ikarma ve ¢carpma islemi sirasiyla
(a +ib) +(c +id)= (a +c) +(b +d)i
(a+ib) - (c +id)= (a - c) +(b- d)i
(a +ib)(c +id)= (ac - bd) +(ad +bc)i
bigiminde tanimlanir.

Bir kompleks sayinin bir reel sayiya boliimii;

12



c+id

=(c+id)2=<+79
a a a a

bi¢giminde tanimlanir.

z1 Ve z iki kompleks say1 olmak tizere z: 1 z ye bélmek icin z.z bir reel say1

olacak sekilde bir Z sayis1 segmek yeterli olacaktir. Boylece

Z1 _ 21

—= Z'Z_Z elde edilir.z=a + ib olmak Uzere Zz=a - ib olarak tanimlanirsa
2.7 = a% +b?

olup bir reel sayidir.Zz=a — ib sayisina z= a + ib kompleks sayisinin eslenigi denir.

Ayrica z=a + ib komleks sayisinin modiilii

lz|=Vz.Z

olarak tamimlanir. Buna gore A ve B reel sayilar1 igin B2 + A<O ise (2) ifadesindeki

denklemin kokleri sirasiyla
X1,0= Fi

X12= 1+ 7

1 .
X1,2= - + ~
olarak elde edilir.

Reel sayilarda ¢oziilemeyen kuadratik denklemleri ¢ozebilmek icin, X2 +1=0

denkleminin kokinun ‘i’ oldugunu kabul ederek, elde edilen yeni sayi sistemi

(kompleks sayilar ) yardimiyla ¢oziilebilir hale getirildi.
Simdi

x2-(2B)x-A=0, A= 4(B?+A) <0

13



denklemini ele alalim. Bu denklemin reel kokii olmadigi asikardir. Bu denklemin bir
kokindn ‘1" oldugunu kabul edelim. Boylece genellestirilmis kompleks sayilar1 a,be R

olmak Uzere;
a+bl
biciminde olusturulabilir. Burada toplama,¢ikarma ve ¢arpma islemleri
(a+bl) +(c + dI)= (a +c) +(b +d)I

(a+bl) - (c +dI)= (a-c)+(b-d)I

(a+bl)(c+dl)= ac+ adl+bcl+bdI?
=(ac+bdA)+(ad+bc+2bdB)I
olarak elde edilir.

z=a + bl sayis1 i¢in z= (a +2BDb) - bl segilirse z.Z bir reel sayidir ve

—4A—4B?

z.7= (a+ Bb)’ + b?
=(a + Bb)*- (B> + A) b?

olup bir reel sayidir. z.z= 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart a=0 ve b=0 olmasidir. Sonug
olarak her reel veya genellestirilmis kompleks say1 katsayili kuadratik denklem g¢akigik

veya farkli genellestirilmis kompleks degerli koke sahiptir.
Ormegin; I, X% -2x +2 =0 denklemin kokiini gostersin. Bu durumda x? + 1 =0,
x2 -2x +2=0 ve x? +x +1 =0 denklemlerin kokleri sirasiyla

X1=-1+1, x2=1-1

X1=1,X2=2-1
V3 1 43 V3 1 43
X1=—-=-—1| Xo=-—+=+—1
2 2 2 2 2 2
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olarak bulunur. Eger 'l1'x? +x +1 =0 denkleminin bir kokii ise x? +1 =0,x? -2x +2=0 ve

X2 +X +1 =0 denklemlerinin kokleri sirasiyla;

ORI PR S Y §
3 3

_3+\/§ 2V3 3-V3  2V3

X1= |1, 2= T-Tll

X1=l1 , Xo=-1-I1

dir. x2 -(2B)x -A =0, B? +A<0 ise, bu denklemin kokleri;

| =B +,/(BZ + A)i ve =B -/(BZ + A)i

dir. Ayrica
i=——2_ lve iz ——— - —— |
VBZ+A \/BZ+A VBZ+A +VB2+A

oldugu aciktir. Boylece genellestirilmis kompleks sayilar ile birebir gegis elde edilebilir.

Yukaridaki esitlikler g6z 6niine alindiginda
a+bl=a+b(B +VBZ + 4 i)
=a+bB+/BZ+4 bi
biciminde ifade edilecegi agiktir.

Simdi (1) denkleminin diskiriminanti pozitif olsun. Bu denklemin bir kokii 6zel
tip bir say1 E olsun.Bu durumda (1 ) denklemin en az 3 kokii vardir. Bunlardan ikisi reel
say1 digeri ise E dir. a, be R olmak Uzere a +bE bigimindeki sayilara en genel kompleks

sayilar denir. Bu sayilar iizerinde toplama,¢ikarma ve ¢arpma islemleri
(atbE)+(c+dE)= (a+c)+(b+d)E
(a+bE)-(c+dE)= (a-c)+(b-d)E
(a + bE) (c +dE)= ac +adE +bcE+bdE?

= (ac +Abd)+(ad +bc +2Bbd)E
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bigiminde tanimlanir. Birden ¢ok en genel kompleks sayilar sistemi vardir. Herhangi A,B
reel say1 ¢ifti i¢in (1) kuadratik denklemlerinin bir sonucu olarak en genel kompleks say1

sistemi elde edilebilir. Aslinda herhangi A,B cifti icin
x? -(2B)x -A =0

kuadratik denkleminin diskiriminant1 4B +4A(ya da B>+A) nin pozitif, negatif veya sifir
olmast durumunda elde edilen genel kompleks sayilar arasinda her zaman birebir bir

0zdesleme vardir.

Sonug olarak,sabit A,B reel say1 ¢ifti icin q>=A + (2B) esitligini saglayan q&R icin
z=X+qQy , bi¢imindeki sayilara kompleks tipte sayr denir. Burada x ve y birer reel

sayidir. Tiim kompleks tipteki sayilar1 kiime olarak gostericek olursak;
Cq= {z=x+ay|Xxy €R}
dir.
Cyqlizerinde toplama ve ¢arpma islemleri sirasiyla, z1=X1 +qy1 Ve z2 =X2 +qy2€Cq i¢in
Z1 +22= X1 +X2 +q(y1 tY2)
2122= (X1 +qy1)(x2 +qy2)
= X1X2 +Ay1Y2 +q(X1y1 +Yy1x2 +2By1y2)

bigiminde tanimlanir.

Teorem 3.1.1 Cq={z=x+qy | X,y €R} (Cq,+,") bir cebirsel halkadir
H1)(Cq,t) bir degismeli gruptur.
a) 21= X1 +Qy1, 22= X2+qy2, 23 =X3+Qqy3€Cq i¢IN
21+(22 +23)= X1+qy1+(Xa+Xs+q(y2+Ys))
= X1+0Qy1+(X2+Xa+qy2+ays)

= X1+Qy1+(X2+qy2+Xs+0ys)
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= Xerqyrt Xa+Qy2+Xs+qys
= Dxatxeta(yity2)] +xa+ays
= (z1+22) +23
buradan
21+(22+23)= (21+22)+23
dir.
b) Her z1=x1 +qy1, Z2=X2+qy2€Cq i¢in
21422 = X1+Qy1+Xo+qy?2
= X1+Xet+q(y1ty2)
= XatXxi+q(y2+y1)
= Xo+X1+Qy2+Qy:
= Xo+(Qy2+x1+Qy:
=2+
dir.
¢) Her z=x +qyeCqicin 0 =0 +g0 olmak lizere
z+0=0+z=z
oldugundan
0=0+q0
toplama islemine gore birim elemandir.
d)Her z=x+qyeCq kompleks tipteki saymin tersi

2= -x+q(-y)eCq

17



dir.
H2)Her zi=x1+qy1 Ve zo=x2+qy2€Cqicin

2122=(X1+Qy1) (X2+Qy2)
= X1Xo+QY1y2+y1Xe+ g2y y>
= XoX1+Qy2X1+0Xay1+ 02y
= X1(X2+Qy2)+qy1(X2+qy2)
=(x2+ay2)( X1 +qy1)
=2271

dir.
Hs) Her z1= x1+qy1, Zo= X1+Qqy2, Z3= x3+qy3€Cq i¢in z1(2223) =(2122)z3 oldugunu gorelim.

21(2223)= (xa+qy1)[(x2+ay2)(xs+qy3)]

= (X1+0y1) [XoXa+qX2ys +Qy2Xs +02y2ys]

SX0XeXaHXLOX2YaHXagyaXa+ XaqPYay+OyiXeXs+OPYaxays+aPy1y2xa+Qy1yzys  (3)
(21.22).23= [(X1 +qy1).(X2+qy2)] (X3 +0ys3)
=[X1Xa+qX1y2 +qy1x2 +G2y1y2](Xs +qys)
(4)

=X1XoX3+X10X2Y3 + X1QY2X3 + X10%Y2Y3+0y1XeXa+q2YaXays+02y1yaXs+0y1yays

dir.(3) ve (4) esitliklerin sag taraflari gozoniine alindiginda

21 (2223) =(1122)23

oldugu gortiliir.
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Ha)Her z1,22,23¢Cq i¢in z1(z2+23) =2122+21230ldugunu gosterelim.
(X1 +qy1)[Xe+Xa+a(y2+ys= X1(X2 +Xa)+0X1(y2+ys) +ay1(xa+Xs)+q%y1(y2+ys)
= XaXe+XaXa+Q[X1y2+Xays+yiXa +y1Xs] +(A+2Bq)(y1y2+y1ys)
= XaXe+XaXs+q[Xay2+Xiys+yiXe+yiXs] +A[yiy2 +yiys] +0(2By1y2 +2Byiys)
= X1X2 +X1X3 +Ay1y2 +Ay1ys +Q[X1y2+X1ys+YiXe+y1Xs+2By1y2+2By1ys]
= X1X2+Ay1y2 +2By1y20+XiXs+Ay1ys+2By1+q(X1y2+yiX2) +q(X1ys+yiXs)
= XXz +q(X1y2 +y1Xe) +Ay1y2+2Bayy2 +xiXata(Xiystyixs) tAy1ys+2Bay1ys
= XeXe+Q(Xay2+y1Xe) +Q 1Yz +XaXa+q(Xays+y1Xe) +Qy1ya
=X1(X2+0y2)+y10(X2+0y2) +X1(xa+0ys)+qy1(xs+ays)
=(x1+qy1)(xa+ay2)+(x1+qy1) (xs+ays)
=71.22+71.273
bulunur.
Hs) Her zeCq igin z z1 =z olacak sekilde z1€Cq oldugunu gosterelim.
Z=x+qy vez: =x1+qyi0lmak tzere
171 =1
(x+ay)(x1+qy1)=x+ay
XX1+GXY1+qyX1+GPYy1=x+0y
xx1 +Ayy1 +q(xy1 +yx1 +2B yy1)=x+qy
olup
XX1+AyYy1=X

Xy1tyx1+2Byyi1=y
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bu iki esitlikten x1=1 ve y1=0 elde ederiz. Yani;
Z1=x1+qy1=1+q0=1

dir.

Teorem 3.1.2. Genel formu Cq= {z=x+qy | X,y ERG*= A +q(2B),q¢& R} kompleks tipteki

sayilar asagidaki ii¢ tipten birine izomorftur.
i)B2 +A<0 ise g?=-1 dogal kompleks uzay
i) B2+A=0 ise g?>=0dual kompleks uzay

iii)B?+A>0 ise ¢?=1 hiperbolik kompleks uzay

Tamm 3.1.1. R Uizerinde
go: REX R2 — R
(V,W)—go(V,W)=V1W1-VoW>

bi¢iminde tanimlanan fonksiyon bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur. Tanimlanan bu i¢ ¢arpim

yardimiyla elde edilen
D(u; £&)={veR? | de(u,v)<eve go(u,v)<0 } f u}

smifi R?iizerinde bir topoloji i¢in bir bazdir. Burada de 6klid metrigi olmak iizere
B={ D(u,&) [ueR® ,e>0}

dir.

Tamm 3.1.2. Bir z=x+qye Cq elemaninin eslenigi (x+2By)- qy seklinde tanimlanir ve

z ile gosterilir.

Herhangi bir z=x+qye Cq kompleks tipte sayis1 ile &de bir tek (x,y) ikilisi

karsilik getirilebilir.Boylece Cq ile RParasinda birebir bir esleme elde edilir.Yani Cq ile
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R bzdeslestirilebilir. Simdi bu 6zdeslestirmeyi kullanarak R iizerinde bir i¢ ¢arpim

fonksiyonu veren asagidaki teoremi ifade edelim.

Teorem 3.1.3. v=(viV2) ve w=(wiW,)eR® vektorleri ile g>=A+q(2B) ve q&R olmak

lizere vi+Qvave Wi1+Wo( dzdeslemesi gdzoniine almarak A& (izerinde

0 RXxR — R
(v,w)—g(v,w)= 1? [viv +Dw]

biciminde tanimli fonksiyon bir i¢ carpim fonksiyonudur. Bu déniisiim
g(v,w)=viw1+B(Viwa+VaW1) —AvoW, ®)

biciminde de ifade edilebilir.

Bu son ifadede B=0 ve A=1 alinirsa Naber’in i¢ ¢arpimi elde edilir.

Ispat:
Simetri 6zelligi: Her v,w eR? igin g(v,w)=g(w,v) oldugunu gosterelim.

v=vit+qv2 ve w=wi+qwoq sayilarmin eslenikleri sirasiyla ©v=(vi+2Bv2)-qvove w=

(W1+2Bw2)-qw2 oldugundan
g(v,w):%[v.v_v+17w]
=~ [(Va+Q2) (W1-+2BWo—qWs)+(v1-+2BV2-Gv) (Watqws)]
:%[V1W1+2Bvle—qvle+quw1+2quZvZ—qZVsz+V1W1+qV1Wz+2BVzW1
+2BqVaW2 VoW1 —qAVaWs]
=%[W1V1+2BW2V1-qW2V1+QW1V2+2BqW2V2
~QPW2V2+HW1V1+QW2V1 +2BW1Va+2BaWav2 —qwive —G2WaV: ]
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=%[W1(V1+QV2)+2BWz(V1+qV2)—qW2(V1+qV2)+V1(W1 +qw2)
+2Bvo(W1+qwo)—qva(wi+qwz)
:%[(W1+2BWZ—qu)(v1+qu)+(v1+2BvZ—qu)(w1+qW2)
=%[v_v.v+17.w]
=g(w,v)
dir.
Bilineerlik 6zelligi: Her v= (v1,v2),w= (W1,W2)e R2ve her ceRigin
g(v+w,z)=(v1+wi)zi+B((vi+wi)zo+(Vo+w2)z1)-A(Wa+Vv2) 2o
=V1Z1+W121+BV1Zo+Bw1z,+Bvozi +Bwozi-Aw,zo-Aviez,
=V121+B(V1Zo+V2z1)-AVozo+W121+B(W1Zo+W2z1 ) -Awoz,
=g(v.2)+g(w.2)
ve
g(c.v,w) = cviwy +B(Cviw2 +Cvawi) —ACvaWwo
=c[viwy +B(viwz +vows )-Avows]
=cg(v,w)
oldugundan g bilineerdir.

Nondejenerelik: Her w € R ? icin g(v,w) =0 ise v=0 oldugunu gdsterelim. w yerine

sirastyla e1=(1,0) , e2=(0,1) alinirsa
v,+Bv,=0

Bv1 ‘AVZ :O
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homojen lineer denklem sistemi elde edilir. Bu lineer denklem sisteminin katsayilar
matrisinin determinant: B2 +A olup B? +A#0 oldugundan denklem sisteminin sadece
v1=V2=0 ¢ozliimii vardir. Bu ise gostermek istedigimizdir. Sonu¢ olarak g bir i¢ ¢carpim

fonksiyonudur.

B2 +A=0 olmas1 durumunda ise g bir simetrik bilineer formdur.

3.2. R?de g den Indirgenen Geometri

Lemma 3.2.1. Yukarida tanimlanan g i¢ carpim fonksiyonunun B?+A>0 ise indeksi 1,
B2+A<0 ise indeksi O dur.

Ispat:

(i) B2+A>0 olsun.ex= (1,0), 2= )eR? seklinde alalim. {e1,e;} kiimesinin

(B L
VBZ+4A 'VB2+4
lineer bagimsiz oldugu agiktir.

g(e1e2)=0, g(e1,e1)=1, g(ez2,e2)=-1

oldugundan g nin indeksi 1 dir.

(ii) B?+A<0 olsun.e1=(1,0), e>=( ) alalim.

B -1
VB2+4'VB2+A

g(e1,e2)=0, g(e1,e1)=1,9(e2e2)=1
oldugundan ¢ nin indeksi O dir.

alismamin bundan sonraki kisminda B2 + A> 0 olmak izere g i¢ carpimi g ile
g p g

gosterecegiz.
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Tamm3.2.1. Bir x eR® vektori icin g"(x,x)=0 ise x vektorine null vektordir denir.
Ayrica bir Xoe R® noktasindaki null koni Cn(Xo) ile gosterilir ve Q*(x)=g"(x,x) olmak

Uzere
Cn(Xo) ={xe R |Q"(x-xo) =0}
bigiminde tanimlanir.
Bir XeCn(Xo) Ve X#Xo i¢in Ry , kiimesini tanimlayalim.
RxoX ={y=Xo+t(X-Xo),teR}
klimesi Xo noktasindan geg¢en ve dogrultmani (X-Xo) olan bir dogrudur. Eger;
Q"(x) >0 ise x spacelike ,
Q"(x)<0 ise x timelike vektordur.
Ornegin; x=(1,1)#(0,0) olarak alinirsa g”(x,x)=Q"(x) =12-1? =0 ise x null vektordar.
x=(2,1) olarak almirsa Q"(x)=g"(x,x) =22-12 =3 >0 olup x spacelike vektordiir.

x=(1,2) alirsak Q”(x)=g"(x,x)=12-22=-3<0 olup x timelike vektordur.

Teorem 3.2.1. R%de x ve y sifirdan farkh iki null vektér olsun. Bu durumda x ve y

vektorlerinin g” ortogonal olmasi igin gerek ve yeter sart paralel olmasidr.

Ispat:x=(x1,x2)e R2sifirdan farkli null vektdr icin X1# 0 ve Xo# 0 dir. Gergekten

g(x,x)=0 ise
= X12 +2Bx1X2 — Ax2? =0
= Xi?+2Bxix+B%x%-B2*—Ax2?= 0
= (X1+Bx2)?= (B2 +A)x2?

dir.
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X2 =0 ise X1 +Bx2 =0 dir. Buradan X1 =0 olur. Dolayisiyla x =(0,0) olur ki ¢eligkidir.

X ve y bir null vektdr oldugundan

(X1 +Bx2)?= (B2 +A)x2?
(y1+By2 )*= (B +A)y2?

yazilabilir. Ayrica
9(x,y)=0
oldugundan
x1y1+B(x1y2 + x5¥1) - Axy, =0

= X y1+B(x1 Y2 + %291 ) B2, y, - B?x,y, - Axyy, =0

=  (x; + Bx,)(y; + By,) — (B? +A)x,y, =0

= (x1 + Bxp)(y1 + By2)=(B* +A)x,Y,
(8) in her iki yanin1 (B? +A)x2ifadesine bélelim.

(x1+Bx2)(y1 +BYZ):(BZ +A4)X2Y>
(B2+A4)x2 (B2+A)x3

(x1+Bx3)(y1+By2)_¥2

(BZ2+A4)x3 Xo
(6) dan dolay1
N (x1+Bx3)(y1+BY2) _Y2
(X1+BXZ)2 X2
= 1+Bya2)_y2
X1+BXZ X2
= Y1Xy + By, x,=x1y, + Bx3Y;
= V1X2=X1Y2
Y1 _ Y2 _y
X1 X2

25
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buradan y, =\x; ve y, =Ax, dir.Oyleyse
y=(y1,y2) =MX1 X2) olup x ve y paraleldir.

Tersi icin; x ve y sifirdan farkli null vektorler olsun. Bu durumda X =ky olacak
sekilde keRvardir. Yani,

X1 =ky1, X2 =ky>

dir.
9(X,y) = x1y1 +B(x1y2 + x211) -Axzy;
=ky1y, +B(ky1y2 + ky2y1) - Aky,y,
=k + 2By1y, — Ay3)
=k0
y null vektor oldugundan
=0

buradan x ve y ortogonaldir.

Teorem 3.2.2. Her x,Xo € R? vektorii icin x # Xove Q" (x-Xo)= 0 ise
Ry, x = Cn(x0) N Cy(x)

dir.

Ispat: Ispat: yapmak igin ze Ry x alalim. Buradan z sayilar1 R, , tanimi geregi Xo

noktasindan gegen ve dogrultmani ( X-Xo) olan dogru tizerinde bir noktadir. Buradan
Z= Xo +t(X-Xo)

olacak sekilde bir te Rreel sayis1 vardir. Esitligin her iki tarafin1 Xo 1n toplamaya gore

tersiyle toplarsak
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Z-Xo= t(X-Xo)
elde ederiz.
Q" (X)=g"(x,x) oldugundan
Q" (z-0)= " (z-X0,2-X0)
= g"(t(X-Xo0),t(X-X0))
= 129" ((X-X0),(X-X0)) (bilineerlikten)
= Q" (x-Xo)
Q"(x-X0)= 0 oldugundan
Q'(zx0)=0
dir. Boylece zeCn(xo) dir.
Ayrica Q(X-Xo) =0 ise Ry x,= Ry, x oldugundan ze Cn(x ) dir.
Oyleyse ze Cn(xo)NCn(x) dir. Buradan
Ryyx S Cn(X0)NCh(X) )
dir. Simdi de
CN(X0)NCN(X)E Ry,

oldugunu gosterelim. ze Cn(Xo)NCn(X) olsun. Bu durumda z-x, z-xo, Xo —Xx vektorleri null

vektorlerdir.
Z-X0= (z-X)—(Xo —X)
seklinde ifade edersek
Q"(z-0)=Q " (z-x)-29(z-x,Xo-X)+Q"(x0-X)

=0
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dir.Buradan Q"(z-x) =0 ve Q"(Xo —X) =0 oldugundan
-2 9" (z-x,X0—X)=0
= 9" (z-X,X0—X)=0
dir.

Z#X X#Xo I¢in z-xve xo—X sifirdan farkli null vektorlerdir. Teorem 3.1.4 geregince bu

vektorler paraleldir. Yani

Z-X= t(Xo—X)
olacak sekilde te Rvardir. Bu son ifade dlzenlenirse ,

Z= t(Xo—X)+x
bigiminde yazilir ki bu ise ze Ry, oldugunu gosterir. Boylece

Cn(x0) NCN(X)E Ry, x (10)
oldugu gosterildi. (9) ve(10) ifadelerinden
Rygx = Cn(X0) NCn(X)

dir.

Teorem 3.2.3. v=(v1 ,v2) e R? bir timelike vektor ve w =(wi ,w2) e R bir timelike veya

null vektor olsun. Bu durumda
i)vaw2>0 ise g*(v,w)<0
veya
i))vaw2<0 ise g (v,w) >0

dir.
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Ispat: v timelike vektor olsun. Bu durumda
g'(v,v)<0
= V12 +2Bviv2 - Av2’<0
= V12 +2BV1Vo<Av,?
dir.

w timelike veya null vektor olsun. Bu durumda

g’ (w,w)<0
= W12 +2BW1W2-Aw%< 0
= W12 +2BWiWo<Aw,?

dir.
(11) ve (12) esitsizlikleri sirastyla B2v2?ve B?w.? ifadesi eklenirse
V12+2BViVo+B2V2<Avo?+B2v,?
ve
W12+2BW1W2+B2Wo2<Aw,2+B2w-?

elde edilir. Buradan;

(Vi+Bv2)?<(BZ+A)Vv,?
ve

(wi1+Bw2)? <(B? +A)w2?
bulunur. (13) ve (14) ifadeleri taraf tarafa garpilirsa;

(V1+Bv2)2(W1+Bw)?<(B?+A)?v22W2?
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olur. Her iki tarafin karekokii alindiginda;

|(Vi+BV2)( Wi+Bw2)|<(B? +A)|V2.Wy|
dir.
Eger vow2>0 ise

(v1 +Bv2)(W1+Bw2)<|(v1+Bv2)(wi+Bwy)|

dir. Yani
(v1+Bv2)( wi+Bw2)<(B2 +A)VoW,
= vi W1 +B(v1 w2 + v2 W) -A v2 wo<0
= g (v,w) <0
dir.

Eger vow2<0 ise

-(v1+Bv2)(W1+Bwo)< |(vi+Bv2)( w1 +Bw»)|

dir. Yani
-(v1+Bv2)( w1+Bw2)< -(B? +A) vaw;
= vi W1 +B(vi w2 + vo wi) -A v wo> 0
= g (v,w)>0
dir.

Sonug 3.2.1. R de sifirdan farkli bir vektor bir timelike vektore dik ise bu vektor

spacelike vektordar.

Ispat: v bir timelike vektor olsun. Bu durumda g“(v,v)<0 dir. Buradan
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V12+2BV1v2—Av,2<0
dir. Her iki tarafa B2v,? eklenirse
V12+2BViVo+B2V2<Av,?+B2v5?
= (Vi+Bv2)?<(B>+A)v2? (15)

olur.Simdi g”(v,w)=0 ise W nin spacelike oldugunu gosterelim.

0=(v1+Bv2)(W1+Bw2)—(B?+A)Vow2
olup bu son ifade duzenlenirse

(B2+A)VaWo=( V1+Bv2)(W1+Bwy) (16)
dir. (15) ifadesinin her iki tarafi (w1+Bw,)? ile carpilirsa

(W1+Bw2)2(v1 +Bv2)2<(B2+A)V22(W1 +Bwa)?

bulunur. Son esitsizligin her iki tarafin karekokiinii alinirsa

(w1 +Bwz )(v1 +Bv2) </ (B? + A)va(wi +Bwy)

dir. Buradan (16) den

V(B2 + A)va(wi+Bw2)>(B? +AVaW.
dir.Her iki tarafin karesini alirsak
(B? +A)V 22(W1+Bw2)?>(B2+A) V22,2
olur.Her iki tarafi(B? +A)v2? ye bolersek;
(W1 +Bwz)?> (B? +A).w?

elde ederiz. Buradan w spacelike vektordur.

Tamm 3.2.2. R deki biitiin timelike vektorlerin kiimesini p ile gosterelim. p Gizerinde ~

bagintisi
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her v,wer igin v~w< g (v,w)<0

biciminde tanimlansin.

Teorem 3.2.4. p iizerinde tanimlanan ~ bagintis1 bir denklik bagintisidir. “~* bagintisi

p yu iki denklik sinifina ayirir.
ptve p~ile gosterecek olursak p™ Np~=0ve ptup™ = p dir.

Simdi p nun bir denklik bagintis1 oldugunu gosterelim.

Ispat:

Yansima:Her ve p icin v bir timelike vektdr oldugundan g”(v,v) <0 dir.Bu ise

v~v oldugunu gosterir.

Gecisme:Her v,w,ze p icin v~=w ve w~z olsun. Bu durumda g“(v,w)<0 ve

g°(w,z)< 0 dir. Boylece Teorem 3.2.3 den
VaW2>0
ve
W2z2>0
dir.Yukaridaki esitsizlikler taraf tarafa carpildiginda
W22V225>0
bulunur.Bu ise Teorem 3.2.3 geregince
g (v,z) <0
oldugunu gosterir. Sonug olarak v~z dir.
Simetri: Her v,w e ticin v ~w ise g"(v,w)<0 dir. g" simetrik oldugundan

g (W,v)<0 dir. Bu ise W ~ v oldugunu ifade eder.
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Tamim 3.2.3. Her xo timelike vektoru igin xo noktasindaki time koni,future time koni ve

past time koni sirasiyla
Cr(Xo)= { xe R%|Q"(x-X0) <0 },

Ci(xo)=Cr(xo)Np ™,

C7 (X0)= Cr(x0)N p~
seklinde tanimlanir. Ayrica bir X € p timelike vektoriiniin uzunlugu

p.(¥) =/=Q*(x) (17)
bigiminde tanimlanir. &% nin, Q"(x-X0)<0 olmak lizere
{xo +t(x-Xo ) | te R }

alt kiimesi bir timelike dogru olarak adlandirilir.

Teorem 3.2.5. (Ters Schwarz Esitsizligi ) Her v ve w timelike vektorleri igin

g (v,w)*= [g7(v.v).9"(w,w) ]2

dir.

Ispat: v ve w timelike vektorleri icin g"(v,v)<0 ve g"(w,w)<0 dir. Ayrica Teorem 3.2.3

den

v2w2 >0 ise g (v,w) <0
veya

V2w, <0 ise g~ (v,w) >0
dir. u= av-bw, a= g*(v,w) ve b= g"(v,v) olarak almnirsa

g (u,v)=g"(av-bw,v)
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:ag*(V,V) - bg*(W,V)
:g*(V,V) g*(V’W) - g*(V’V) g*(va)
=0

elde edilir. v timelike vektor oldugundan u ya spacelike vektordir ya da sifirdir. Buna

gore
g (u,u)>0
oldugu agiktir. Ayrica
g (u,u)=g"(av-bw,av-bw)
=a2 g"(v,v) -2ba.g”(v,w) +b?g"(w,w)
oldugu g6z Oniine alinirsa

0<-2abg”(u,w) +a.g"(v,v) +b%g"(w,w)

= 2abg”(v,w) < a’g*(v,v) +b?g"(w,w)
= 29" (v,W)2.9"(v,v) <g"(v,w)? g (v,v) + g (v,v)? g"(w,w)
= 9" (v,V)[29" (v, w)?]<g"(v,V)[g"(v,W)? +g"(v,v) g"(w,w)]

ifadesi elde edilir. v timelike vektor oldugundan
29" (v,w)*2g"(v,w)? +g(v,v).g"(W,w)
= g (v.w)%=g"(v,v). g"(w,w)

= 9" vw?> (e * (v, v))2.(Vg * (w,w) )?

yazilabilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 3.2.6. (Ters Cevrilmis Ucgen Esitsizligi) v,w timelike vektorler ve g*(v,w)<0

olsun. Bu durumda
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P+ (V,W)=> p. (V) +p,. (W)

dir. Burada esitlik, v ve w lineer bagimliysa gecerlidir.

Ispat: v,w timelike vektorler olsun . Teorem3.2.2 den
g (vw)* > g"(v,v) g"(w,w)
= [-g"(vWI[-g"(w,w) ]

yazilabilir. Buradan

9" VW)= —g* (v, v)y/— 8" (W, w)

dir. g"(v,w)< 0 oldugu gozoéniine alindiginda

g*(VvW)S_\/ _g* (U, U)\/— g* (Wr W)

olup

29" (VW)= 2/ —g* (v, v)y/— " (W, w)

dir. Ayrica

g (vHW.v+W)= g (v.v)+g (W, w)+297(v,w)<0
oldugundan v+w timelike vektordur. (19) ifadesi -1 ile ¢arpilirsa
'g*(V+W1V+W):'g*(V1V) 'Zg*(V’W) 'g*(W1W)>0

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte (18) ifadesi kullanilirsa

-0 (VW VHW)Z -G (V) +2y —g* (v, v)\/—g" (W, W) -G (W,w)

= g HrwvHw) ( —g (v, v) /- gt (w,w) 2
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=> J-gW+wuv+w) 2\/(\/ —g* (v, v)? +4/—g*(w,w)?

> O rwE T w ) + —Cww)
= p (vw)=p (V) +p (W)

olur ki bu da ispati tamamlar.

Tanmm3.2.4. T, | da bir acik aralik olsun. TSR olmak Uizere
o :T— R

egrisi verilsin. Her se T igin

i) g"(a'(s), o'(s))> 0 ise a spacelike

i) g"(a'(s), a'(s))< 0 ise a timelike

iii) g (a'(s), a'(s))= 0 ise o null

egridir. I=[a,b] olmak tizere egrinin a(a) ve a(b) noktalari arasindaki uzunlugu

g («'(s),0'(s))|]2ds

* b
L@ =, [
seklinde tanimlanir.
Teorem 3.2.7. p ve g R de iki nokta olsun. p- q vektorinin timelike ve future-directed

olmasi igin gerek ve yeter sart a(a)=p ve a(b)=q olacak sekilde bir « :[a,b]— &® timelike
ve future-directed diizgiin egrisi vardir.

Tamm 3.2.5. a:1— R bir egri olmak lizere 1= [a,b] araliginda tanimli dogru zaman

fonksiyonu

'(X)= f:[ g" (o0’ (W), o0’ (W)|] ¥2du,, tel

seklinde tanimlanir.
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Q" (x-x0)>0 olacak sekilde X,Xo € R igin diizgiin zaman fonksiyonu

S*(X'XO):\/ Q" (x — xo)

bigiminde tanimlanir.

Teorem 3.2.8. X,Xo,x1 noktalar1 &2 de X1 —Xo Ve X1 —x spacelike vektorler ve x-Xo, X1 —X

vektorleri de g” ortagonal olacak sekilde secilsin. Bu durumda
SZ(x1-X0)= S2(X1—X) —p2 (X-Xo)

dir.

Ispat: x,xo0,x1 noktalar1 &? de x1 —Xo Ve x1 —x spacelike vektorler ve x-Xo, X1 —X vektorleri

de g” ortagonal olacak sekilde segilsin. S, 1n tanimindan
S2(x1-X0)=Q" (X1—X0)=0" (X1-X0 ,X1-X0) (20)
dir. Benzer sekilde
S2(x1 —X)=0" (X1—X,X1—X) (21)
yazilabilir. Ayrica (15) den
pZ (X-X0)=-Q " (X-Xo)
= g’ (X-Xo, X-Xo) (22)

dir. (21) ifadesinde g"in birinci bilesenine x eklenip ¢ikarilir ve bilineerlik

kullanildiginda
S2(x1-X0) = " (X1-Xo—X+X,X1-X0)
= 9" (X1—X,X1-X0)+g " (X-X0,X1-X0)
= g (X1=X,X1-Xo+X-X)+g " (X-Xo, X1-Xo+X-X)
= g (X1=X,X1-X)+g " (X1=X,X-X0 )+g"(X-X0,X-X0 )*+g " (X-X0,X1-X)

37



esitligi elde edilir.(21),(22) ifadeleri ve kabullimiiz g6z 6nune alindiginda
S2(x1-X0)= g" (X1—X,X1-X)+g " (X-X0,X-Xo )
= SZ(x1-X)- p2(X-Xo)

dir.

3.3.g nin & de Tammladig Topolojisi

Bu béliimde, g i¢ ¢arpim fonksiyonu kullanilarak R? iizerindeki topolojik yapi
incelenecektir. Bunun icin

D-(x;e) ={ ye R;de(x,y) < ve g"(y-x,y-x) <0 Ju{x},
D+(x;¢) ={ ye R ;de(x,y) <e ve g"(y-x,y-x) >0 Ju{x}
olmak tizere
B_={D.(x;¢); xe R?, £>0 }u{0@},
B.={D+(x;e); xe &2, >0 }U{@}
ailelerini gdz oniine alalim. B_ve B, aileleri R iizerinde topoloji i¢in birer bazdir. B_ve

B, den elde edilen topolojiler sirasiyla z+ ile 7. gosterilir. g nin tanim1 dikkate alindiginda
B2+A nin

1)B?+A>0
2)B?+A<0
3)B2+A=0

durumlar1 s6z konusudur. Simdi birinci durumu ele alalim.

Lemma 3.3.1. B_ve B, daha Once tanimlanan topoloji i¢in birer bazdir.
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Ispat: Oncelikle B_nin bir baz oldugunu gosterelim. B, ninda benzer sekilde bir baz

oldugu gosterilebilir.
Bunun igin;
1) R°= Upep_ B;
2) Her By, B2€B_ igin B1NB2 eB_

oldugunu gostermek yeterlidir.

1) B. nin tanimindan asikardir.

2) B1, B2 eB_ise Bi=D-(x1;e1) ve Bz =D-(x2;¢2) olacak sekilde X1,X2 € R? ve e1,62¢R* reel
sayilar1 vardir. X1=x2 ise ya B1NB>= B: ya da B1NB>=B; olacagindan B:NB> ¢ B_dir.
Simdi X1#X2 durumunu ele alalim. Bu durumda B:NB2=@ veya B1NB,#® dir. Bi1NB>= @
ise B1NB> € B- oldugu agiktir. B1NB2# @ olsun. i=1,2 igin

P, ={x€ R?| de(x,xi)< i} N{XE R? | g~(x-Xi ,X-Xi)< O}
R? de OKlid topolojisine gore agik kiimelerdir ve
Bi= P, U{x1} ve B2=P,, U{x2}
bigiminde yazilabilir. Buradan
B1NB2= (P, NP, ) U ({X1} NPy, ) U ({X2} NPy, )

dir. Simdi bir X€ P, N P,, noktasini alalm. P, N P, bostan farkl bir acik kiime

oldugundan,
C={yeR?| de(x,y)<r}SP, NP,
olacak sekilde bir >0 reel sayis1 vardir. Ayrica
A={yeR?| g*(x-yx-y) <0}
seklinde tanimlanirsa
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D_ (x; n)=(ANC)u{x}<c P, NP,
olup ve boylece
P NP, =Uxe Py, NPy, D_(x;7y)
ifadesi elde edilir.
Simdi x1¢ P, Ve X2 & P, olsun. Bu durumda
B1NB2=Py, NPy, =Uxcp, 0 P, D- (5 7)
dir.

Simdi de X1 € P, ve X2 € P, alalim . P acik oldugundan ri<e: olacak sekilde en

az bir ve ry pozitif sayisi igin
Ci= {X € R?| de(x1,X)< r1 }EP,,
biciminde bir C; kiimesi tanimlanabilir. Buradan
D_ (x1; r)=CiN{xe R?| g"(x-x1,X-X1)<0}CP,,
ve
D_ (X1 ; r){xi}EPy,
elde edilir. Bu ise
D_ (X1 ; r){xi}EP, NP,
oldugunu goésterir. Sonug olarak
B1NB2= P, NP, U{x1}
=Usxe P, np,, D- (x1;1) ND(x; 1)
olarak bulunur. Simdi x1 € P, Ve X2€ Py, alalm.

r2 <ez ve Co={Xe R?| de(x2,X)<r2}<P,,
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dir. Buradan anlasilan

D_ (x2;r2)=C2N{XeR% G (X-X2 X-X2 )<O}S P,
dir.

D_ (X2 ;r2)[{x2}<P,,
dir. Oyleyse

D_ (x2;r2)ND(X;Ix)

=  D_ (x;r2)/[{x2}EP,, NP,

dir. Sonug olarak

BiNB2 =P, NP, U{x2}

=Uxe pe,np,, D- (x2512) N D(x, 1)

olarak bulunur.

Teorem 3.3.1.

a) Eger B2 +A>0 ise B. ve B bazlarindan iiretilmis topolojiler sirastyla 7. ve 7+ dir. Bu
topolojiler Oklid topolojisinden daha incedir ve ayrilabilir, Hausdorffdur, baglantilidir

fakat reguler uzay, yerel kompakt ve sayilabilir kompakt degildir.

b) 7. topolojisine gore R? nin homeomorfizm grubu g* i¢ carpimiyla iiretilen Lorenz

grup ile cakisir.
i) B2+A<0 ise u=(x,y) olmak (izere
g(u,u) =x? +2Bxy -Ay? = (x+By)?- y*(B? +A) >0

dir. g(u,u)=0 olmasi igin gerek ve yeter sart (x+By)? =0 ve y=0 olmasidir.Bu ise x=y=0

olmasini gerektirir.

Bu durumda 7.+ Oklid topolojisi ile ¢akisr.
41



iii) ) B2+A=0 ise u=(x,y) olmak uizere
g(u,u) = (x+By)* 20
dir. Bu durumda z+ topolojisindeki agik yuvarlar

D+(ue) =({v=(v1 ,v2)e R | de(u,v) <e} \{w=(W1,W2) | (W1i—X) +B(w2-y)= 0})u{u}

bicimindedir. D+(u;e) diskini ele alirsak u merkezli € yarigaplidir. u nun diginda bir - %

egimli bir ¢ap birakacagiz.

Bu durumda timelike vektor yoktur fakat her se | igin
a:l— R

(a1(s) +pB1(s))> 0 veya a1'(s) +Bf1(s) =0 olacak sekilde spacelike veya null egri
bulunabilir. Burada a(s)=(a1(s),51(8)), a'(s)=(a1'(s),51 (s)) ve az f1:1— R fonksiyonlardir.

Boylece I=[a,b] i¢in bu egrinin uzunlugu

L(@) =, [| ax'(s) +Bp1 (s)]*ds

dir. Ayrica 1+ birinci sayilabilir,ayrilabilir ve Hausdorff uzayidir.

Uyan 1) B2 +A =0 olsun. ceR , ¢>0 ve z,20€ Cq igin tanimlanan
f(z)=z+z0
f(z)=cz
fonksiyonu birebir , 6rten ve siireklidir ve terside t+ topolojisinde sureklidir.
2) B2 +A nm ii¢ durumuna gére de Cq iizerinde tanimlanan z= t+gx e Cq
f(z) =z =(t+2Bx) +q(-X)

dontistimii lineerdir, izomorfdur. Ayrica 1 de tanimlanan i¢ ¢arpim diisiiniildiigiinde

ortogonal bir doniisiimdiir. Yani her u,v € Cq igin

g(f(u).f(v))= 9(u.v))
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dir. Eger A=B =0 ise c>0 olmak lzere
f(z) =cz

doniisiimii 7+ topolojisine gore streklidir.

Tamim 3.3.1. Bir z=t+gx € Cq kompleks tipteki sayisinin eslenigi

7= (t +2Bx) - gx

seklinde tanimlanir.

z ve Z carpilirsa
2.Z =t +2Btx - AX? (23)

ifadesi elde edilir. Bununla birlikte

D=B? +A

i:_B+\/5
C+

1 =~
—=-B-v/D
Cc_
denirse
_ 1
T ocuC
1,1 1
B=- -(—+—
2%y C_

oldugu aciktir. Boylece (23) ifadesi

27= P+ 2BtX-AXC=(t - =)(t - —)eR
Y Co
bi¢ciminde yazilabilir.

Tamim 3.3.2. Bir z=t+gx €eCq kompleks tipteki sayinin mutlak degeri |z|q ile gosterilir
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|zl = sgn (z2)/|22]

seklinde tanimlanir. Dikkat edilecek olursa |z|q Sayist negatif de olabilir. Burada, | - |, R

deki klasik mutlak deger fonksiyonudur.
Birz e Cqigin

P2)=lzlq=y/]22]

degerine z nin normu denir.

Uyan Yukaridaki tanimlar g6z oniine alinirsa,
|2122]4= [21la[z2lq » 2l =|Z]q

P(2)=0, p(22z2)=p(z1)p(z2), P(Z )=p(z)

1

PP@)=P@)., PO

N | =
ﬁllNl

esitliklerinin dogrulugu kolaylikla gosterilebilir. Burada zz #0 olmak iizere

yazilabileceginden i ifadesi yine bir kompleks tipte sayidir.
Ornegin;

1) |z|q=sgn (z2)\/|zz] (kompleks tipteki sayilarin garpmaya gore degisme

ozelligi oldugundan)
=sgn (22),/1Z zI=|7]
2)|2122l4=SAN( 2122 7175 ) 12422 7175
=sgn(z2121 WzaZn SIN222,)\ 2,2,

=|zalolz2lq dir.
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Tammm 3.3.3. A¢i kavramini tanimlayabilmek igin Oncelikle birim egri olarak

adlandirilan
U={zeCq | p(2)=1 } ={zeCyq| |z2z]=1}

kiimesini tanimlayalim. Bu birim egri z=+1 noktalarindan gecen ve asimptotlart X=C+t

ve x=C.t olan bir egridir.

Uyar1 U kiimesi, C+ ve C. nin kompleks degerleri i¢in elips, C+= C. igin paralel iki

dogru ve diger durumlar igin ise hiperbol belirtir. Simdi bu durumlari inceleyelim.
lzz]=1 ise zz=x? +2Bxy -Ay? =1
= X?+2Bxy -Ay?-1=0
dir. Koniklerin genel formu ;
a11X>+2a12Xy+agy?+2a13x+2az3y +ass=0

seklindedir. Buna gore ai1=1 , a1o= B, az= a1z = az3 = 0, as3 = -1 dir. Buradan

R N

ve

a1 Q412 Q4g3 1 B 0
A=det |01 Q2 Gy3|=det|B —A O

az; dzz; dsz 0 0o -1

=1(A)-B(-B) = A+B?

dir. Buradan A+B? nin durumuna gore elips ,hiperbol ve paralel iki dogru oldugunu

gosterelim. Bunun igin 6ncelikle & ve A durumlarini belirtelim.

6>0 olsun .
2 2
A>0ise = +2 =1 ise imajiner Elipstir.
as b
2 2
A<Oise = += =1 ise reel Elipstir.
as b
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2 2
A=0 ise Z—Z +Z—2 =0 ise iki imajiner dogrudur.
0 <0 olsun.
y2
2

2
A>0 ise Z—z -3 =1 ise ekseni Ox ekseni olan reel parabol ,

2 2
A<Q ise = -2 =1 ise ekseni Oy ekseni olan reel parabol
a? b2

A=0ise = -2 =0 ise orjinde kesisen iki reel dogrudur.
& =0 olsun.
A>0 veya A<0 ise y=ax? veya x=ay? denklemine sahip iki parabol
A=0 ise ¢akisik dogrudur.
Simdi A+B?nin durumlarina bakalim.
A+B? <0 ise A<0 ve >0 olacagindan reel elipstir.

A+B?>0 ise A>0 ve 5<0 olacagindan ekseni ox ekseni olan reel hiperboldur.

A+B?=0 ise A=0 ve =0 olacagindan cakisik iki dogrudur.

Lemma 3.3.2. Kompleks tipteki sayilarin ¢arpma islemine gore U kiimesi birim elemani

z=1 olan bir gruptur.

Tamm 3.3.4. (U, -) ¢arpim grubundan bir (&, +) grubuna tanimlanan o izomorfizmine

ac1 fonksiyonu denir.

Uyan o:(U,") —( &,+) grup izomorfizmi oldugundan

a(z122)=a(z1)+ta(z2)
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ve 0, (&,+) grubunun birim elemani olmak tizere, a(1)=0 dir. Bir peU elemani agilar i¢in
birim 6l¢ii olarak adlandirilsin. a(u) €& eleman: da 1 ile gosterelim. Yani a(u) =1olsun.

Ayrica ot ters doniisiimii p ve u(p) =1 ile gosterilecek olursa

Iua(z): zZ,
w=1
p=1

elde edilir. Ayrica p:(&, +)—(U,*) yine bir grup izomorfizmi oldugundan ¢1, p2€£igin

(prtpz) =p®r *P2 =1 2

dir.

Tamim 3.3.5. gsin, gcos, gtan fonksiyonlari sing, cosq, tanq seklinde gosterilir ve
z=t+qx olmak lzere

sing,cosq ,tanq : p— R

icin
cosq(a(z))=t , (24)
sing(o(2))=x , (25)
tang(a(z))=; (26)

seklinde tanimlanir.

Bu tanim ve yukardaki uyar1 goz oniine alindiginda agagidaki formiiller elde edilir.

Teorem 3.3.2.

1) Her z=t+qx ve u“@= z igin
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9= cosq(a(z))+asing(a(z)) (27)
dir.
2) Her ¢1, p2 € @ igin,

cosq (g1 +¢2)=cosq(p1)cosq(p2)+Asing(p1)sing(¢ps2)
dir.
3) Her ¢1, p2€ @ icin,

sinq(p1+p2)=sing(e1)cosq(p2) +cosq(es) sing(e2)+2B sing(e1) sing(e2)

dir.
4)Her 1,92 € @ igin, tang(p1+e2) = tan(a(z1) +a(z2)) =tanq(a(z122))

dir.

Ispat:

1) u*® nin tanimi geregi
©®=z=t+qy

dir. (24) ve (25) den
p1®'= cosq(a(2)) +9 sing(e(z))

dir.

2. Her ¢1,p2€ @ ve o nin tanimi geregi
cosq(p1t+p2)= cos(a(z1) +a(z2))= cos(a(z1.22))
seklinde yazilabilir. z1=t1+qx1 ve zo=t, +qx2 denirse;

2122 =itz +qtaxz +qXatz +q3X1x2

48



elde ederiz. g? =(A+2Bq) oldugundan
2122 = tatz +Qtaxz +oxat2 +A XXz +2BQ X1X2
dir.
€05(2122) = tita+AXiX2

= c0sq(¢p1)cosq(p2)+Asing(p1)sing(e2)

dir.

3. Her ¢1,p2€ @ ve a nin tanimi geregi
sinq(@1+¢2) = sing(a(z1) +a(z2)) =sing(a(z122))
seklinde yazilabilir. Ayrica 71z, ¢arpimi yukarida yerine yazilirsa
sinq(a(z1z2))=tixo+x1t2+2Bx1X2
=sing(¢1)cosq(p2)+cosq(p1)sing(p2)+2Bsing(p1)sing(p2)
dir. Boylece

sing(g1+¢2) = sing(¢p1)cosq(p2)+cosq(p1)sing(p2)+2Bsing(p1)sing(¢2)

4. Her z1, 22 € Cqigin;

t1x, + X1t2+ZB X1X2

tanq(ziz2) =

tity+ Axq1xy

olup, esitligin sag tarafindaki her bir terim tit, ye bolinirse

t1xp X1tz X1X2

— titz 41t ti1ta
tanC](lez) = T1tz  Axixz
t1ty  tit2

X X xX1X
X2, X1, 5p¥1%2
—f2 t1 ity
- xX1X
1442172
t1tz
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_ tan( @, ) +tan( @1 ) +2Btan( ¢, )tan( ¢z )
B 1 + Atan( ¢, ) tan( @3 )

dir.
Simdi g?=-1 i¢in g=i, g°=0 icin g=I , g?=1 icin q=h gosterimlerini kullanalim.
Avyrica i,I veya h dan herhangi biri yerine § kullanilacaktir.
Olgek g =i veya g =h icin D:\/ﬁ ile, g =l icin D=1 olarak tanimlanir. Ayrica her ve
g ve qicin
§°D? =D ve g=B+4D
esitlikleri vardir. Simdi sirasiyla bu esitliklerin dogrulugunu gosterelim.
Oncelikle B2 +A nin durumlarma gore § ifadesini elde edelim.
B? +A <0 ise g° = -1 buradan § =i ,
B2 +A =0 ise g?> =0 buradan § =I
B? +A >0 ise g° =1 buradan § =h
dir.

1) Her g ve § igin §°D? = D ifadesini gostermek icin B2 +A nin durumlarina

gore incelememiz gerekir .Oncelikle B? +A<0 olsun. Boyleyse
G=iveg=-1

dir. D?=|B?+A| oldugundan
§2D? = -1| B2 +A| =B2+A =D

dir.
B2+A=0ise g =1, §>=0, D> =|B? +A|

= §°D’=0|B2+A=0
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dir.
B2+A>0iseise § = h, §°= 1, D= |B?+A|
= 7°D’= 1|B*+A|= B>+A=D

dir. Boylece B2 +A nin her bir durumu igin esitligin saglandig gosterilmistir.

2)g=B +gD oldugunu gosterelim.
§°D%= D
= A+B?
= A+2B@-2Bq +B?
= °-2Bq+B?

(4D)*= (g — B)?

dir.

Simdi § nin durumlarina gore
u? =edby

olmak Uzere asagidaki ifadeler yazilabilir.
cos(De) + isin(De) ,q =1

edP? = cosh(D¢) + hsinh(Dg), § =h
1+ (D) q=1

Buradaki cosh ve sinh hiberbolik cos ve sin fonksiyonlarin1 belirtir.

Teorem 3.3.3. Her ped, (§ € { i,1,n} sabit) icin p? =e9”? olsun. Bu durumda

o1

(28)

(29)



1) .- [cosq(¢)]=Asing(p) ~Bcosq(y)
2) . [sina(p)1=cose(o) +B sing(p)
3) 7oz [ cosy(9)]=D.cosq(y)

4) 2lsing(p)]=D.sinq(y)

dir.

Ispat (29) ifadesinin her iki tarafin1 ¢ ye gore tiirev alimip (28) ifadesi gz dniine almirsa

iwo: 4 ,aDy
de do
:q\_DeQD(P

=(q-B) e

=(9-B) u® (30)
ifadesi elde edilir.

(27) ifadesinde her iki tarafi ¢ ye gore tiirev alinirsa
2o(1)= (Cosa(p)+aSing(p))
de de
elde edilir (30) ve (27) ifadesi g6z Oniine alindiginda
_d d .
(6B 1= cosd{(p)+0:1- Sinq () (31)
(q-B)(cosq()+asing(p))=7c0sa(p) a5 sind()
elde edilir. Buradan
 cosd(p)+B cosq(p)+alsina(p)-B.sind(p)= 5 -Cosale)+dy - sing()
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dir.Simdi g2 =A+2Bq yazarsak;
=Asinq(yp) -Bcosq(ep) +q(cosqa(y) +2B sing(e) -Bsing(e))
=Asinq(¢)-Bcosq(g)+a(cosq(e)+Bsing(e))

olur. (31) daki esitlikten

250080(p)=Asing(p)-Beosa(p) (32)

ve

25, sind(p)=cosa()+Bsina(e) (33)

olur. Bu ise teoremdeki 1 ve 2 esitliklerin ispatini1 tamamlar .

Simdi (30) ifadesinde her iki tarafi ¢ ye gore tiirev alinirsa ;
2 G (W)= 7Bl
= (9-B)°w”
= (0*-2Bq+B*)u’
= (A+2Bq-2Bq +B)u’
=(A+BI

bulunur. (A+B?) yerine D yazilirsa

oo ()= Dt
= D(cosq(p) +q sind(p))
= D cosq(p)+Dgsing(y) (34)

dir.

Simdi (32) ifadesinin her iki tarafinin ¢ ye gore trevi alinirsa;
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- 0050(p)=5(Asing(p)-Beosq(s)
olur. Buradan (33) ifadesinin her iki trafin1 A ile ¢arpilirsa;
A siNg(9)=A(coso(9)+B sing(9))
=Ac0Sq(¢)+ABsing()
elde ederiz ve (32) ifadesinin her iki trafin1 -B ile carpilirsa;
B %Cosq(w) = -B(Asing(e)- Bcosq())
= -BAsing(¢)+B2 cosq(¢)
olur .(35) ve (36) ifadelerini taraf tarafa toplanirsa ;
= (A+B?)cosq (¢)
=D cosq (p)
elde edilir. Buradan;
a2 -
297 COSa (9) =D cosq (p)

dir.Bu da teoremdeki 3 ifadesinin ispatin1 gosterir.

Simdi(33) ifadesinin her iki tarafinin ¢ ye gore tiirev alinirsa ;
i ing(p)= 4 +Bsin
2 (sina(p)= ~=(cosq(p)+Bsing(p))
olur. Buradan
d. . )
B@[Slﬂq(co)FB(COSq(co) +B sing(p) )

=B c0sq(p) +B? sing(¢)

dir.(32 ) ve (37) ifadelerini taraf tarafa topanirsa ;
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=(A+B?)sing(p)
=Dsinq(¢)

dir. Buradan ;
d? , . =~ .
2o3(Sina(p)= Dsing(y)

dir. Bu da teoremdeki 4 ifadesinin ispatin1 gosterir.

Bu ifadelerin bir sonucu

d2

o7 W)=(a-B)* u?
dir. Simdi bunu gosterelim.
gD = g-B her iki tarafin karesi alinirsa

(@Dy= 9°D°

= (a-B)®

=§°D? u’

=Dy’
dir.

Ac1 fonksiyonu olan & y1 daha iyi agiklamak icin; U birim egrisinin D<0 iken
tek parcadan,D=0 iken iki stirekli parcadan ve D >0 iken ise dort siirekli parcaya sahip

oldugu dikkat etmek gerekir.

Yukaridaki her bir duruma karsi bir K indis kiimesi tanimlanabilir. reel ac1 kiimesi &

asagidaki gibidir.
D<0 ise K= {1},0={6:0<0<27},

D=0ise K= {1,-1},0=R,
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D>0 K= {1,-1,h,-h},0=R dur.

Teorem 3.3.4.
i)keK igin;k2 =1, k'l=k, k.l_czlqu, p(k)=1 dir.
I)keK,0e@ igin;

p(ku?)=1 ve U= {k .’ | keK, Oc @ } dir.

Ispat:Tanimdan
p(k.u)= p(k)p(”)
=1.1=1
dir. Burada k..’ € U ve bununla birlikte ;
U={ k| ke K ,0cO}

dir.

Tamm3.3.6. Acilarin kiimesi
@ =OxK={(0,k) ;0 €O keK }
={0k;0cO@ keK}
seklinde tanimlanir. Buradaki (6,k) sirali ikilisi 6k ile ifade edilmistir. Ayrica
ac1 fonksiyonu, keK ve u’ € U igin
aU— P
k.ul—a(k.u’)= 6k (38)

seklinde tanimlanir.
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Teorem 3.3.5. Her keK, 1’ € U ve 0e@ igin
1)0k+0,=(0 + 0 )
2)u’e= ku
3)|1%lo= IKlq
) n4lg= 0% 2= % ()=l

cosq(Bk) +2Bsing (k)
lklq

sinq(O)

5) cosq(-6k)= g

ve sing(-6k) =—
6) u&k — qu(D(p)k

7)COS((0-9|<): cosq(¢) cosq(0y)+2B cosq(¢) sinq(8g) —Asing(e).sinq(0g)

|klq

g i 6.,)— i 9
Sin(p-0)= sinq(¢)cosq( kl)qucosq(w)smq( i)

8) cosq(6)= cosg(O) —(B/ D) sing(O)x

sin(@)= (1/p) sing(0)x

dir.

ispat :
1) (38) ifadesi goz oniine alindiginda
0= a(k.u?)
, _ , 6'
0, =a(k p”)
yazilir. Buradan taraf tarafa toplanirsa;

Okt 9,;' = (x(k.,u9)+(x(k'/191)
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= o (K .uf+9)
=0+0),,

dir.

2) uO nin tanimi geregi
ulr= a(6.K)
= ka(6)

= ku?

dir.

3) 1% nimi tanimi geregi
|1 %klq= [kl
= [Klq.|«"lq
= [Klq

dir.

4) Oncelikle |z| = |Z] 4 oldugundan

%% Jo= | O%lq

dir. x2= sgn(x)x? oldugundan
Ox ;,0% E— Or ,,0r Or ,,0r 2
|k O = sgn(u®k. ufe)|u%. O]

= sgn(u®)|u®*|* sgn(ufe )|’
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=(u%)Z (ubr)2

127
=l k|,
= |kk|
a
= kI3
dir. Ayrica
I 2
|k12= sgn(k) k2 = sgn(k)sgn(k.i?)?/lk-i?l
2
=V Iklq
= |klq
= P g
dir.

_— _

5) i ifadesini u* == seklinde yazip (1%*)(u?¥)=IKlq ni goz oniine almirsa;
1% = (cosq(6k) +2Bsing(6k) —qsing(6k))

olur.Buradan

—Op— cosq(0y) +2Bsing(0) -qsinqg(Ox)
wo klq

dir.
pu %= cosq(-6y) +asing(-6k)

= % =cosq(6y) +asing(6y)
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= puPr=cosg(DO) +§sing (Do)«
olur buradan;

cosq(8y) +2Bsinqg(6y)

cosq(-0k)= e ,
. O\= sinq(6k)
sing(-6k) g
dir.
6) ,ugk: k.,ug
=k. v
— eQD(pk
= oDyl
dir.

7) keK, 1 € U ve 0e@ olsun. u niin tanimi geregi

0-Ok— -0k

MW=

seklinde yazilabilir.

u= cosq(p)+asina(y)

—0p— cosq(0y) +2Bsing(0y) -qsinq(6y)
Ho kg

dir.
cosq(p-6k)= cosq(a(u?) +a(u=0%))
= cosq(a(u’. u=%))
o. nmin Ozelliginden
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sinq(p-6k) = sing(o(u?) +a(u %))

= sing(a(u’. 1 ~%))

4. 1= [c08q(p) +asing(p)][FHE T E R

= cosq(p) cosq(6y) + 2Bcosq(p) sing(8;)- gcosq(@)sing(6;)
+ gsing(p)cosq (6;)+ 2Basing(p) sing(6y) - 9 sing(p)sing(6y)
, 0? =A+2Bq yazlirsa
sinq(g-6k)= cosq(p) cosq(Oy) + 2B cosq(p) sinq(6y)- qgcosq(p)sing(6y)
+ asing(p) cosq(6y) + 2Basing(p) sing(6) -( A+2Bq ) sinq(p). sinq (k)
= c0sq(p) cosq(6y) + 2B cosq(p) sing(6) - gcosq(¢)sing ()
+gsing(p) cosq(8y) + 2Basing(e) sing(8x) -A sing(p). Sinq(6y)
-2Bgsing(¢).sinq(6y)
= cosq(e) cosq(0y) + 2B cosq(p) sing () -A sing(p).sing(6y)

+a[sina(p)cosq (k) — cosq(@)sing(6x)+ sing(p)cosq(6y)]

Buradan;

cosq(p-6h)= cosq(¢p) cosq(6y)+2B COSq((pT:;:qwk) —A'sing(¢).sing(6x) |
sinq(e-6k) = Sinq("’)C"Sq(le)k—l(;osq«p)sinq(ek)

dir.

8) keK , 1’ € U ve 6e@ olsun.

‘Llek = k//tg
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=k.qu9

—e (@DO)k
dir.
8% =cosq(A)« +qsing(6)x
= cosq(O)k +gsing(O)«
dir.

a=—(8/p) +a(1/p) esitligi goz oniine alindiginda
cosq(O)x +qsing(O) = cosg(O) +(—(B/p) +a(1/p)) sing(O)«
= cosq(O)—(B/p) +a(Y/p)) sing(6)«
buradan ;
cosq(O)= cosd(O~(B/p)sina(O)
sing(O)= (/) sing(6)«

dir.

Tamim 3.3.7. Her zeCq igin, z nin kutupsal koordinatlar1 p(z) #0 olmak iizere

z=p(2) u*?

bigiminde tanimlanir.

Tanim 3.3.8.

i)Her z, Z€Cqicin bu noktalar1 birlestiren dogru parcasi zz” ie gosterilir ve bu

dogru pargasinin uzunlugu |z-z'|q olarak tanimlanr.
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ii)Verilen z,2"ve 2" € Cq = R® noktalar icin z'z” ve zz”

arasindaki Saatin tersi yoniindeki ag1

biciminde tanimlanir.
iii)z=t+qx , z =t +qx €Cqi¢in z ve z' nin i¢ carpimi
(z,2)=(ZZz+22)I2
seklinde tanimlanir.
Yukaridaki i¢ ¢arpimi daha agik bir sekilde ifadede edelim.
7=t+0X, Z=t+2BX —OX, Z=t+gx, z'= t+2BX X’
olsun. Buradan
z z'= (t+gx)(t +2Bx'—x)
= tt +2Bx t —gx t+gxt +20Bxx —g?xx’
= tt +2Bx t —gx t+gxt +2qBxx —(A+2Bq) xx~
= tt+2Bxt —gxt +gxt”+2gBxx -A xx -2Bq xx~
=tt'+2Bxt —gxt +gxt -A xx’
dir.
7z'= (t+2Bx —qx )(t +gx)
= t.t+OxX t+2Bxt +2Box.X —gxt —g°X.X
= tt+ox t+2Bxt +2Baxx —gxt —(A +2Bq)xx’
= tt+gx t+2Bxt +2Bgx.x —gxt —Axx -2Bgxx
= tt+oxt +2Bxt —gxt —Axx’
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(39) ve (40) taraf tarafa toplanirsa ;
2.Z2'+Z7'=tt +2Bx t—gx t-+qxt ~Axx “tt +gx t+2Bxt —gxt “Axx’
=2(tt+B(tx +xt)-Axx")
(zz'+22)2=2(tt +B(tx +xt") —Axx) /2
=t +B(tx +xt’) —Axx’
(z,2")=(zz'+z2')[2=tt +B(tx +xt }-Axx’

dir.

Aciklama:Bir z—z+zo 6teleme doniistimii ag1 ve uzaklik kavramini korur. Ayrica bir
donme déniisimii z—z p%* agiyr korur fakat k=+1 igin uzakligi korumasima ragmen ,

k=h i¢in isaret degistirir.
lz %% -2’ pPxlg= |z-2'q| 1O Iq
= |22 lolKlq

esitligi vardir.

Teorem 3.3.6. 2,z €¢Cq alalim, p(z) #0 , p(z)#0 ve buradaki saat yoniinde tersi olarak

olusan aciy1 ¢ ile gosterelim. Dogru pargas1 z0 ve z'0 dir.

(z,2")=Izly 2’| [cosq(p) +Bsina(p)]

dir.

Ispat: p(z) =r ,p(z)=r" ve
7=t +qx=r. ux

Z=t+gx =ru’”
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cosq (Hk):é sinq(6k)= ri cosq(e)= :— sinq(q)'):g o= a(z12)= ¢ 6k
Tanim 3.3.11 den |z|g=r K|g, ||z 1ol =T~
(z,2')= |zlolz 1al[cosq(e)+Bsing(y)]
= 11 [Klg[( 2B AT) +B( - 2 )]
= rr'Klq[ cosa(p -6k) +Bsina(e -6k)]=[zldllz’|el[cosa(p)+Bsina(p)]

dir.

Sonug: Simdi 0, z ve z "noktalarinin olusturdugu tiggeni géz oniine alalim. Bu tiggenin

kenar uzunluklari ;
a=lz-zq ,
b=lzlg
C=lzlq
dir . Buradan,;
a%= b? +¢2 -2|pb|c[cosq(e) +Bsing(e)]

esitligini yazariz ve buradaki orjin noktasindan saat yoniinde tersi olarak olusan agiy1
o ile gosterelim. Dogru parcast z0 ve z'0 dir ve ueR olmak iizere 41 yu (signu)u?

seklinde gosterilir.

Ispat: (z,2)=2Z
=|z|%q
dir.

(z—2,2—2"=(z,2)+ (2 z)- 2(z,2')
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esitligini kullanalim .

(z—12z—2")=|z — 2'|%

=32
dir.
(2,2) = |zI%
=¢?
dir
(z,2) = |2'%
= p?
dir.
(2,2')= |zla 2’|y [cosq(p) +Bsing()]
= be[cosq(yp) +Bsing(e)]
buradan ;

a%= b?+¢? -2|b|c[cosq(e) +Bsing(p)]

esitligini elde ederiz.

Pisagor Teoremi: z ve zortogonal ise (z,z")= 0 dir ve
a?="b? +¢2

dir.

Ispat :

a% = b? +¢? -2|b|c[cosq(e) +Bsing(p)]
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esitliginden
(2,2)= |2l |2]a [cosa() +Bsing(p)]
=0
oldugundan

a%= b%+¢ dur.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda Paul. Gal. Fjelstad tarafindan 2000 1i yillarin baslarinda ortaya
konulan c¢alismasi incelendi. Kompleks sayilarin ¢6ziimii kuadratik denklemlerin
¢Ozlimiiyle iliskili oldugundan bu denklemlerin 6zel ¢oziimlerine gore sayr kavraminin
genisletilecegi goriildii. Kompleks tipteki sayilarin genel denklemi elde edilip bu
sayilarin topolojik yapilar1 incelendi. Ayrica geometrik yapilari da incelenip

trigonometrik fonksiyonlar tanimlandi.
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