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This thesis consists of four chapters. In the first chapter, the aim of the thesis and a
brief information about the resource are given. In the second chapter, basic concepts
that will be used in the following sections are addressed. In the third chapter, some
quadratic surfaces with multiply quadratic have been obtained, their Lie Group
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1.GIRIS

1.1.Kaynak Ozetleri

Temel Kavramlar igin, Differentiable Manifolds, (R.S.Clark,F.Brickell) ve An
Introduction to Differentiable Manifolds and Riemannian Geometry (William M.
Boothby) kitaplarindan faydalanilmistir. H.Giindogan-B. Karakas’in ““Conics,
Quadrics and Hiperquadrics’’ adli makalesinde Kuadratik Carpim ve bu carpimla
elde edilen Kuadrik Yiizeyler ele alinmistir. H. H. Ugurlunun doktora tezinde, R3

Minkowski Uzayinda Lie Grup Yapilari ve C*-Etkiler gosterilmistir.

1.2.Calismanin Amaci

Kuadratik ¢arpimla Kuadrik yiizeyler elde etmek ve bu Kuadrik yiizeylerin Lie grup

yapilarini ve Lie grup etkilerini incelemektir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tanmim 2.1. (Harita): M bir ciimle olsun.

¢:M—R"

doniigiimii i¢in Dom ¢ = U olmak {izere asagidaki iki aksiyom saglaniyor ise ( U, )
ye M de bir n-boyutlu harita denir[1].

1) ¢ birebirdir,

ii) ¢ (U) R"de agiktr.

Tamm 2.2. (Haritalarin Bagdasa bilirligi): (U, @) ve (V,y),MdeU NV £4¢
olacak sekilde herhangi iki harita olsun.

yo ¢ eUNVY) — w(UNY)
doniistimii bir diffeomorfizm ise (U, o) ile (V, y) haritalar1 bagdasabilir denir[1].

Tanim 2.3. (C” -Atlas) :A = {( Ui, ¢i )}ic, M nin haritalarinin bir koleksiyonu olsun.
Eger, asagidaki iki aksiyom saglaniyor ise A ya M nin bir C* - atlasi denir[1].

i) M =U;g Ui

i) Vi, j eligin (Ui, i) ve (U;, yj) haritalar1 bagdasabilir.

Tamm 2.4. (Tam Atlas): M ciimlesinin bir C* - atlasi, M nin hi¢bir C* - atlas1

tarafindan ihtiva edilmiyorsa A ya tam atlas’tir denir[1].

Tanim 2.5. (Diferensiyellenebilir Manifold) :Bir M ciimlesinin bir C* - tam atlasina,
M de bir n-boyutlu C” - yap1 ve bu yapu ile birlikte M ye n-boyutlu

diferensiyellenebilir manifold denir [1].

Tamm 2.6.: M ve M', sirasiyla, n ve n' boyutlu iki diferensiyellenebilir manifold

olsun. Bir



MM
fonksiyonu verilsin. me M ve f(m) deki haritalar, sirasiyla, ¢ ve @' olmak tizere
F=¢'of 0 97 R" > R"

fonksiyonuna f nin koordinat temsilcisi denir [1].

2.2.Lie Grubu ve C” -Etkiler

Tanmim 2.7. (Lie Grubu) : G bir grup ve diferensiyellenebilir manifold yapisina sahip
olsun.
0:GxG—-G

(911 02 ) - e(glv 02 ) = 0102
Bi¢iminde taniml1 6 grup fonksiyonu diferensiyellenebilir ise G ye bir Lie grubu

denir[1].

Tamm 2.8. (C” -Etki): G bir Lie grubu ve M bir C* -manifold olsun.
0:GxXxM->M
dontistimii C” ve asagidaki ozellikleri sagliyorsa, G Lie grubu M
diferensiyellenebilir manifoldu tizerine C* etki ediyor denir [2].
i) V01,0, € G ve V peM ig¢in;
6(91, 6(92, ) = 6(9192, P)

ii) eeG birim eleman olmak iizere VpeM ig¢in;

O(e,p)=p dir.

Teorem 2.1. G bir Lie grubu ve M bir diferensiyellenebilir manifold olsun.
0:GxM—-M

C” - etkisi verilsin. VgeG igin
oM —->M
p — 64(p) = 6(g, p)

biciminde tanimlanan 64 doniigimi bir diffeomorfizmdir[2].

Tamim 2.9. G bir Lie grubu ve M bir diferensiyellenebilir manifold olsun.



0:GxM—-M
C” - etkisi verilsin. PEM bir alt ciimle olmak iizere GP,
GP = {6(9, p) | 9€G, peP}
biciminde tanimlanir. Tek elemanli {p}cM alt ciimlesi igin
G{p} ={6(9, p) | 9G}
dir.
G{p} , kisaca Gy ile gosterilir ve peM noktasimnin, G nin 6 C* - etkisi altindaki

yoriingesi olarak adlandirilir[2].

Tanmim 2.10.(Gegisli Etki) : G bir Lie grubu ve M bir diferensiyellenebilir manifold
olsun. 6 : GXM — M bir C” - etki olmak tizere, eger; V my,m; igin

mz=6 (g, m)
olacak sekilde bir geG varsa G, M {izerine gegisli olarak etki ediyor denir[2].
Sonug 2.1. 0 : GXM — M C” - etkisi gegisli ise bir tek yoriinge vardir ve bu yoriinge
M nin kendisidir.

Tanmim 2.11. ( Effective Etki) : G bir Lie grubu ve M diferensiyellenebilir manifold
olsun. 8 : GXM — M C” - etkisi verilsin. Vm € M igin 64(m) = m esitligi, yalnizca

g = e i¢in saglamyor ise G, M tizerine etkili olarak etki ediyor denir[2].



3. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde Kuadratik ¢arpim adi verilen bir ¢arpim tanimlandi. Bu ¢arpim
kullanilarak bazi Kuadrik yiizeyler elde edildi. Bu Kuadrik yiizeylerin Lie grup
yapilar1 ve C”-etkileri incelendi.

3.1. Kuadratik Carpim

Tanmim 3.1.(Kuadratik Carpim ) > 1, R de bir agik aralik ve f: I — R bir siirekli
birebir fonksiyon olmak iizere; C = { (x4, X3) | X, =f(X1) , x;€ | } egrisini ve R? de
tek simetri merkezli ve non-dejenere bir K konigini ele alalim.

v (XllXZ) eCveV (yl,yZ) S Kl(}ln

® : ((x1,%2) , (y1.¥2)) = (Kay1 » X1¥2 1 X2)
ile tanimh

®:CxK—R®
fonksiyonuna bir Kuadratik Carpim ad1 verilir[5].

® (C x K) ciimlesi R®te bir yiizeydir.

® (C x K) =Q diyelim.

Buna gore asagidaki teoremler verilebilir.
Teorem 3.1. ® : C x K — Q fonksiyonu birebirdir[5].

Teorem 3.2. 0el i¢in f (0) = k olmak {izere;
Q-{(0,0k)} =Q*veC-{(0,k)} =C* ile gosterilsin.
Bu durumda ®* fonksiyonunun inversi vardir ve

®': Q* - C* x K

u \%

Tw) Tt w)

(u,v, w) — &L U, v, w) = ((F(w) ), (7 )) dir. [5]

Sonu¢ 3.1. K=S'={ (y; ,y,) eR? | y2 + y2=1} olsun. Bu durumda



® (C x SY) bir donel yiizeydir[5].

3.2. Koninin Lie Grup Yapisi

Tanim 3.1. de C = {(x4,X3) | Xy = Xq , X3 €R} alalim.

Sonugtan 3.1. den dolay1 ® (C % st ) bir donel yiizeydir.

Bu dénel yiizeyi K ile gosterelim.

v (a,b) e Cve V (x,y) e Sticgin

®:CxStS XK

((a,b), (x,y)) = (ax, ay, b)

olmak lizere

K = { X =(x1,%5,%3) € R® | x2 +x5—x%=0}

dir ve bu bir konidir.

N\

/

AR
K

Sekil 3.1. Koni

)

Teorem 3.2.1. C* = {(x4,X3) | Xy, =X;1 , X1 €R - {0}} olmak iizere

V (a, b) (c, d) € Cigin
(@, b).(c,d) — (a-cc, b-d)

ile tanimlanan *“-*” i¢ islemi ile birlikte C bir Abel grubudur.

Ispat: - islemi birlesimlidir.

- iglemine gore birim eleman e=(1,1) € C dir.

.,
'~
>,



.. 411 .
V (a,b) € Cigin (a,b)” = (; 'Y ) e Cdir.
- islemi degismelidir.
Buna gore (C ,-) bir Abel grubudur.
K*=K - {(0,0,0)} olmak iizere F* iizerinde

V X =(%1,Xp,X3) Ve Y = (y1,¥2,¥3) € K* igin;

(X, Y) = (X1y1 — X2¥2,X1Y2 + X2¥1, X3Y3)

ile tanimlanan
O K*xK*—->K*

i¢ islemini ele alalim. Buna gore asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.2. (K*, ® ) ikilisi bir degismeli gruptur.
Ispat: i) Kapalilik Ozelligi:
V X'=(x1,%Xz,X3 ) Ve Y = (v1,¥2,¥3) € K* icin;
O (X, Y) = (X1y1 — X2¥2,X1Y2 + X2¥1,X3Y3)
(X1y1 — X2¥2)” + (%Y + Xoy1) — (X3y3)° =0
dir. O halde X ® Y € K* olup ® islemi kapalidir.

ii) Birlesme Ozelligi:
V X =(X1,%2,%3) , Y = (Y1, Y2, ¥3) Ve Z = (21,24, 23) € K*
(XOY)OZ=(x3y323,X3y323) ©

X1Y1Z21— X2Y2Z21—X1Y2Z2— X2V1Z2 X1YV1Z2— X2Y2Zp+ X1Y2Z1+ X212
X3Y3Z3 X3y3Z3

= (%1 (Y121 -¥222) - X2 (V221 + Y1Z2) , X1 (V1Z2 + Y221) + X3 (Y121 - Y2Z2) , X3Y32Z3)

= (X1,X2,X3 ) © (V121 - YaZo , Y122 + Y221, Y323 ) = X O (Y O Z)
iii) Birim Eleman:
V X = (xq,X,,%X3) € K*icin;
XOe=X

Olacak bigimde € = ( ey, €5, €5 ) € K* elemanini bulalim.



XOe=X
den;
X161 — X263 = X4 X1€; + X€1 =Xy X3€3 = X3
sistemi elde edilir. Buradan; e;=1, e, =0ve e; =1 bulunur.

O halde @ islemine gore birim eleman e = ( 1,0,1) € JK* dur.

iv) Ters Eleman:
V X = (Xq,X5,X3) € Q% igin;

XOX'=e

Olacak bi¢imdeki X'= (x'y ,x'5,X'3 ) € K* elemanini bulalim.
XOX =¢e

den;

X1X'1 — XX =1 X1X'p + X%X'1 =0 X3X'3 =1

sistemi elde edilir. Buradan;

X1 —X9 1

!

X1 !

X'

S ) =2 .92

bulunur. O halde ® islemine gore X = (X4, X, X3) € K* elemanmin tersi

Xq —X

X'=(=

1
—_— :R*
Z 2 raZ '2)E
X1 +X3 X7+X; X3

dir.

v) Degisme Ozelligi:
XOY=(xX1y1 — X2¥2,X1Y2 + X2¥1, X3Y3 )= (V1X1 — ¥2X2, Y1X2 + ¥2X1,¥3X3) = YOX

O halde (K*, ®) ikilisi bir degismeli gruptur.

Teorem 3.2.3. * bir 2-boyutlu diferensiyellenebilir manifolddur.
Ispat: Up = { (X1,Xp,%3) € K* | x3 > 0}

Uo={ (Xq,X5,%X3) € K* | X3 < 0}
climlelerini ele alalim.

91 Ui c K* > R?



(X1,X2,X3) = (X1,X2)
02 Upc K* > R?
(X1, X2, X3) = (Xq1,X3)
doniistimleri i¢in
o @1 Ve @ birebirdir.
© 9, (U)=R-{(0.0)} ve ¢, (Uz) =R*-{(0.0)}
ciimleleri R? de birer agik oldugundan ( Uz, 1) ve (U, @) doniisimleri K * n

2-boyutlu birer haritasidir.

Ayrica Uy U U= K* ve Uy U, = oldugundan
A={(U1, ¢1),(Uz @) }ailesi I* 1n bir C-atlasidir.

Bu C*-yapr ile birlikte J* , bir 2-boyutlu diferensiyellenebilir manifolddur.

Teorem 3.2.4. JC* bir Lie grubudur.

Ispat: Teorem 3.2.2. den (K* , ® ) bir degismeli gruptur. Teorem 3.2.3. den JC* bir
diferensiyellenebilir manifolddur. Ispat icin @ grup isleminin diferensiyellenebilir

oldugunu gosterecegiz.

x * *
X X X O] : X
i X ¢; o 1<i,j, k<2
R> x R? ) R?
_>

Sekil 3.2. ¢ doniislimiiniin diyagrami



d= oo ©o (i X j )'l doniistimiiniin diferensiyellenebilir oldugunu gosterecegiz.
i=1,j=1vek=2alalim.
Vu=(uy,uz),v=(vy,v2) € (@i X @j) (U1 X Uz ) igin

¢:‘P2 El)uzi\/u%-l_u% ]’ E’erZ'VV%_*_V%]}

_ 2 2 2 2
O=02 uyvy — uyvy ,uy vy + uzvl,\/u1 + u; \/Vl +v2]

¢ = (uvy —uzvy,uyvy + Uyvy)
= ¢ diferensiyellenebilirdir
= © diferensiyellenebilirdir

Buna gore K* bir Lie grubudur.

Dayanak egrisi x3 = 1 diizleminde (0, 0, 1)-merkezli, r-yarigapli cember ve tepe
noktasi orijin olan konigi K, ile gosterelim. Bu durumda
K, = { X = (X1,X,X3) € R® | x? +x2 —x%r?=0}

dir. Buna gore asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.5. K7 =K, —{(0,0, 0) } olmak iizere Iy bir diferansiyelenebilir
manifolddur.
fspat:
Up ={ (X1,X2,X3) € R | x3 > 0}
Up={ (Xq,X5,X3) € R® | X3 < 0}
climlelerini ele alalim.
I, :U c Ky — R?

(X1,X2,X3) = (X1,X3)
I: U, :]C:.—> ]RZ
(X1:X2,X3)_> (X1,X32)

doniisimleri igin

i)IT; ve 11, birebirdir.
i, (Uy) = R*—{(0,0)}ve I, (Up) = R?-{(0,0)}

10



ciimleleri R? de agik oldugundan ( Uz IT;) ve (U, IT,) doniisimleri r1n

2-boyutlu birer haritasidir.

Ayrica Uy U U= K* ve Uy U, = oldugundan
A={(Uy I11),(Uz I1,) }ailesi Iy m bir C*-atlasidir.

Bu C”-yapi ile birlikte JCy. bir 2-boyutlu diferensiyellenebilir manifolddur.

3.2.1.5C* Lie Grubunun ¥; Manifoldu Uzerine Bir C*- Etkisi

Bu bolumde;
0:K* x K - Kt
donlisimiinii. V X = (X1, X3,X3) € K*ve Y = (y41,¥,,¥3) € Ky igin
B (X, Y) = (X1y1 — X2¥2,X1Y2 + X2¥1, X3Y3T')

seklinde tanimlayalim.
Teorem 3.2.6. Yukarida tammlanan © déniisiimii K* Lie grubunun K° manifoldu
lizerine bir C*- etkisidir.

Ispat: i) © diferensiyellenebilirdir.

R? x R?

Sekil 3.3. ¢ doniisiimiiniin diyagrami

¢=IIxyo000 (9,01 )! doniisimiiniin diferensiyellenebilir oldugunu gésterelim.

11



i=1 j=1 ve k=2alalim.

& =11, ((6 (%% +52), V1, Y2, -V/¥Z +¥2)))

1
(I):HZ (X1y1 — X2¥2, X1¥2 T X2¥1 1;\/X% +X§ \/Y% +Y§ )

¢ = (x1y1 — X2¥2, X1¥2 + X2¥1)

= ¢ diferensiyellenebilirdir.

= 0O diferensiyellenebilirdir.

i) V X = (X1,X2,X3) Ve Y = (1,2, V3) eK* ve Z =(z4,2,,23) ¢ Ky igin

O(X,0(Y,Z2)=6(X0OY,2)

esitligi © isleminin birlesme 6zelliginden agiktir.

iii) e=(1,0,0) e X* ve VP=(py,psps3) € Ky icin

(e,P)=P

dir. O halde © bir C*- etkidir.

Teorem 3.2.7. 6 C™- etkisi gegislidir.
Ispat: vp ge K; igin
p=6(Xq)

olacak sekilde X = (x4, X5, X3) € K™ elemanimni bulalim.

p=06(X,q) ise
X191 — X242 = P1

X1q2 + X291 = P2

X33l = P3
sistemi elde edilir. Buradan;
%, = p1¢1; + p;Qz
qi +q3
X, = sz; - p;CIZ
qi t a3
oo
qsr

+ —_
x = (BaitPedz PaiTPidz Bs g o gex pyjunur,
q1tdz q1+dz qsr

12



O halde 6 etkisi gegislidir.

Sonug 3.2.1. Herhangi bir p e XK} icin (K*)g, 6 etkisine gore p nin yoriingesini
gostermek lizere

K = XK
dir.

Teorem 3.2.8. K* Lie grubu  J; manifoldu iizerine etkili olarak etki eder.
Ispat: 0=1(81,8283) € K*vem=(m;,my,m3) € K; icin
©(g,m)=m
esitliginin sadece g = e i¢in saglandigini gosterelim.
©(g,m)=mise
1My — gMy = My
gim; + gomy; = m;,
g3M3 = M3
sistemi elde edilir. Buradan; g; =1 , g, =0, gz =1 bulunur.
Yanig=(1,0,1)=e e K* oldugu goriiliir.
O halde © etkisi etkilidir.

3.2.2. C* Lie Grubunun R3 Uzerine Bir C*- EtkKisi

Boliim 3.3. te verilen
0:%* x Ki > K
C”- etkisini ele alalim.
VreR" igcin Ky <R3 oldugundan
0 (X, Y)=0 (X, Y)
olmak tizere;
0 K*X R3— R3
doniisiimiinii goz oniine alalim. Acikga goriilirki VY € R3 ve V X € H* i¢in

yi +yz —ysr’=0

13



olmak tizere;

0" (X, Y)eK* <R3 tir.

Teorem 3.2.9. ' : K*X R3— R3
0" (X, Y)= (X1y1 — X2¥2,X1Y2 + X2¥1,X3Y3T )
seklinde tanimlanan 6’ doniistimii bir C* etkidir.
Ispat: i) ¥ X € K*, Y = (y1, V2, ¥3) € R¥i¢in
yi+ys—y3r’=0
olmak iizere Y € ¥y oldugundanve ©' (X, Y )=0 (X, Y)biciminde

tanimlandigindan teorem 3.2.6. dan © , C* oldugundan 6’ de C* dur.

i) VX, YeXK*veVPeRicin
e (X,0 (Y,P)=06"(X,0(Y,P))
=0 (X,06(Y,P))
=0(XQY,P)
=0’ (XQOYVY,P)
dir.
ii)e=(1,01)vevpeR¥icin
6 (ep)=6(ep)=p
dir. O halde ©’ de bir C*-etkidir.

Sonug 3.2.2. Herhangi bir p = ( p1, p2, p3) € R® noktasinin 6 etkisi altindaki
yoriingesi (FC*)'(py ile gosterilmek ve p? + p3 — p3r?= 0 olmak iizere
X'y = K
dir.
Ispat: ¥ p=(p1,p2ps) € R¥ve p? + p3 —pér2=0olsun.p e K} dir. 0,
C”-etkisine gore sonug 3.2.1.den;
XK= Ky
idi. Buna gore,

(Km={ge Ki|q=6(X,P), VX eK*}

14



={ge K;:|q=0"(X,P),V X eXK*}

= (X'
dir.
Dolayisiyla,
FHK)m= K r
dir.

3.3. Tek Kanath Hiperboloidin Lie Grup Yapisi

Tamm 3.1. de C = { (x4,%,) € R? | x? — x2 =1} alalim.
C={(x4,xy)eC |X1 > 0}
olmak iizere sonug 3.1. den dolay1 ® (C x S') bir donel yiizeydir.
Bu donel yiizeyi H ile gosterelim.
V (a,b) e Cve V (x,y) e St igin
R:CxS'>H
((a,b), (x,y)) = (ax, ay, b)
olmak iizere
= { X = (X1,Xp,X3) € R® | X2 +x2—x%=1}

dir ve bu bir tek kanatli hiperboloiddir.

Sekil 3.4. Tek Kanatli Hiperboloid

15



Tanim 3.3.1.H={a+hb | a, b e R, h%=1} ciimlesine Hiperbolik Sayilar ciimlesi
denir[3].
Va=a;+tha,,b=b; +hb, € Hi¢in
ab=(a;- by+a,- by)+h(a;-by+a,-by)
i¢ islemiyle birlikte (H , -) bir Abel grubudur.
C—> R* —> H

(apaz) » (a,az) 2 a; +ha,
birebir doniisiimiinii ele alalim.

H {izerindeki i¢ islemden faydalanarak C iizerinde bir i¢ islem tanimlayacagiz.
CXC — R°XR*—> HxH —> H N
(a,az),(by, b)) = (agaz),(by,by) — (a;+hay),(by+hby,) —  (ajb; +a,b,) +h(asb, +a,b;)

R® —> C
(a;by +a,b, ,a;b, +a,b;) = (aby +a,b, ,a;b, + azby)
doniisiimii dikkate alinirsa
-:C X cC ——> C
(a1, az), (by, b)) ——> (a;by +azby,a;b; +a;by)
i¢ islemini elde edilir.

Buna gore asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.1. ( C, ) bir Abel grubudur.
Ispat: - islemi birlesimlidir.

- islemine goére birim eleman e = (1, 0) € C dir.

a a
‘v’(a,b)eCi(;in(a,b)'l=(212,— Zzl)eCdir.

aj
- islemi degismelidir.
Buna gore (C ,-) bir Abel grubudur.

H iizerinde;

V X =(%1,Xp,X3) Ve Y = (y1,¥2,¥3) € H igin;
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X1Y1—X2¥2 )
)

OMXY)= [(\/1"' x2 1+ y3 +X3Y3)(
f1+x§ /1+y§

(V14 x2/1+ y2 +xsy5 )(\/Xl—szrxzy1 ) (ysv/ 1+ B +x3/ 1+ 3%)}
1+x§’1+y§

OHxH-H

ile tanimlanan

i¢ islemini ele alalim.

Buna gore asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.2. (', ® ) ikilisi bir degismeli gruptur.
Ispat: i) Kapalilik Ozelligi:
V X'=(x1,X2,X3) Ve Y = (y1,¥2,y3) € H igin;

2 2
X1y1 — X2¥2
<\/1+X§\/1+y§+x3y3>< - 2)
V1t x5y 1+ ¥

2
2
+(J1+x2 1+ y2 +x _Xavat Xayn
(\/ 3\/ Y3 3Y3) \/Tx%\jryg
— (ysy 1+ x§+x3¢ 1+ y2 )
2
:(\/1+X§\/1+Y32, +X3Y3)

2 2
< X1y1 — X2¥2 >+< X1Y2 + X2¥1 )
V1+ x5y 1+ y3 V1t x3y1+y3
— (ys/ 1+ xf+x3/ 1+ y3 )

2
=(\/1+ x 1+ y} +X3Y3) — (ys/ 1+ x3+x3/ 1+ y2)* =1

dir.Ohalde X®Y)e H olup ® islemikapalidir.

ii) Birlesme Ozelligi:
V X=(X1,X2,%3), Y = (Y1, Y2, ¥3) Ve Z = (24,24, 23) e H
XOY)OZ=
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[(1 23(y3/1+x§+x3 1+y3)
+
/1+z§\/1+(y3 ’ 1+ %2 + X3 / 1+ y%)2

( X1Y121—X1YpZ2—X2Y021—X2Y1Z2 )
]

/1+X% /1+y§
z3 (y3 / 1+x§ + X3 1+y§)
(1+
/1+z§\/1+(y3 ’ 1+ %% + x3 | 1+ y3 )2

( X1Y2Z21+X1Y122+X2Y121—X2Y2Z) )
/1+x§ /1+y§
23\/1+(y3\/1+ X2 + x3y 1+ y2)2+ 1+ 22 (y3\/1+ X3 + x3y/ 1+ y§)
X3 (Y3\/ 1+ 23 + 23\/ 1+y3)

/1+x§\]1+(y3 / 1+ 23 + 73 / 1+ y%)2

(X1Y1Z1—X1Y2 Z—X2Y> Z1—XZY122)
)

/1+z§ /1+y§
/ 2 2
X3 (y3 |1+z3+2z3 | 1+y3)
(1+
’1+X§\]1+(y3 / 1+ z% + 73 / 1+ y% )2

(X1YZZ1 +X1Y1Z2+X2Y1Z1—X2Y 2 Zz)
]
’1+z§ /1+y§

x3\/1+(y3\/1+ 22 + 73 1+ y2)? /1 +x2 (y3w/1+ zZ + x3¢ 1+ yg)}

)1+ x2/1 4 y3+x3y3)

)1+ x2/1 4 y3+x3y3)

=|(1+ )(V1+23V1+ yi+z,y)

)(\/1 + Zg\/l + Y§+Z3Y3)

=X0O((Y 02
dir. O halde # islemi birlesmelidir.
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iii) Birim Eleman:
V X = (X1, Xp,X3) € H igin;
XOe=X

Olacak bigimde ¢ = (e, e,, €3 ) € H elemanini bulalim.

X©®e=X
den;
X3€3 —
(x16; —xz€7) (14 ) - X
/1+x§ /1+e§

X3€3

) - X2
/1+X§ /1+e§

es1+ x2 +x3/1+ e2=x,

(xie2 + %6, ) (1+

sistemi bulunur.
Son esitlikten e;=0 elde edilir. Bu deger 1. ve 2. esitlikte yerine yazilirsa
e, =0 ve e; =1 bulunur.

O halde © islemine gore birim eleman

e=(1,0,0) € H dir.

iv)Ters eleman:
V X = (Xq,Xp,%X3) € H igin;
XOX'=¢e
Olacak bigimdeki X' = (x';,%'5,%'3 ) € H elemanini bulalim.
X X'=e
den;
X3X'3

’1+x§ f1+x’§

X3X'3

(X1X'3 + X% )(1+ —=—=—)=0

[1+x§ f1+x'§
X3 [1+ x5 + X3/1+x% =0

(x1X'1 — XX'5) (1+ =1

sistemi bulunur.
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Son esitlikte x'3= —x5 elde edilir. Bu deger ilk iki esitlikte yerine yazilirsa
x'1= X4 Ve X'5 = —X, oldugu goriiliir.
O halde ® islemine gore X = (X4, X5, X3) € H elemaninin tersi

X'=(xq, =Xz, —X3)e H

tir.

v) Degisme Ozelligi:

X1Y1—X2Y2 )
)

(\/1"' x2\ 1+ y? +X3Y3)(
f1+x§ /1+y§

(\/1+X§\/1+ V5 +X3y3 )(\/Lyz:'xz)ﬁ 2)’(}’3\/ 1+ x5+x3¢/ 1+ y%)}
1+x3’1+y3

XOY=

:|:(\/1+ yg\/1+ x3 +y3x3)( Y1X1—Y2X2 ) |

(V1+ y2J1+ %2 +ysxs )(\[szjyle 2),(X3\/1+ 2 +ysy 1+ X%)}
1+y3 ’1+x3

O halde (# , ®) ikilisi bir degismeli gruptur.

=YOX

Teorem 3.3.3. H bir 2-boyutlu diferensiyellenebilir manifolddur.
Ispat: Ur = { (X4, Xp, X3) € R | x; > 0}
Uy ={ (X1,Xp,X3) € R | X, > 0}
Us=1{ (X1,X2,X3) € R® | X, < 0}
Us={ (X1,X3,X3) € R | X, < 0} ciimlelerini ele alalim.
orUicH — R?
(X1,X2,X3) = (X2,X3)

02. U2C.7'[—>]R2
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(X1, X2, X3) — (X1»X3)
03 Usc H — R?
(X1, X2,X3) = (X2,X3)
o Usc H > R®
(X1,X2,X3) = (X1,X3)
doniistimlerinin her biri i¢in 1< i < 4 olmak {izere
i) @i birebirdir.
i)  ¢i(Ui)c R*dir.

Buna gore (@i, U;) doniisiimleri J£ nin 2-boyutlu birer haritasidir.

Ayrica (@, 097" ), (9, 007" ), (9, 0 07" ), (¢, 0 ¢, ') doniisiimleri birer
diffeomorfizmdir.

Ormnegin; ( ¢, 0 (P1_1 ) doniistimiinii ele alalim.

(0, 007") (1, %2%3) = 0,(V1= (3 =x3) ,%2,%3) = V1= (= x3) ,%3)
oldugundan (¢, o ;") déniisiimii diferensiyellenebilirdir. Benzer sekilde

(o, 0 @;1 ) doniisiimiiniin de diferensiyellenebilir oldugu gosterilebilir. O halde
(p,0 (le ) dongiimii bir diffeomorfizmdir.

Benzer sekilde (¢, 0 ;") , (9, 0 97" ), (9, 0 @;' ) doniisiimleri de birer
diffeomorfizmdir.

O halde J bir 2- boyutlu diferensiyellenebilir manifolddur.

Teorem 3.3.4. 3 bir Lie grubudur.

Ispat: Teorem 3.3.2 den (' , © ) ikilisi bir degismeli grup ve teorem 3.3.3. den H
bir diferensiyellenebilir manifolddur. O halde @ isleminin diferensiyellenebilir

oldugunu gostermeliyiz.

J/(Pi ®; o 1<i,j,k <4
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R? X R? P R?

Sekil 3.5. @ doniislimiiniin diyagrami

® =, o (p; X cpj)'l doniistimiiniin diferensiyellenebilir oldugunu gosterecegiz.
i=1,j=1 ve k=2 alalim.
Vu=(uy,uz),v=_(vy,vz) € (@i X ;) (U X Uz)igin

¢=<%<D«J1—0€—UQ,W,%)J 1— (v —v3), v, v3))

(“ﬁfﬁzﬂﬂ W — w1 — (V2 —vD)-upv,)

(1+\[$‘:/37)(uzvl_(vz_V3)+V2V1_(u2_u3 )
1 u3 1 v3

Uzy/1—v3 +v3y/1—uj )-‘
o= (1 Jﬁvfﬁg)wl (03 —WVT=(F VD) - uzva)
Uzy/1—v3 +v3y/1—uj ):l

= @ diferensiyellenebilirdir.

= © diferensiyellenebilirdir.

O halde J bir lie grubudur.

Tanm 3.1 de C*.= { (x1,%,) € R? | x2 — x2 = r? } alarak elde edilen tek kanatl
hiperboloidi # . ile gosterelim.
Bu durumda;
H,. ={(x1,%X,%3) € R® | X2+ x2—x3=r%}
dir.

Buna gore asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.5. .. bir diferensiyellenebilir manifolddur.
fspat:
U]_ = { (X11X2)X3) S ]Rs | X1 > O}

Uo={ (X1,X3,X3) € R’ | X, >0}
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Us= { (xu,%5,%5) € R? | x; < 0}
Us={ (X1,Xp,X3) € R® | X, <0}
climlelerini ele alalim.
:U;c H, — R?
(X1,X2,X3) = (X2,X3)
:UycH, - R
(X1, X2, X3) — (X1»X3)
I3 Usc K, — R?
(X1,X2,X3) = (X2,X3)
I Uyc K, — R?
(X1, X2, X3) = (X1,X3)
doniistimlerinin her biri i¢in 1< i < 4 olmak {izere
) IT; birebirdir.
i)  IL(Ui)c R?dir.
Buna gore (Ui, IT; ) doniisiimleri . nin 2-boyutlu birer haritasidir. Ayrica
(HZOHI1 ), (I, o ;') , (I, o ;') , (I, o I1;' ) déniisiimleri birer
diffeomorfizmdir.

Ornegin; Ul N U, # @ olmak iizere ( I1, o I1; ") doniistimiinii ele alalim.

H2 OHI1:H2('\/r2_X%+X§,Xz,X3)
=(r2 — x5 + x5 ,x3)

(I, o IT1;' ) doniisiimii diferensiyellenebilirdir. Benzer sekilde (I, o )t
doniisiimiiniin de diferensiyellenebilir oldugu gosterilebilir. O halde (T1, o Tl )
doniisiimii bir diffeomorfizmdir. Buradan;

A={(U 1) | 1<i <4} ailesi F£, nin bir C*-atlasidir,

Bu C*-yapi ile birlikte ,.  bir diferensiyellenebilir manifolddur.

3.3.1. H Lie Grubunun H, Manifoldu Uzerine C*- EtKkisi
Bu boliimde

23



O HXH, > H,
doniisimiinii
V X=(x1,X2,X3) € H Ve Y =(yy,y2,y3) €,

i¢in

0 (X, Y)= ((xay1 — Xoy2) (1 + —=2—) , (Xoy1 + Xay2) (1 + —=2—),
r M 2 /1+X§ ,r2+y§ e e /1+x§ ’r2+y§
Y3/ 1+ X5 +x3/12 +y3) }

seklinde tanimlayalim.

Buna gore asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 3.3.6. Yukarida tanimlanan 6 dontsimi JH Lie grubunun H,.

manifoldu iizerine bir C*- etkisidir.

Ispat: i) © doniisiimii diferensiyellenebilirdir.

(pi x IT;) Ik 1<i,j,k<4

Sekil 3.6. @ Doniislimiiniin Diyagrami

® =TIko 0O o (pi X Hj)'l doniistimiiniin diferensiyellenebilir oldugunu gosterecegiz.
i=1,j=I ve k=2 alalim.
VU:(ul,uz),V:(Vl,Vz) S ((P| XHJ)(U]_X Uz)lgln

D= Hz{e(vl—(u%—uﬁ),uz,u3),(\/r2—(V§—V§),V2,V3)}

= Hz[(\/l — (u3 - u%)\/rz — (V3 —=v3) —upvy)(1 +%) ,
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Vo1 — (U2 — u2) + up/12 — (vZ —v3) (1 + —=23

/1+u§,r2+v§)’

:|§\/1 — (U2 —ud)rz — (vi —v3) — uzvz) 14+ -—="=3

H
,1+u§,r2+v§

= & diferensiyellenebilirdir.
= 0O diferensiyellenebilirdir.
i) V X = (xq,X0,X3) Ve Y = (y41,Y2,V3) € H ve Z=(zq,2,,23) € H,igin
6(X,0(Y,Z2)=6(X0OY,2)
esitligi © isleminin birlesme 6zelliginden agiktir.
i) e=(1,0,0)e 3 ve VP=(py,pzp3) € H,igin
(e, P) =P dir. O halde 6 bir C*- etkidir.

Teorem 3.3.7. © C™- etkisi gegislidir.

Ispat: vV p, q e H,igin
p=6(Xq)
olacak sekilde X = (x4, X5,X3) € J elemanim bulalim.
p=06(X,q) ise
X303

X3Q3 )
1

p=[(x1q; —X2q2)(1 + =—7—=) , X2q1 + X1Qx)(1 + —7——
E tH 2z ,1+x§/r2+q§ 2 12 /1+X§/r2+q§
Q3\/1+X§+X3\/F2+qg)}

Buradan;

X
(X191 — X2q2) <1 + 313 ) =P
V1+x3r2 +aq3

X3(3

V1+x3yr2 +aj

(x2q1 +X192) (1 + = P2

qsv' 1+ x2 +x34/r2 + q3 = p3

sistemi elde edilir. Bu sistem ¢oziiliirse
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2

ps\/r2+q§—q3\/r2+p§

/r2+q§\/r2+
— ( p1Q1+pZQZ)

X
ai+q3 2
[r2+a3 [r2+ p3Jr2+q%—q3Jr2+p§ +d3 p3Jr2+q§—q3Jr2+p§
2
P21 = Pidz, Vet qg\/rz + [PV + &% — as/r + 1}

qi — a3 2
P \/rqé\/r2 + [pov/Z + @ = asy/TZ + P3| + ds [pov/T2 + & — 45y/72 + 3
P3 /r2+q§—q3 /r2+p§]
)
r

O halde © C™- etkisi gegislidir.

bulunur.

Sonug 3.3.1.Herhangi bir p € H,. i¢in ()}, O etkisine goére p nin yoriingesini
gostermek lizere

(M{p} = :}tr
dir.

Teorem 3.3.8. H Lie grubu H,. manifoldu tizerine etkili olarak etki eder.

Ispat: 0=(81,82 83) € H vem = (my, m,, m3) € H, igin
6(g,m)=m

esitliginin sadece g = e i¢in saglandigin1 gésterelim.

(g, m)=mise

g3M;3
(g1my; —gom,) | 1+ > = = my
V1+g3yr2 +mj

g3M3
(gomy +gmy) |1+ > == m;
\/1 + g3\/1‘2 + mj

m3./1 + g2 + g34/r2 + m% = my

olmalidir. Buradan g, =1, g, = 0, g3 = 0 bulunur. Buna gore

g=(1,0,0)=e € HH oldugu goriiliir.
O halde © etkisi etkilidir.

3.3.2. H Lie grubunun R3 iizerinde bir C*-Etkisi
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vreR" igin H, < R? oldugundan
o :H x R® - R3
fonksiyonunu diistinelim.
' (X, Y)=0(X,Y)
olacak sekilde
0 (X, Y)=0(X,Y)=(x1y1 = %2¥2) (1 + —=r—=),

’1+x§’r2+y§

(Xy1 +xy72) (1 + —=2—), Y3y 1+ x5+ %3412 +y3)
[1+x§fr2+y§

Teorem 3.3.9. ©' J Lie grubunun R3 iizerinde bir C* etkisidir.

olsun.

Ispat: )V X e H Y = (y1, V2 ¥3) € R¥igin
yi+yi—yi=r’
olmak iizere Y € H, oldugundan ve 0’ (X, Y ) =06 (X, Y) bigiminde
tanimlandigindan teorem 3.3.6. dan © , C* oldugundan 6’ de C* dur.
i) VX, Y ed vevPeR®icin
B (X,0' (Y,P)=06"(X,06(Y,P))
=0 (X,0(Y,P))
=0(XOY,P)
=0 (XOYVY,P)
dir.
i) e=(101)vevpeR®iin
o' (e,p)=6(ep)=p
dir. O halde ©’ de bir C*-etkidir.

Sonug 3.3.2. Herhangi bir p = (py1, p2, p3) € R® noktasinin ' etkisi

altindaki yoriingesi (H)'(p) ile gosterilmek ve p? + p3 — p%=r? olmak iizere

3 =3,
dir.
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Ispat: ¥ p=(p1,p2 ps3) € R®ve p? +p3 —p3=r?olsun.p € K, dir. 6, C*-
etkisine gore sonug 3.3.1. den
FH)py = H,
idi. Buna gore,
H)p={aeH | q=6(XP), VvXecH}
={geH,|q=0"(X,P),VXecH}
=(3H)'p
dir. Dolayisiyla,

H)w=H,
dir.

3.4. iki Kanath Hiperboloidin Lie Grubu Olup Olmadiginin incelenmesi

3.1.Tanim da C = {(x4,X;)€ R? | —x% + x5 =1} alalim.
3.1.Sonugtan dolayr ® (C x S') bir donel yiizeydir.
Bu dénel yiizeyi Q ile gosterelim.

¥ (a,b) e Cve V (x,y) € Sticin

®Cxs'—>Q

((a,b), (x,y)) = (ax,ay,b)

olmak tizere;
Q = { x=(Xq,X5,%3) € R® | —xf—x%+x%=1}

dir ve bu bir ikikanatl hiperboloiddir.
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Sekil 3.7. Iki Kanatli Hiperboloid

Teorem 3.4.1. Q 2-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifoldur.

Ispat : Up = { (X1,X3,X3) € R3 | x3 > 0}

Uz=1{ (X1,Xp,X3) € R3 | x3 < 0}
climlelerini ele alalim.
01: U cQ— R?
(X1,X2,X3) " (X1,X32)
02 Uyc Q— R?
(X1,X2,X3) "~ (X1,X2)
dontistimleri i¢in
i) o1 Ve ¢y birebirdir.
i) @1(U1) = R? ve go(Uy) = R?
oldugundan (1, Uy) ve (2, Uy) doniisiimleri @ nun 2-boyutlu birer haritasidir.
Ayrica ; A = { (91, U1) , (92, Up) } ailesi Q nin bir C*-atlasidur.

Bolim 3.2. ve 3.3. te sirasiyla koni ve tek kanatli hiperboloid icin elde edilen Lie

grup yapilarna iligkin diistinceyi iki kanatli hiperboloid i¢in ele alacagiz.

Q"=Q-{(0,0,1)} olmak iizere Q™ iizerinde
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V X = (X1,X2,X3) Ve Y = (y1,¥2,¥3) € Q igin;

OXY) (V-1 -1 +xy3) (EE=2E=),

ile tanimlanan © islemini goéz oniine alalim.

VV2-1 VYV2-1 VV2+1 * _ =21 —VV2-1 V241 *
z'z’ﬁ)eqveY_(z’z’x/i)EQ

icin (XOVY) ¢ Q" dir.

X =(

O halde ® fonksiyonu ® : Q* X Q* = R olup Q* iizerinde bir i¢ islem degildir.

Buna gore (Q™ , ® ) bir grup degildir. Dolayisiyla Q* iki kanatli hiperboloidi bir
Lie grubu degildir.
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4. TARTISMA ve SONUC

Bu tezde, R3 te tanimlanan kuadratik ¢arpim kullanilarak kuadrik yiizeyler elde
edilmistir. Bunlardan koni ve tek kanatli hiperboloidin Lie grup yapisi ve C”-etkileri

incelenmis, fakat iki kanatli hiperboloidin lie grubu olmadig1 gériilmiistiir.
Benzer sekilde, bu kuadrik ¢arpim kullanilarak yeni kuadrik yiizeyler elde edilip

edilemeyecegi, elde edilen kuadrik yiizeylerin Lie grup yapilar1 ve

C”-etkileri incelenebilir.

31



KAYNAKLAR
Clark, R.S., Brickell, F., Differentiable Manifolds,VVan Nostrand Reinhold
Company, London, 1970.
Boothby, William M., An Introduction to Differentiable Manifolds and
Riemannian Geometry, Academic Press, New York, San Francisco,

London,1975.

Yaglom, I.M., A Simple Non-Euclidean Geometry and Its Physical Basis,
Springer-Verlag, New York, 1979

Ugurlu, H. H. ,R3 Minkowski 3-Uzayinda Lie Grup Yapilar1 ve C>-Etkiler,

Doktora Tezi,Gazi Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, 1992.

Giindogan, H. , Karakas, B., Conics, Quadrics and Hyperquadrics,

Hadronic Journal, Volume 29, Issue Number 3, June 2006.

32





