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OZET

BINOM KATSAYILARININ BAZI GENELLESTIRMELERI

EREN, Yasir
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Yrd. Dog. Dr. flker AKKUS
TEMMUZ 2015, 39 sayfa

Bu tez dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde tezin amaci ve kaynak 6zetleri

hakkinda bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde binom katsayilari ve Catalan sayilari hakkinda temel tanim ve
kavramlar, binom katsayilarinin bazi 6zellikleri ve binom fonksiyonu verilmis, iireteg
fonksiyonlar yardimiyla Catalan sayilari olusturulmustur. Ayrica Catalan sayilariin

kombinatoriksel bir yorumu da yine bu béliimde incelenmistir.

Ugiincii béliimde Baxter permiitasyonlari, iiggensel katsayilar, Baxter katsayilari ve
Fibonomial katsayilar ele alinmig ve bunlarin kombinatoriksel yorumlarma yer

verilmistir.

Dordiincii boliimde ise binom fonksiyonu yardimiyla elde edilen tiggensel, Baxter ve
Fibonomial katsayilar irdelenmis, bunlardan yola c¢ikarak yapilabilecek

genellestirmeler ortaya konulmustur.

Anahtar Kelimeler: Binom katsayilari, Catalan sayilari, iiggensel katsayi, Binom
fonksiyonu, Baxter permiitasyonlari, Baxter Kkatsayilari,

Fibonomial katsayi.



ABSTRACT

SOME GENERALIZATIONS OF THE BINOMIAL COEFFICIENTS

EREN, Yasir
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Master Thesis
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Tlker AKKUS
July 2015, 39 pages

The thesis consists of four chapters. In the first chapter, the aim of the thesis and

some informations about references are given.

In the second chapter, basic definitions and notions about the binomial coefficients
and Catalan numbers, some properties of binomial coefficients and the binomial
function are given, Catalan numbers are obtained via generating Functions. Also, a

combinatorial interpretation of Catalan numbers is investigated in this part.

In the third chapter, Baxter permutations, triangular coefficients, Baxter coefficients
and Fibonomial coefficients are introduced and combinatorial interpretations of these

are presented.

In the fourth chapter, triangular, Baxter and Fibonomial coefficients which are
obtained by using binomial function are investigated and generalizations which can

be done from these observations are presented.

Key Words: Binomial coefficients, Catalan numbers, Triangular coefficient,
Functions of the binomal coefficient, Baxter permutations, Baxter

coefficients, Fibonomial coefficient.
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1. GIRIS

1.1. Kaynak Ozetleri

Bu tezin olusturulmasinda [1] numarali kaynak temel olarak alinmistir. Temel
Kavramlar kisminda bahsedilen ve diger boliimlerde olusturulacak olan 6zdesliklerin
temelini  teskil eden binom katsayilar1 i¢in de [2] numarali kaynaktan

faydalanilmistir.

Catalan sayilar1 ve diizenli parantez yapilari ile lireteg fonksiyonlari araciligiyla

Catalan sayilarinin elde edilmesinde [3] numarali kaynak kullanilmistir.

Baxter permiitasyonlarinin arastirilmast ve belirlenmesinde [4] ve [5] numarali

kaynaklardan yararlanilmistir.

Son olarak [6 — 8] numaral1 kaynaklardan da konuyla ilgili ¢esitli kavramlar, tanimlar

ve ek bilgiler alinmistir.

1.2. Tezin Amaci

Bu tezde oncelikle binom katsayilarmmn tanimi verilecek, daha sonra ileride
yararlanilabilecek temel 6zelliklerinden bahsedilecek ve binom katsayilar: ve binom
fonksiyonu kullanilarak {iggensel katsayi, Baxter katsayisi ve Fibonomial katsayiya
ulasilmaya calisilacaktir. Yine Catalan sayilar1 tanimlanarak iirete¢ fonksiyonlari
yardimiyla Catalan say1 dizisinin olusturulmasi ve kombinatoriksel yontemle ispati

gosterilecektir.

Sonraki boliimlerde {iggensel katsayi, Baxter katsayis1 ve Fibonomial katsayi
tanimlanacak ve bu katsayilarin hepsinin birer tam sayr olmasi gerektigi

kombinatoriksel yollarla ispatlanacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Binom Katsayisi

Tamm 2.1. Binom katsayis1 0 < k < n olmak tizere (Z), n elemanh bir kiilmenin k

elemanli alt kiimelerinin sayisin1 veren ifadelere denir ve asagidaki bigimde

gosterilir:

ny nn-1).(m—-k+1)
(k) B k(k—1)..1

Binom katsayilarinin Pascal tiggenini {iretmesi de yine bilinen bir durumdur.

1

11

1 21

1 3 31
1 4 6 41
1 51010 51

Burada (Z) ifadesi, n. satir ve K. siitundaki terimi verir. Pascal {iggeni diger
matematiksel niceliklerle ok sayida ilging baglantiya sahiptir. Ornegin herhangi bir

satirdaki sayilar topladiginda

()=

k=0

oldugu goriiliir veya kosegensel olarak topladiginda ise

5=k

k=0



elde edilir, burada F, ifadesi n. Fibonacci sayisidir.

L g
A
1/2/1'/‘8
173”31
174 6 4 1
17’5 10 10 5 1

2.1.2. Binom Katsayisimin Bazi Ozellikleri

0 < k < n olmak iizere n elemanli bir kiimenin K elemanli alt kiimelerinin sayisini
veren ifadenin (Z) oldugu ve binom Katsayis1 olarak adlandirildigi soylenmisti.

Simdi binom katsayilarinin bazi 6zellikleri gosterilebilir.

Ozellik 1.
+1
(e )=+

{ay,ay,...,a,41} kimesinin k elemanli alt kiimelerinin sayisi (n;gl) dir. ap+1 in
bulunmadigi k elemanli alt kiimelerin sayisi ise (Z) tanedir. Eger an+1 bulunuyorsa
geriye k-1 eleman kalir. Bunlarin sayisi ise (k’jl) dir. Boylece istenen esitlik elde

edilir.
Ozellik 2.
n
k 0 1 n n+1
S (G ()= (LD ez
m m m m m+1
k=0
Ozellik 3.

2 ()=

0<ksn



k lizerinden tiimevarimla gosterilebilir. k=0 igin (g) = (ngl) olup dogrudur. k=1 i¢in
(0) + (") = 1+n+1 = n+2 = ("*]™") oldugundan esitlik dogrudur. k igin esitlik
dogru  olsun. k+1 ifadesi i¢in de dogru oldugu gosterilmelidir.
MY+ )+ () + -+ (9 = (") dir. Timevarim hipotezinden dolay:

(") + (M) = (MF*2) elde edilir. O halde her k dogal sayist igin esitlik

k+1 k+1
dogrudur.
Ozellik 4.
nn+1)
1+2+3+--~+n=T.
1=(}), 2=(2), ... .n=(Dyazisa D+ + Q) +-+ () =) ="5=2
elde edilir.
Ozellik 5.

(Z) - (n i k)'

S kiimesi n elemanli bir kiime olsun. Buna gore (’;) ifadesi S kiimesinin k elemanli

alt kiimelerinin sayisin1 gosterir. Sag taraf ise n—k elemanl alt kiimelerinin sayisini
gosterir. N—K elemanli alt kiimeler k elemanli alt kiimelerin S igindeki tiimleyenleri

oldugundan bu kiimelerden esit miktarda olmasi gerekir.

Ozellik 6.

QD+ +Q)+-+( " )+() =2

Tiimevarimla gosterilebilir. n=0 i¢in ifade dogrudur. Ciinkii 0 elemanli bir kiimenin

yalnizca 1 tane alt kiimesi vardir.

n>0 olmak iizere ifadenin n-1 igin dogrulugu kabul edilip n i¢in dogrulugu kontrol

edilmelidir.



n elemanli bir S kiimesi tanimlansin. S kiimesinin alt kiimeleri bulunabilir. S
kiimesinden bir eleman ¢ikarilip a ile gosterilsin. Geriye a y1 bulundurmayan n—1
elemanli bir kiime kalir. Bu kiime S' olsun. n-1 elemanli S' kiimesinin hig¢bir alt
kiimesinde a yoktur. Tiimevarim hipotezi geregi n—1 elemanl alt kiimelerinin sayis1
2"1 dir. Simdi S kimesinin a elemanmi bulunduran alt kiimelerinin sayist
bulunmalidir. S' kiimesinin her alt kiimesine a elemanini eklenirse S kiimesinin a
elemanini bulunduran alt kiimelerinin sayisini elde edilir. Yani S nin a elemanini
bulundurmayan alt kiimelerinin sayisi, bulunduran alt kiimelerinin sayis1 ile aynidir.

O halde 2" + 21 = 2" dir.

2.1.3. Binom Katsayilarimin Fonksiyonlari

Pascal tliggeni ve binom katsayist diger sayisal niceliklerle pek ¢ok baglanti icerdigi
icin binom katsayisinda her bir i ¢arpanini bir f(i) fonksiyonu ile degistirerek etkisini
inceleyelim. Ornegin n. iiggensel say1 ilk n pozitif tam sayinm toplami olarak

tanimlidir. Boylece eger f(i) = t; yazilirsa

[n] S S Ry
k ty .ty

elde edilir ve tiggensel katsay1 olarak adlandirilir veya f(i) = (‘:2) alinirsa

[Tl] _ (n;Z)(n;l) (n—l?f+3)
Kl (5@

bulunur ki bu da bir Baxter katsayis1 olarak adlandirilir. Ayrica f(i)=F, Fibonacci

sayis1 yazilirsa




Fibonomial katsay: elde edilir. Binom katsayisinin her bir ¢arpaninin yerine g¢esitli

fonksiyonlar segerek bu tiir yeni matematiksel esitlikler tiretilebilir.

2.2. Catalan Sayilan

Tamm 2.2. (0,0) noktasindan (n,n) noktasma giden, y=x dogrusunun altinda kalan
sadece sag ve yukar1 yonlii hareketlerden olusan yollarin sayisina Catalan sayisi

denir.

Catalan sayilarnn iiggensel katsaymin daha iyi anlasilmasinda tamamlayict bir rol
Oynayan sayilarin dizisidir. Catalan sayilarin1 daha 1yi anlamak i¢in diizenli parantez

yapilar1 kullanilabilir.

Aritmetik islemlerde parantezler hesaplamalarin sirasini tanimlar.

(3-1).(4+(15-9).(2+6))

Parantezler diginda geriye kalan aritmetik ifadeleri sildigimiz takdirde geriye kalan

yaptya diizenli parantez yapis1 denir.

OCO0)

Bir, iki ve li¢ parantez ¢iftinden olusan diizenli parantez yapilar1 asagidaki gibidir.

0
00 (0)
000 0 C0) (M) O (0O0) (€0)))

Catalan sayis1 Cp, n tane parantez cifti ile olusturulan diizenli parantez yapilarinin
sayisidir. Co=1 Onkosuluyla 1, 1, 2, 5, 14, 42, ... ile tanimlidir. Catalan sayilarini
daha iyi anlamak amaciyla ilk olarak bu sayilar i¢in bir yineleme bagintisi

olusturalim.



Her bir diizenli parantez yapis1 asagidaki iki sart1 saglar:

1. Bir diizenli parantez yapisinda sag ve sol parantezlerin sayisi aynidir.
2. Bir diizenli parantez yapisinda herhangi bir par¢adan baglayarak sol parantezlerin

sayist ayni parcadaki sag parantezlerin sayisindan az degildir.

Diizenli parantez grubunda bir ¢ift parantezin arasinda kalan parantez grubu A, geri
kalan parantez grubu B ile gosterilirse orijinal parantez grubu A(B) dir. Burada A ve
B de yine kendi i¢inde diizenli parantez grubu olusturmalidir. Eger diizenli parantez
grubu n+1 ¢ift parantezden olusuyorsa A ve B gruplari toplami n ¢ift parantez
icermelidir. Yani A, K tane parantez ¢ifti igeriyorsa B, n—k tane parantez ¢ifti

icermelidir (0 <k <n).

A nin 0, B nin n ¢ift parantezden olustugu durumlarin sayis1 CoC,,

A nin 1, B nin n-1 ¢ift parantezden olustugu durumlarin sayis1 C;Cp 4,
A nin n, B nin 0 ¢ift parantezden olustugu durumlarin sayis1 C,Co

olur. Her Kk igin olasi durumlarin sayist toplanirsa n+1 ¢ift parantezden olusan bir

diizenli parantez yapis1 igin

Cn+1 == C()Cn + C]_Cn_l + e + CTLCO
Cur = ) il
k=0
elde edilir.

Catalan sayilar1 i¢in iirete¢ fonksiyonu diigiiniiliirse

Cat(s) = Cy+ Cys + Cp8% + -+
=1+s+2s%+-



Yukaridaki ifadenin daha genel bir formu i¢in Cat(s) ifadesinin karesi alinip s ile
carpilirsa
sCat?(s) = cgs + (%t + c1c®)s? + (c%? + ctet + c?c%)s3 + -
=5+ 252+ 553 + 14s* + .-
= Cat(s) — 1
Buradan
sCat®(s) — Cat(s) +1=0

bulunur ve boylece

1-v1-4s

Cat(s) = (2.1)

elde edilir (Burada pozitif kok secildiginde Cat(s) ifadesinde Cat(0)=1 olmasi

gerekirken Cat(s) = % oldugundan negatif kok segilir).

Catalan sayilar igin (2.1) ifadesindeki iirete¢ fonksiyonunun daha agik bir formu
bulunabilir. Bunun igin /(1 — 4s) ifadesi 1 den c¢ikarilip 1/2s ile carpilirsa n.

Catalan sayis1 binom katsayisinin terimleri ile direkt olarak agiklanabilir:

@t 1 2n
n_n!(n+1)!_n+1< )

2.2.1. Catalan Sayilarinin Kombinatoriksel Yorumu

Alisilmisin disindaki yinelemelere ragmen Catalan sayilar1 pek ¢ok kombinatoriksel
yorum igerir. Bu yorumlardan birisi latis yollari ile ilgilidir. (0,0) dan (n,n) ye giden,
y=x dogrusunun altinda kalan sadece yukari ve sag yonli yollarin sayis1 Cp, latis
yolu olarak ifade edilir ve 2.1 numarali sekilde bazi Catalan yolu Ornekleri

goriilebilir.



<

Sekil 2.1. n=1, 2 ve 3 i¢in Catalan Yyollari

Latis yollariin sayisinin Catalan yinelemesini sagladigi gosterilmelidir. Bir Catalan
yolunda (0,0) dan (n+1,n+1) e bir P yolu alinsin. y=x dogrusunda P yi kesen son
nokta (k,k) olarak adlandirilsin. Burada O < k < n dir. Orijinden (k,k) noktasina
gidilebilecek Cy yol vardir. Ayrica P nin y=x dogrusuna asla degmeyecegi
bilindiginden y=x-1 dogrusunu kesmeden (k+1k) dan (n+1,n) ye hareket
edilmelidir. Burada (k+1,k) dan (n+1,n) ye gidebilmek i¢in C, yol vardir. Bundan
dolay1 P yollarinin toplam sayist CxCp  dir. K nin biitiin degerlerinin toplanmasiyla
istendigi gibi Catalan yinelemesi saglanir. (0,0) noktasindan (0,0) noktasina 1

Catalan yolu (bos yol) oldugundan Cy=1 olarak tanimlanir.

Catalan sayilar1 ¢esitli kombinatoriksel yorumlara sahiptir. Burada polyominolari
igeren bir yorumu diisiiniilecektir. ilk olarak esit uzunlukta iki es zamanl latis yoluna
sahip, her ikisi de sadece yukari ve sag yonlii olan ve (0,0) dan baslayip ayn noktada
biten fakat daha Oncesinde kesismeyen bir polyomino tanimlansin. Sekil 2.2 de

¢esitli polyomino ornekleri goriilebilir.



Sekil 2.2. Birka¢ polyomino 6rnegi

Polyominolar iki yolun birlesimi seklinde tanimli oldugundan iki boyutlu sekiller
gibi diistiniilebilir. Bir polyominonun genisligi polyominodaki siitunlarin sayisi ve
yiiksekligi de polyominonun satirlarmin sayist olarak tanimlanir. Ornegin Sekil 2.2
de en sagdaki polyominonun genisligi 3 ve yiksekligi 4 tir. Ayrica bir
polyominodaki her bir siitunun yiiksekligi hakkinda da yorum yapilabilir. Ornek
olarak en sagdaki polyominonun siitunlarinin yiiksekligi sirasiyla 2, 3 ve 2 dir. Son
olarak bir polyominonun biiyiikligii polyomino formundaki yollarin uzunlugu olarak
tantmlanir. Orne@in Sekil 2.2 deki ilk iki polyominonun biiyiikliigii 6 dir. Kirmiz1 ve
mavi yollarin her ikisinin de uzunlugu 6 dir. Ayn sekilde en sagdaki polyominonun
uzunlugu 7 dir. n bityiikliigiine sahip polyominolarin sayis1 P, ile gosterilsin. Catalan
dizisini veren, yani Catalan yinelemesini saglayan polyominolar gosterilebilir.
Catalan yollar1 incelenirken yolun y=x dogrusuna dokundugu son noktaya bakildi.
Benzer sekilde polyominolar igin de tam olarak bir karesi ¢akisan n+1 biiyiikliigiinde
iki siituna sahip bir polyominonun son noktasi incelensin. Sekil 2.2 de en soldaki
polyominoda oldugu gibi bir c¢akisan siitunun olmadigi durumda bu son g¢akisma
birinci siitundan once, sifirinci kirilma noktasinda meydana gelir denilir. Boyle bir
polyomino y=x dogrusuna temas etmeyen bir Catalan yoluna benzer. Bundan dolay1
y=x dogrusu ile son temas noktasi (0,0) dir. Bu ¢akismayi olusturan siitunun i ve i+1
stitunlar1 arasinda oldugu kabul edilsin. Ayrica bu ¢akigsmaya son katilma hareketi k
ve bundan dolay1 da ilk ayrilma hareketi de k+1. hareket olsun. Burada ¢akigsmanin
solundaki Py yollarmin polyomino formunda oldugu ve ¢akismanin sagi iginse tam
olarak bir kare ile ¢akisan daha fazla siitun olmadig1 bilinmektedir. Bunu iiretmek

icin n—k biiylikliginde bir polyomino olusturulsun. Bu polyomino P,y Yyoldan
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olusturulabilir ve sonrasinda her bir siitunun yiiksekligi Sekil 2.3 te oldugu gibi 1
artacaktir. Her bir siitunun ytiksekligi 1 arttig1 taktirde polyominonun biiyiikligi de
tam olarak 1 artar. Bu nedenle n+1 biiyiikliigiinde bir polyomino olusturabilmek i¢in
Pk yoldan olusturulabilen ilk polyominoya P,k yoldan olusturulabilecek degistirilmis
olan polyomino eklenebilir. Miimkiin olan biitiin k degerlerinin toplanmasi ile
Catalan yinelemesi elde edilir. ilk durumlar incelenirse drnegin biiyiikliigii 3 olan 2
polyomino, biiylikliigii 4 olan 5 polyomino vardir. Diger bir deyisle n biiyiikliigline

sahip polyomino sayisi Cy.1 dir. Bu nedenle P,.;= C, dir.

K |k+1

k |k+1

Sekil 2.3. k nin saginda n—kK biiyiikliige sahip bir polyomino ve her bir siitunun
yiiksekliginin 1 artmasi
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. Baxter Permiitasyonlar

3.1.1. Baxter Permiitasyonlarina Giris

Baxter permiitasyonlari siirlandirilmis bir permiitasyon tiridiir. ;05 ... 0,10,
seklinde bir permiitasyon diistinelim. Burada g;, i elemaninin eslemesidir. Bir Baxter

permiitasyonu asagidaki 6zellikleri saglar.

Biitiin indisler i¢in 1 < 1 < j <k </ <n olmak lizere
1. Eger 0; + 1 = 0, ve g; > g ise g, > o dir.

2. Eger 0, + 1 = 0; Ve o > o; ise g; > o; dir.

Baxter permiitasyonlarinin daha kolay anlasilabilmesi i¢in bir 6rnek verilebilir. n=5
olsun. Omek olarak 21543 permiitasyonu alinsin. Burada o, = 1,0, =5,
o3 = 4,0, = 3 ve g5 = 2 dir. Birinci kosuldaki o; + 1 = g; ifadesi ardisik iki sayi
alinmasi gerektigini soyler. Yani 1 ve 2, 2 ve 3, 3 ve 4, 4 ve 5 gibi. Burada yine
1< i<j<k<!<nsart1 géz oniinde bulundurulmahidir. Birinci kosuldaki
o;+1=o0;geregi i=1 alinrsao; +1=1+1=2=0g; + 1 = o5 elde edilir. Yani
i=1 iken I=5 tir. Bu durumda j=2 ve k=3 almabilir. Birinci kosulda belirtilen g; > g
sartina bakilirsa, o, > o5 yazilir ve bu da 5>2 demektir. Simdi g, > a; kontrol
edilebilir. o3 > o5 yazilir buradan da 4>2 elde edilir. Birinci kosul saglandigindan
dolay1 21543 bir Baxter permiitasyonudur. Benzer sekilde 41352, 263154, 5143762
permiitasyonlar1 da Baxter permiitasyonudur. Fakat n=4 i¢in 2413 ve 3142 Baxter

permiitasyonu degildir.

3.1.2. Cesitli Sonuclar

Baxter permiitasyonlarinin sayis1 B(n) kullanigsiz bir yineleme baglantisi olmasina

ragmen daha hos bir kapali forma sahiptir:
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IR SYfa [l
n

()

Bu toplamdaki her bir terim birer tam sayidir.

3.2. Ucgensel Katsayilar

3.2.1. Ucgensel Katsay1

Daha once belirtildigi gibi binom katsayilarinda her bir i ¢arpanini tj ile degistirerek

ticgensel katsayilar elde edilebilir. i. {iggensel say1

[n] _ tnln-1 - ln—k+1
k t .ty

seklindedir. t, = (";’1) oldugunda

[n] _ ("0G) (75
(506 -6

elde edilir. Cebirsel olarak

HE (”Zl)k(;‘l) -("5")
(3 -
[(m+1D)M]M)n—-1D]..[(n—k+2)(n—k+1)]

[k + D(K)] ... [(B)(@][(2)(1)]
1 m+DM)-1D)..(n—k+2)(n)(n—1)..(n—k + 1)

Tk+1 Ok —1)..2)(1) k-1 ..2)(1D)

=0

bulunur.

13



Binom katsayilarinin Pascal iiggenini {iretmesi gibi tliggensel katsayr da kendi

ticgenine sahiptir.

1

1 1
1 3 1
1 6 6 1
1

10 20 10 1

Uggensel katsayinin ilging 6zelliklerinden birisi incelenirse farkli sonuglara

ulasilacaktir. Buradan hareketle asagldaki ifade tiggensel katsaymnimn daima bir tam

say1 oldugu anlamina gelir. oldugu bilindiginden
k k

2= Zn_m(k)(Zii)

k=0

- 1 n+1 n+1
=kZOn+1<n—k+1)<k+1>
1 (n+1D)+(n+1)
:n—-l-1< 1+(n+1) )

1 2n+2
:n+1(n+2>
1 2n+2
=n+2(n+1>

= Llnt1

Yukaridaki Ozdeslik tiggensel katsayilarin bir seyi saydigi anlamma gelir yani
ticgensel katsayilar Catalan sayilarinin bir par¢alanisidir. Yukaridaki ifade cebirsel
olarak kanitlanabilmesine ragmen bu kisimda {iggensel katsayilar ile Catalan sayilari

arasindaki iliski kombinatoriksel olarak gosterilecektir.
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3.2.2. U¢gensel Katsayimn Kombinatoriksel Yorumu

Catalan yolunun takip ettigi dogrultuda degisiklikler oldugu icin, kirilma noktasi

Catalan yolunun kombinatoriksel bir parametresi olarak tanimlanir.

Tamm 3.1. Kirilma, latis yolunda yukari1 yonlii bir hareketin ardindan sag yonlii bir

hareketin geldigi latis noktasina verilen isimdir.

Sekil 4.1 de bir kirilma bolgesi X isareti ile gosterilmistir.

Sekil 3.1. Bir kirilma 6rnegi

Sekil 3.2 de ise kirilma olmayan bir yondeki degisiklik gosterilmektedir.

Sekil 3.2. Kirilma olmayan bir 6rnek
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Bu tanimi goz Oniinde bulundurarak tiggensel katsayilarin bir kombinatoriksel

yorumu yapilabilir.

Teorem 3.1. Tam olarak k kirtlmalar1 ile (n+1,n+1) ¢ olan Catalan yollarinin sayisi

HES

Ispat. A1 sadece sag ve yukar1 yonlii hareket eden ve y= %X dogrusunun altinda

kalan (0,0) dan (n+1,n+2) ye bir latis yolu olsun. A,+; yollarinin sayisi Cn+1 e esittir.
Bunu ispatlamak i¢in, An+ yollar1 ve (n+1,n+1) e kadar olan Catalan yollar1 arasinda

birebir ortenlik saglanmalidir. Agikca her Cy4+1 Catalan yolu ile yukari yonlii fazladan

+1)
+1)

ile sinirlanan tiggende higbir latis noktas1 olmadiginda bir Ap+1 yolu tlizerinde olmasi

bir adim sonucunda bir A+ yolu elde edilir. Tersine, y= E::i;x y:g: X ve x=n+1

veya y=X dogrusunun altinda kalmasi gerekir. Sonug olarak bir C,; Catalan yolunun
son hareketinin yukar1 yonlii olmasi gerektiginde bir An+1 yolunun son iki hareketi
yukar1 yonlii olmalidir. Bu nedenle bir An+1 yolundan yukari yonli son hareketi
kaldirarak Ap+; yollart ile Catalan yollar1 arasinda basit bir birebir Ortenlik

olusturularak (n+1,n+1) e bir Catalan yolu elde edilir.

Simdi Kk kirilmalarint yerlestirerek (0,0) dan (n+1,n+2) ye sinirsiz bir yol insa
edilmelidir. Yoldaki birinci hareketin sag yonli hareket ve son hareketin yukari
yonlii bir hareket olmasi saglanmaya calisilacaktir. Bundan dolayi herhangi bir (x,y)
noktasina bir kirilma yerlestirilebilir. Burada x € {1,2,3,...,n} ve y € {1,2,...,n+1}dir.
Sekil 4.3 teki kirmizi renkli noktalarin herhangi birine herhangi bir latis noktasi
yerlestirilebilir. Ayrica kirilmalar artan siralamada yerlestirilmelidir. Ornegin
kirtlmalar Sekil 3.4 te oldugu gibi yerlestirilemez. Bundan dolay1 k kirilmalarini
uygun bir bigimde yerlestirebilmek i¢in k nin x- koordinatlart 1 < x; < x, < -+ <
X, < N ve y- koordinatlart da 1 < y; <y, < - <y, < n+1 segilmelidir. Kirilmalarin
koordinatlar1 (X1, Y1), ..., (X« Y&) olacaktir. Ornegin eger X- koordinatlar (1,5,6) ve y-
koordinatlar1 (2,4,5) segilirse kirilmalar, Sekil 3.5 te ki gibi (1,2), (5,4) ve (6,5)

olarak yerlestirilebilir.
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(n+2) °
(n¥1)] ®© ®© ¢ o o o o o o
nf e ¢ ¢ ¢ e ¢ ¢ o o
(n-1) e @ o o ¢ o © o O
e o o o ¢ ¢ o o o
o © o o o o © o o
e @ o o o ¢ o o o
3 e o o ¢ ¢ o o ¢ o
2 e o o o o o © ¢ o
1 o o o ¢ ¢ o ¢ o ©
0 123 (n-1)n(n+1)

Sekil 3.3. Kirilma yerlestirilebilecek latis noktalari

(n+2) .
(n+1)

(n-1)

0 12 3 (n-1)n(n+1)

Sekil 3.4. Kirilmalarin yanhs diizenlenmesi

Boylece bu hareket tarzinda (0,0) dan (n+1,n+2) ye toplam ("Zl)(;‘) yol vardir.

Simdi bu bigimde elde edilen bir A+ yolunda her k+1 yolundan insa edilen tam
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olarak bir ¢ikis oldugu gosterilsin. k kirilmalariyla bu hareket tarzinda insa edilen bir
P yolu alinsin. Bu kirtilmalar a;, a;, ... ,a, olarak isimlendirilebilir. Simdi P den gegen

bir An+1 yolu olusturulmalidir.

(n+2) °
(n+1)

(n-1)

0 123 (n-1)n(n+1)

Sekil 3.5. Kirilmalarin uygun bir yerlesimi

P' ifadesi (n+1,n+2) den (2n+2,2n+4) e Sekil 3.6 da gosterildigi gibi aj, ay, ..., ay

kirtlmalari ile isimlendirilen P nin bir 6telenisi gibi diistiniiliirse P ve P' nin her ikisi

+2)
+1)

yZEZ X e paralel bir dogru altina tamamen gelene kadar y:gi—:gx dogrusu yukartya
taginabilir. Ornegin, Sekil 3.7 de P ve P' kirmizi dogrunun altinda kalana kadar
orijinal dogru yukar1 dogru tagindi. Sonug olarak An+1 yolu mavi renkle vurgulandi.

(n+1) ve (n+2) aralarinda asal oldugunda, her a;,a; kirilma giftleri hari¢ higbir
kirilma y=%x dogrusuna paralel bir dogru lizerine gelemez. Ayrica P yolunun

baslangic ve bitis noktalari kirilmalar gibi hareket ettiginden (P nin bitis noktasi ve P'
nin baslangi¢c noktas1 bir kirilma olusturur) toplam k+1 kirilma oldugu goriilebilir.
Bundan dolayi, P ve P' bu son noktalarla olusan dogrunun altinda kalacak sekilde

k+1 toplam kirilma giftleri diginda tam olarak bir a;,a; ¢ifti vardir.
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(2n+2,2n+4)

a'
, 3
a,

1
a,

(n+1,n+2)

dj

(0,0)

Sekil 3.6. P ve P' nin birbirine baglanisi

Diger bir deyisle (0,0) dan bir yol insa edilmisti ve tiim P — P" yolu iistiinde kalan tam
olarak k+1 ¢ifti disinda bir dogru insa edilecegi bulundu. Béylece k+1 disindaki her

sinirsiz yol tam olarak aslinda bir Ap+1 yolu olacaktir. Bundan dolayi k kirilmalariyla
toplam A1 yoldan olusan [ | = ("£*)(}) ifadesi k+1 ile bslinmelidir. Ans1 yollars
ve Catalan yollar1 arasinda bir birebir-6rtenlik kuruldugundan tam olarak k
kirilmalartyla (0,0) dan (n+1,n+1) e Catalan yollarinin sayisi [Z] inga edildi.

Uggensel katsaymin bir tam say1 olmasi gerektigi Catalan yollarinin sayismin ayrik

olarak saymasindan direkt olarak goriiliir.
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(0,0)

Sekil 3.7. P ve P' nin son noktalar1 arasindaki kirilma ¢ifti

Teorem 3.2.

Sl

k=0

Ispat. k kirilmalar1 ile (n+1) e olan Catalan yollarinin sayisi ™ ile sayilacag: igin k
y yist [, yilacag

nin tiim degerlerinin toplanmasi herhangi bir kirilmanin sayist ile (n+1) e olan

Catalan yollarinin sayimina esittir yani dogal olarak C+; e esittir.
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3.2.3. Kesismeyen Yollar

Uggensel katsayr kesismeyen yolun &zel bir formunun saymi olarak da
yorumlanabilir. Bu yorumu vermeden once kesSismeyen yollarin sayimmi kavrami

tanitilsin.

S1 ve S; den baslayarak D; ve D, varis noktalarina ulasan es zamanli yollar

diistintilsiin. Bu baslangi¢ ve varis noktalar1 Sekil 3.8 deki gibi diizenlenebilir.

Sekil 3.8. S; den D, e ve S, den D, ye bir eszamanl yol

Baslangi¢ noktalarindan varis noktalara olan yollarin sayist Cizelge 3.1 deki gibi

gosterilsin.
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Cizelge 3.1. Baslangi¢ noktalarindan varis noktalarina yollarin sayisi

Baslangi¢ ve varis noktalari D1 D,
S1 A B
S, C D

Bu sekilde baslangi¢ noktalarindan varis noktalarina olan es zamanli yollar
distintiliirse iki ihtimal vardir: S; den D; e ve S, den D, ye. Bu standart es zamanl
yol olarak adlandirilirsa veya S; den D, ye ve S, den D; olan yol ki bu da ¢apraz
gecisli eszamanli yol olarak adlandirilabilir. Dikkat edilirse ¢apraz gecisli yol bazi
kesisim noktalarina sahip olacaktir. Bundan dolay1 eszamanli yollarin toplam sayisi

AD+BC dir. Simdi Sekil 3.9 da oldugu gibi standart kesisen yollar diisiiniilsiin.

Sekil 3.9. Bir standart kesisen yol

En az bir kesisim ile bdyle BC yollarinin oldugunu iddia ediyoruz. iki yol arasinda
bir kesisim noktasina sahip standart es zamanli bir yol diisiiniilsiin. Bu iki yolun ilk
kesisim noktasi x olarak isimlendirilsin. x noktasindan sonra iki yolun da arka kismi1
degistirilsin. Yani S; yolu aslinda D, e gidiyordu, fakat x den sonra S; yolu S, ile

baslaylp D, de bitecek olan yolu takip eder. Aym sekilde S, yolu aslinda D, ye
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gidiyordu fakat x den sonra S,, S; in D, e olan yolunu takip edecektir. Sekil 3.10 da

gorsel bir 6rnek verilmistir.

Diger bir deyisle her ¢apraz gegisli yol bir kesisim noktasina sahip oldugunda,
kesisen ve c¢apraz gecisli yollar ile standart yollarin birebir-orten bir forma sahip
oldugu goriiliir. Bundan dolay1 kesisim olmaksizin olusan AD—BC standart yollari
kadar bir kesigim noktasi ile olugsan BC standart yollar1 vardir. Bu asagidaki matrisin

determinanti gibi gosterilebilir.
. A B
Kesismeyen standart yollarin sayis1 = | c D|

Bu matrisin daha once verilen Cizelge 3.1 ile aym1 formatta oldugu goriilebilir.

Kesigmeyen yollardaki bu ifade asagidaki teoremi ispatlamak i¢in kullanilacaktir.

Sekil 3.10. Sekil.3.9 da verilen yollarin kesisim noktasindan sonra varig noktalarinin

degismesi

Teorem 3.3.
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Ispat. 1lk olarak matris diisiiniilirse determinantin yorumunda kesismeyen yolu
kullanarak basitce baslangic noktalari, varig noktalar1 ve yollarin hareketleri
gosterilmelidir. (0,0) ve (0,-1) den baslayan ve (k,n—k) ve (k+1,n—k-1) varis
noktalarina ulasan iki nokta alinsin. Burada ayrica sadece sag ve yukar1 yonlii latis
yollarinin sayist sayilmalidir. Yani (0,0) dan (k,n—k) ye, k+(n—k)=n toplam hareket
uygulanmalidir. Bu yiizden sag yonli k hareket segilirse bu sekilde toplam (2) yol

vardir. Benzer sayma arglimanlar1 matrisin iistlinde olusan diger baslangi¢c ve varig

noktasi ¢iftleri i¢in uygulanabilir.

Ormegin eger n=4 ve k=2 almirsa Sekil 3.11 deki gibi sinirlandirilmis yollara sahip

olunabilirdi.

Ancak her bir duruma dikkat edildiginde eger (0,0) dan (0,~1) noktasina bir ¢izgi
cekilir (k,n—k) ve (k+1,n—k—1) noktalarinin sag st koseleri ¢izgilerle kapatilirsa,
Sekil 3.12 deki gibi n+2 biiyiikliigiinde polyominolar elde edilir.

Bundan dolayi orijinal matrislerin sayimlart k+1 genisligi ile n+2 biiyiikligiindeki

polyominolarin sayisidir. Burada “genislik™ bir polyominonun siitunlarinin sayisidir.

Simdi n+2 biiyiikliigiinde polyominolar ve (n+1,n+1) e Catalan sayilari arasinda bir
birebir ortenlik gosterilsin. Ornek olarak n+2 biiyiikliigiinde bir polyomino
diisiiniilsiin. Ilk olarak polyominonun birbirine karsilik gelen siitunlar1 kendi i¢inde
ayrilmalidir. Her bir siitun iki parametreye sahiptir: Yikseklik ve onceki siitunla

cakisma. Ornegin Sekil 3.13 teki iiciincii polyomino incelenebilir.

Her siitun en az bir ¢cakismaya sahip olmasi gerektigi icin (birinci siitun diginda)
cakisma parametresi asil ¢akisma durumundan bir tane azdir denilir. Bu yiizden
ornekte ilk siitunun yiiksekligi 2 dir ve ¢akisma parametresi yoktur, ikinci siitunun
yiiksekligi 3 ve ¢akisma parametresi 1 dir ve lgiincii siitunun yiiksekligi 2 ve
cakisma parametresi 1 dir. Birinci siitundan baglayarak, yiiksekligi ve taban uzunlugu
stitunun yiiksekliginde olan bir sag tiggen ¢izilsin. Asagidaki ornekler ile devam

edilirse Sekil 3.14 te goriildiigii gibi sag ticgenler elde edilir.
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Sekil 3.11. Sinirlandirilmig bir yol 6rnegi

Sekil 3.12. Koseleri kapatarak elde edilen polyomino formu

Sekil 3.13. Parcalanmis bir polyomino ve birbirinden ayr siitunlar
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Sekil 3.14. Catalan yolu olusturmak iizere ayrilan, polyominoya karsilik gelen

siitunlarla elde edilmis licgenler

Simdi bu iiggenler bir Catalan yolundan latis tam says1 iizerine yerlestirilmelidir. Ilk
tiggen (birinci kolona karsilik gelen) (0,0) ve y=x dogrusu hizasina yerlestirilsin.
Sonraki tiggeni yerlestirmek i¢in yolun bitis noktasinin y koordinatina ve cakigsma
parametresinin degeri p ye bakilmalidir. Sonraki tiggenin tabani (y—p) ye ve y=x

dogrusu hizasina yerlestirilsin.

[

Sekil 3.15. Her bir liggenin ¢akigsma parametresine gore Catalan yolu formunda

diizenlenisi
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(0,0) dan (n+1,n+1) e bir Catalan yolunda olusan bu {i¢genlerin yerlestirilmesi
boyunca izlensin. Dikkat edilirse ¢akisma en azindan sifir olacaktir ve boylece y=x
dogrusu asla gecilemeyecektir. Sekil 3.15 te bu bi¢imde bir Catalan yolu formunda
kullanilmis tiggenler gorilebilir. Her bir Catalan yolundaki kirilmalarin sayisi
polyominoya karsilik gelen siitunlarin sayisindan bir azdir. Bundan dolay1 yukaridaki
birebir eslemeyle sagdaki matris k+1 siitunlu polyominolarin sayisini verdigi igin K

kirilmaya sahip Catalan yollarinin sayisin1 da verdigi goriliir. Boylece istenildigi gibi

() Geed)

1
1
elde edilir.

3.2.4. Simetri

Teorem 3.4. [Tkl] = [k f k]'

Ispat. Tam olarak k kirilmalariyla (n+1,n+1) e Catalan yollarinin sayisinin [Z] ile

sayildigi gosterilmisti. Bundan dolay1r Catalan yollar1 ve polyominolar arasinda
birebir eslemeyi kullanarak polyominoya karsilik gelen k siitun ve n—K yiiksekligine
sahip olunmus olacaktir. Eger bu polyominonun y=x dogrusuna gore simetrigi
alinirsa, k yiiksekligi ve n—k siitunlartyla bir polyomino elde edilir. Sonug olarak,
Catalan yolu n—k kirilmaya sahip bu polyominoya karsilik gelir. Her bir yol yalniz
bir polyomino temsiline sahip oldugu i¢in bu bigimdeki Kk kirilmalar1 ve n-k

kirilmalartyla yollar arasinda istenildigi gibi bir birebir esleme oldugu goriiliir.
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3.3. Baxter Katsayilari

3.3.1. Baxter Katsayisi

Onceki boliimde iiggensel katsayilar diisiiniilmiistii. t,, = (nzl) i¢in liggensel katsay1

[n] _ talnoq ok _ (n;rl)(;) (n—;c+2)
0= 270

gibi yeniden yazilabilir.

i+1

Binom katsayisindaki her bir (;) terimi yerine (2+1

) = (igl) yazarak artirildiginda

cesitli sonuglar bulunabilir:

[Tl] _ (n-3|-2)(n-3|-1) (n—lgc+3).
ks (3G

Bu ifade kendi li¢genini iiretir.

1

1 1

1 4 1

1 10 10 1
1

20 50 20 1

Burada yeni bir durumla karsilasilir ki bu da yeni katsaymin daima bir tam say1
olmasidir. Daha da 6nemlisi satirlar toplandiginda 1, 2, 6, 22, 92, 422, ... dizisi elde

> [il, =5

k=0

edilir veya

yazilabilir. Bu ylizden [Z] ifadesi bir Baxter katsayis1 olarak adlandirilir.
3
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3.3.2. Tigin¢ Benzerlikler

Teorem 3.5.

ispat.

_ (393

==

_ [(m+2)(n+1)(M)][(n+1) (M) (n—-1)]..[(n—-k-3)(n—k—-2)(n—k—-1)]
[(k+2)(k+1)(k)]..[4.3.2][3.2.1]

_ 2 n+2)..(n—k+3) (n+1)....(n-k+2) (n)..(n—k+1)
(k+1)2(k+2) (k)...() (®)...() (k) (k-1)(1)

= (kﬂ)fw D6
= GG

“3(5?)
= GO0OG

"0

Boylece bir satirin iizerine toplanmasiyla

GO _
n
& (n-ll-l)(n-zkl)

elde edilir.

Uggensel katsayiya benzer sekilde Pascal {icgeninde bir determinant alinarak Baxter

katsayisinin da bulunabilecegi goriiliir.
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Teorem 3.6.

() Gid) (i)
=) G Gl

(e i) G52

Ispat. Bu ifade cebirsel islemler yapilarak ispatlanabilmesine ragmen [4] iin dogal

bir sonucudur. Baxter permiitasyonlarinin sayisi K artisiyla beraber

dir. Diger bir deyisle 3.2.3. numarali kisimda tartisildigi gibi bu matris S;, S,, S3
baslangi¢ noktalart ve D;, D,, D; varis noktalar1 ile kesismeyen yollarin sayisini
sayar. Sekil 3.16 da baslangi¢ ve varig noktalari ile bu 3 kesismeyen yolun bir 6rnegi

goriilebilir.

Sekil 3.16. Ug kesismeyen yol
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Ancak dikkat edilirse sadece sag ve yukar1 yonlii hareketler yapilabildigi i¢in eger
hareket Sekil 3.17 de oldugu gibi S; den (0, -2) ve S, den (0, —1) noktasina

kaydirilirsa kesismeyen yollarin sayisi degismez.

D,
—
.D2
Ds
@ l—
Sy
83. L

Sekil 3.17. Kesismeyen yollarin baslangi¢ noktalarinin degistirilmesi

Yollarin kesigsmeyenlerinin sayis1 boylece

() (e G
(e ) G G

(n+2) (n+2) <n+2)
k k+1 k+2
ile sayilir. Bu da

() Gi) Gl | G Gh) (o)
[, = () () G G G
() G G ICE) (G G
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anlamma gelir. Diger bir deyisle k artiglariyla Baxter permiitasyonlarinin sayist,
Pascal tiggeninde n. satir ve K. siituna giderek ve 3x3 tipinde bir determinant alarak

belirlenir.

3.4. Fibonomial Katsay1

Binom katsayisinin her bir ¢arpani bir Fibonacci sayisi ile degistirilirse Fibonomial

katsay1 elde edilir. [Z] ifadesi
F

[n] _ EyFpq o Fygia
e ™ F R

olarak tanimlansin. Burada Fy = 0, F; = 1ven = 2i¢in F,,,; = F, + F,_; dir. Yine

Fibonomial katsayilar da kendi tiggenlerini olusturur.

1

1 1
1 3 1
1 6 6 1
1

10 20 10 1
Burada Fibonomial katsayinin daima bir tam say1 olmasi durumu ile karsilasilir.

Cebirsel olarak ve liggende ayrica goriiliir ki [Z] = [n " k] dir.
F - F

Bu gergegi ispatlamak igin f,, = F,,; ifadesi yani n genisliginde kareler ve
dominolarin bir tahtaya yerlestirilmesindeki yollarin sayisint veren Otelenmis

Fibonacci sayilar1 kullanilacaktir.

32



3.4.1. Daima Tam Say1 Olma Durumu
n )
Teorem 3.7. [ k] bir tam sayidir.
F

. . . . n i frez e .
Ispat. Fibonacci sayilarinin 6telenisi kullanilarak [k] = % elde edilir.
F k-1--Jo

[Z] ifadesinin daima bir tam say1 oldugunu ispatlamak i¢in n-1, n-2,..., n-kK
F

uzunlugundaki kutularin iginde k-1, k-2,...,1,0 uzunlugunda kutucuklarin var oldugu
gosterilmelidir. Paydadaki kutucuklar alt kutucuk ve paydaki kutucuklar da piramit
kutucuk olarak adlandirilsin. Tipki cebirsel olarak terimlerin sadelestirilmesi gibi
herhangi bir piramit kutucugu ve esit uzunluktaki alt kutucuk bir sadelestirme yapar
gibi kaldirilabilir. Kutucuklardan geriye kalanlar i¢cin Sekil 3.18 deki gibi bir

piramitte piramit kutucuklar1 diizenlenir.

Uzunluk

n-1
n-2

n-3

Sekil 3.18. Piramit kutucuklarindan bir piramit diizenlemesi

Her bir piramit kutucugunda tam olarak bir alt kutucuk bulunmaya calisilacaktir.
Piramidin en tepesinden her seferinde bir doseme incelenerek baslanabilir. lk olarak
k=1 parcalanabilir hiicreden n-1 kutucuk olusturulup olusturulamayacagmna karar
verilmelidir. Eger n—1 kutucuk k-1 pargaya ayrilabiliyorsa ilk alt kutucuk bulunmus

demektir. Boylece Sekil 3.19 de gosterildigi gibi piramitten n-1 Kkutucuk
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kaldirilabilir ve bir sonraki kutucugun k-2 pargaya ayrilip ayrilmadigina karar

verilebilir.

Diger bir deyisle eger i alt kutucuklar1 bulunursa en tstteki piramit kutucugunun

k—(i+1) pargaya ayrilip ayrilmayacagi incelenmeye devam edilebilir.

Uzunluk
n-1 k-1
n-2 k-2
n-3
Kalan
s Piramit
n-k

Sekil 3.19. k-1 pargaya ayrilabilen en iist kutucugun varliginda, kalan alt kutucuklar

i¢in piramidin geri kalaninin incelenmesi

Ancak stteki piramit kutucugu k-i+1 pargaya ayrilamiyorsa bir problemle
karsilasilir. Diger bir deyisle bir domino k—i+1 hiicre {izerine ortalanmistir. Bu
durumda kutucuklarin en iist kisminda yer alan dominonun en sagindaki parca alinip

piramidin en altina dogru Sekil 3.20 te oldugu gibi hareket ettirilir.
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Uzunluk k-1

n-k-1 n-k-1

Sekil 3.20. k-1 pargaya ayrilamayan en tist kutucugun varliginda, kutucugun geri

kalaninin piramidin en altina taginmasi

Yine eger i alt kutucuklar1 bulunduysa piramitte kalan hala k—i kutucuk ve bulmak
icin ayrilan k—i alt kutucuk vardir. Sekil 3.20 deki gibi devam ederek hala k-i
kutucuk ile bir piramide sahip olunur. Fakat piramit Sekil 3.21 de oldugu gibi bir

onceki piramitten biraz daha kiiciiktiir.

Uzunluk k-1

Kalan
Piramit

n-k

n-k-1 n-k-1

Sekil 3.21. Esit sayida kutucuga sahip fakat daha kisa olan piramit
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Her adimda aymi sekilde devam ederek eger i alt kutucuklar1 bulunduysa piramidin
en Ust kutucugunun k—i+1 pargaya ayrilip ayrilmadigina karar verilebilir. Bu sekilde
ya basarili olunur ve piramit bir kutucuk kadar daralir ya da bir domino elde edilir ve
piramidin en istte kalan kutucugu piramidin altina dogru hareket ettirilir. Her iKi
durumda da en tstteki kutucugun uzunlugu her bir yineleme sonrasi tam olarak bir
azalacaktir. Tersi bir durumda ise eger i alt kutucuklar1 bulunduysa kalan biitiin alt
kutucuklar1 veren k—(i+1), k—i+2, ..., 1,0 uzunluklu biitiin kutucuklarla karsilasilir.

Bundan dolay1 n—k, n—k+1, n—k+2, ..., n—2, n—1 uzunluklu kutucuklarin herhangi bir
kiimesinde 0, 1, ..., k-1 uzunluklu kutucuklar daima bulunabilir. Bu yiizden [Z]
F

ifadesinin daima bir tam say1 olmas1 gerektigine ulasilir.
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4. TARTISMA ve SONUC

Bu tez de oncelikle binom katsayisi tanimlanip bazi 6zellikleri verilmistir. Binom
katsayisindan yola ¢ikarak binom fonksiyonunda i garpani uygun f(i) fonksiyonlar
ile degistirilerek yeni 6zdeslikler elde edilmeye calisilmigtir. Sirasiyla eger f(i)=t;

yazilirsa

[n] S Ry
k t oty

elde edildigi ve tiggensel katsay1 olarak adlandirildig: veya f(i) = (igz) alinirsa

[Tl] _ (n;Z)(n;—l) (n—lgc+3)
Kl (3G

bulundugu ve Baxter katsayisi olarak isimlendirildigi ayrica f(i)=F, yazilirsa

[n] By Fyq By
e ™ R R

Fibonomial katsayinin elde edildigi gosterilmistir. Bu sekilde devam edilirse

_ (rremh(Mre?) ("";‘“a) _ (k) (k + a- 1)

n
k]a (k+2_1) (Z) (n + (.1 — 1) <n + éz — 1)
a k+a-1
elde edilebilir.

Daha sonra 2x2 ve 3x3 tipinde matris determinantlari alindiginda Baxter ve Catalan

sayilarinin parcalaniglarina ulasildi ve sirasiyla nxn durumunu saglayan herhangi n

kesigsmeyen yoldan daha fazla yol olup olmadig arastirildi.
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Ayrica bir boyutlu Catalan yolunun basit kombinatoriksel ispat1 yapildi. Son olarak
tipki liggensel katsayilar ile Baxter katsayisi arasindaki gibi Pascal iicgeni ile
Fibonomial katsay1 arasinda bir iligki kuruldu ve Fibonomial katsaymin daima tam

say1 olmasi gerektigi gosterildi.
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