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OZET

q -BASKAKOV OPERATORUNUN YAKINSAKLIK OZELLIKLERI

DENIiZ,Emre
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog¢. Dr. Ali ARAL
Haziran 2011, 56 Sayfa

Bu tez, ikisi agiklama ikisi de temel boliim olmak {izere toplam dort

boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde tezin amaci ve kaynaklar hakkinda genel bilgiler verilmistir.

Ikinci béliimde tezin konusunda kullanilacak bazi analiz kavramlar
aciklanmugtir.

Ugiincii boliimde klasik Baskakov operatoriiniin yakisaklik 6zellikleri ele
alinmistir.

Dordiincii boliimde g -Baskakov operatoriiniin yakinsaklik 6zellikleri ele

alinmustir.

Anahtar Kelimeler: Boliinmiis Fark, g -Boliinmiis Fark, leri Fark, q -ileri Farklar,
Siireklilik Modiilii, P.P.Korovkin, g -Tiirev, Baskakov Operatorii, q - Baskakov

Operatorii



ABSTRACT

THE CONVERGENCE PROPERTIES OF q-BASKAKOV OPERATORS

DENIiZ,Emre
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor:Assc.Prof. Ali ARAL
JUNE 2011, 56 pages

There are four chapters in this thesis, two of them are about explanations and

two of them are about basic chapters.

Information about the purpose of the thesis and resources are given in the first
chapter.

Some analysis concepts to be thesis are presented in the second chapter.

The convergence properties of classic Baskakov operators are given in third
chapter.

The convergence properties of g-Baskakov operators are given in fourth

chapter.

Key Words: Divided Differences, g- Divided Differences, Forward Differences, g-
Forward Differences, Modulus of Continuity, P. P. Korovkin, g¢- Derivative,

Baskakov Operators, g- Baskakov Operators
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1. GIRIS

1.1. Kaynak Ozetleri

Yaklasimlar teorisi, temel olarak verilen fonksiyona kendisinden ¢ok daha basit ve
kolay hesaplanabilen fonksiyona yaklagmayi amaglayan, Matematiksel Analiz’ in
temel konularindan birisidir.

A. F. Timan’in (A. F. Timan, 1963) hatirlattig1 gibi reel degerli fonksiyonlar1 ile
yaklasimlar teorisinin temeli 1885 yilinda Weierstrass tarafindan verilen bir teoreme
dayanmaktadir. Bu teoreme gore “ Solu [a, b] aralig1 tizerinde tanimli her siirekli
fonksiyona, o fonksiyona diizgiin yakinsayan bir polinom karsilik gelir.”

1912 yilinda S. N. Bernstein bu sonucu veren ¢ok daha basit ispat yontemleri
kullanarak vermistir.

Korovkin ise Lineer pozitif operatdr dizilerinin, siirekli fonksiyona sonlu kapali
aralik lizerinde diizgiin yakinsakligini veren test fonksiyonlarin kiimesinin varligin
gostermistir. Bu sonuca gdre test fonksiyonlart e;(x) =x' i=0,1,2
fonksiyonlarindan olusur. Yani L, lineer pozitif operatorler dizisinin sonlu [a, b]
kapal1 aralig1 lizerinde tanimli siirekli fonksiyonu diizgiin yakinsak olmasi i¢in gerek
ve yeterli sart L,,(t) operator dizisinin f fonksiyonuna yalnizca e;(x) = x%,i = 0,1,2
fonksiyonlari i¢in diizgiin yakinsamasidir.

Glinlimiizde q — analizi metodlar1 kullanilarak operatér dizilerinin yakinsaklik
sartlarin1 arastirmak, yaklasimlar teorisinin Onemli arastirma alanlarindan birisi
olmustur. Arastirmalar gostermistir ki g —sayilar1 kullanilarak olusturulmus operator
dizileri, klasik operator dizilerine gore, yaklasimlarin hizin1 bulma agisindan daha
etkilidir. Ayrica klasik operatorler icin elde edilemeyen bazi sonuglar g —analiz
yontemleri ile elde edilebilmektedir. ¢ —sayilar kullanilarak, 1987 yilanda Lupas ilk
olarak Bernstein operatorlerinin g — analogunu tanimlamis ve bazi yaklasim
ozelliklerini ispatlamistir.

1997 yilinda Phillips Bernstein operatorlerinin  bir bagka genellestirmesini
tanimlamis (G.M. Phillips, 1997) ve adina q — Bernstein operatorleri demistir. Bu
operatorler ise bir¢ok yazar tarafindan ¢alisilmistir. (V. Gupta, F. Altomare , Z. Xu,
T.Ermst, ...)



Biz bu tezde Aral A. and Gupta V. , 2011 makalesinde tanimlanan q —Baskakov
operatorlerini  inceleyecegiz. Bu operatorlerin  baz1 yaklagim  ozelliklerini
inceleyecegiz ve monotonluk 6zelliklerini verecegiz.

1.2. Calismanin Amaci

Bu tezde oncelikle G.M. Phillips, Bernstein polynomials based on the g-integers
kitabindan faydalanarak q —sayilar ve 6zelliklerini verecegiz ve buradaki bilgileri
“Aral A. and Gupta V. , Generalized g- Baskakov operator” makalesinde tanitilan ve
incelenen q — Baskakov operatorlerine uygulayacagiz. Bu makale tezin temelini
olusturmaktadir. Klasik operatorlerin = 6zellikleri “G.M. Phillips, Bernstein
polynomials based on the q -integers ” kaynagindan Ogrenilmis ve bu teze
aktartlmistir

q —Baskakov operatdrlerinin yakinsaklik hiz1 klasik Baskakov operatdriine gore ¢ok
daha etkili ve hizli oldugu gosterilmistir. Daha sonra agirlikli uzay tanimi verilmis ve
agirlikli yaklasim ozelliklerinin bu operatdr icin de gecerli oldugu gosterilmistir.

Ayrica g —Tiirev kavrami tanimlanmig ve operatdre uygulamalar tartisilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Tamim 2.1: (Boliinmiis Fark)
f, fonksiyonunun tanim kiimesinde x,, x;, X5, ... , X, seklinde (n + 1) tane nokta

secelim.

flxol = f(x0)

X1,X2, v , Xn| — J | X0, X1, X2, ver , Xpp—
f[xOrxler’ ’xn] — f[ 1,42y , n] f[ 0,410 42y rin 1] n> 1
Xn — X1

bigiminde tanimlanmig esitligine f nin boliinmiis farklar: denir.

Ornek 2.1:

Tanim 2.1. deki esitligin n = 2 i¢in boliinmiis farkini bulalim.

flx1, %21 = f%0, %1]

flxo, x1,%2] = Xy — Xq
_[FG) = fla) f(x) —f(x)] 1
B Xy — X1 X1 — X Xy — X

dir.

Tanim 2.2: (ileri Fark )
Af(xj) = f(xj+1) — f(x;) olmak iizere k = 1 igin

Aff(x) = A (x40) — AT ()

bi¢iminde tanimlanan esitlige ileri fark denir.
Asagidaki teoremde boliinmiis fark ile ileri fark operatorlerinin arasindaki bagintiyi

gorelim..



Teorem 2.1:

V j,k >0 igin x; = j olmak lizere

1
x5 X1 X420 o gkl = EAkf(xj)

dir.

ispat :
Bu Teoremin ispatini tiimevarim yontemi ile yapalim.

k =0 i¢in

) = £() = %% (x)

dogrulugu aciktir. Esitligin k i¢in dogru oldugunu kabul edip k + 1 i¢in dogrulugunu

gosterelim.

fIxj X010 Xj12) oo s Xjgeaa]

X1 %41 Xjh2s oo Xjaran] = FIX50 X4, X420 oo s K]

Xj+k+1 — Xj
_ 1 A () A%f(x)
Ck+1 k! k!
_ Ak+1f(xj)
 (k+1)!

Bu da k + 1 i¢in dogru oldugunu gosterir.

Tamm 2.3: (Konveks Fonksiyon)
VX, X1, X2, ..., Xn € [a,b] ve 4, € Rigin 4o + A; + 4, + ...+ 1, = 1 olmak {izere



Zn: Arf () 2 f (Zn: ﬂrxr)
r=0 r=0

esitsizligi saglanirsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

Teorem 2.2:
f fonksiyonu [a, b] de konvekstir & ikinci mertebeden boliinmiis farklart pozitif

olmasidir.

Ispat:

a < xy < x; <x, < bigin f[xg, xq, x2] farkini diisinelim.

olmast i¢in f[xq,x,] = f[x, x1] olmahdir.

o fo2) — f(x) > f(x1) = f(xo)

Xz_xl XI_XO

& (x1 —x0) {f (x2) — f(x)} = (xz — x){f (x1) — f(x0)}

e ) T ) 2 f )

(=4
xz_

A =220 ¢ 10,1] denilirse 1 — 2 = 22 olur.

X2—Xo X2=Xo

S Af (x2) + (1 = Df (x0) = f(x1)

A =2%dan x; = Ax, 4+ (1 — A)x, olur.

X2—=Xo

& Af (x2) + (1 = Df (x0) = f(Ax; + (1 = Dxo)



dir. Bu da ispat1 tamamlar.

Tamm 2.4: (Newton Interpolasyon Polinomu)

Verilen f fonksiyonu i¢in (xy, V1), ... , (Xp, ¥n), ¥n = f(xy,) bigiminde n tane nokta

i¢in
n
X — Xg
Jj j | |
Xi— X
k=1"J "k
k+j
olmak tizere

P = ) B ()
j=1

bigiminde tanimlanan polinoma Newton interpolasyon Polinomu denir.
Simdi Interpolasyon polinomu ile o polinomu olusturan f fonksiyonu arasindaki

hatay1 (farki) veren teoremi ifade ve ispat edelim.

Teorem 2.3:
Xg, X1, -, Xn € [a,b] ve bu aralik iizerinde f ve f nin n. tirevi sirekli, (n + 1).

tirev (a, b) de mevcutsa

(n+1)
FOE) ey

fG) =pn(x) = (x = x0) (x = x1) ... (X — xp) Tk <

olacak sekilde &, vardir.

Ispat :

Bu ispat1 Rolle Teoremini kullanarak ispatlayalim.



Rolle Teoremine gore fonksiyonun iki sifir yeri arasindaki tiirevin sifir oldugu en az

bir nokta vardir.

(x —x0) (x = x1) .. (x — x7)
(@ —x0)(a@ —x1) ... (@ — xp)

G(x) = f(x) —pn(x) — (f@-p(@) @D

a € [a,b] esitligi ile verilen G fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyonun n +
2 tane sifir yeri vardir ve bu noktalar «, x¢, x4, ..., x,, dir.

G fonksiyonuna Rolle Teoremi uygulanirsa G’ nin en az n + 1 tane sifir yeri vardir.
Bu sekilde Rolle Teoremi uygulamaya devam edilirse;

G'" en az n tane sifir yeri vardir, ... , 6™+ Vnin en az bir tane sifir yeri vardir ve biz
bu noktayr x = &, ile gosterelim. Boylece (2.1) esitliginin (n + 1) kez tiirevini

alirsak

(n+ D! (f(@) — pp())

— fF(n+1) —0-
0=/ =0~ @ —x) - @)

esitligini elde edilir.

Bu son esitlikte a keyfiydi @ = x alinirsa

f©)
(n+1)!

fO) = pu(@) = (x = x) (x —x1) .. (x — xp)
esitligini elde ederiz.
Simdi interpolasyon polinomu i¢in alternatif bir hata verelim. Bu hata miktarinda

@™+ yerine f nin bolinmiis farklarm kullaminz. Tamm 2.1 kullanarak

flx, xo, X1, X3, ... ,X,] bOlinmiis farklari i¢in bir formiil elde edelim.
flx, %0, %1, %2, v s X1 ]
= fx0, X1, X2, - » Xn] + (X — X)X, X0, X1, X2, o, X ] (2.2)

bu formiilde f[x] = fxo] + (x — x0) f[x, x0] tekrar (2.2) formiiliinde n = 1 i¢in

kullanirsak



flxo]l + (x — x0) f[x, x0]
flxol + (x — x0) flx, xo] + (x — x0) (x — x1) f[x, X0, X4]

formiila elde edilir. Yukaridaki formili

flx] = p1(x) + (x = x0) (x = x1)f [, X0, X1]

bi¢iminde yazariz.

(2.2) formiiliinde n = 2,3, ... i¢in devam edilirse

fIx] = pa(x) + (x = x0) ... (x = %) f[x, X0,

e X

formiilii elde edilir. Bu formiil Teorem 2.2 deki formiille karsilastirilirsa
fI (&)
Fx, Xgy ey Xp] = ———222

= Tmr1y SxElebl

elde edilir. n yerine n — 1, x,, yerine x alinirsa

)
f[xO: --.,xn] = M

n!

elde edilir. Bu sekilde boliinmiis farklar tiirev yardimiyla bulunmus olur

Tamm 2.5: ( Siireklilik Modiilii)

X,y € [a,b] olmak iizere |x — y| < § sartim1 saglayan & > 0 i¢in |f(x) — f ()| nin
en kiigiik ist sinirma f nin Siireklilik Modiilii denir.

w(f:8) = Sup |f () = FOI

x-y|sé

veya



w(f:6) = sup|f(x +h) — f(x)]
|h|<é

sembolleri ile gosterilir.

Stireklilik Modiiliiniin baz1 6zelliklert;
1) w fonksiyonu monoton artandir. Yani,

6, <6, =2 w(f:8;) <w(f:6,)
2) m € Nise w(f:md) < mw(f;0)

w(f:mé) = Ihslljrlr)lé‘lf(x +h) — f(0)]

= sup |f(x+mh)—f(x)|

|mh|smé

m

DTG+ k) = £Gr+ (k= D))

k=1

= sup
|h|<é

< z sup |f (x + kh) — f(x + (k — Dh)|
= |h|<8
= mw(f:5)
3) 1> 0icin w(f:A8) < (1 + Dw(f: ) dir.
w(f:26) < w(f: ([A] + 1)6)
<1+ Dw(f:6)
<A+ Dw(f:6)
4) f,[a,b] de siirekli ise,

If(@®) = fO)] < w(f:t —x)

dir.



w(f:lt—x[) = o Sup lf (@) = f(xI

t—x|<|t—x|

= sup ]If(t) — f(0)]

t,x€ [a,b

2 |f®) = f(l

5 If@ - fo)l < (1+52) w(f:6) dr.

lf () = fFWI < w(filx—yD

6 —
< o(f: |x6 yl)

S<1+|x;y|>w(f:6)

Tamim 2.6: (Star-shape)
f:[0,1] > R olsun. f(0)=0,f(x)=0 olmak {iizere x €[0,1] icin
xf'(x) — f(x) =0 veya 1 € (0,1) icin f(Ax) < Af(x) sartlarin1 saglanirsa f’e star

shape denir.

Teorem 2.4: (P. P. Korovkin)
{L,(f:x)} lineer pozitif operatorlerin bir dizisi olsun. a,(x), B, (x)ve y,(x), [a, b]

de diizgiin olarak sifira yakinsayan diziler olmak iizere V x € [a, b] igin;
L,(Ll:x) =1+ a,(x)
Lp(t:x) =x+ Br(x)

L,(t%:x) = x? + y,,(x)

kosullar1 saglayan L,,(f: x) f(x) e diizgiin yakinsar. Burada f, [a, b] de siirekli a da

soldan b de sagdan siirekli ve reel eksenin tamaminda sinirh bir fonksiyondur.

10



Tanim 2.7: (q-tamsayilar)

q > 0, r € N olmak lizere

bi¢iminde tamimlanan [r], sayisina g-tamsayisi denir.

Tanim 2.8: (q-faktoriyel)

q > 0 seklinde verilsin. r € N i¢in

bi¢iminde tamimlanan [r],! esitlige q- faktoriyel denir.

Tamm 2.9: (q-binom katsayilari)

Tiim n ve r dogal sayilar i¢in

" - [n],!

rlg  [n—rlg!rly!

biciminde tanimlanan [rrl]q esitlige q-binom katsayilar1 denir. Burada r > n igin

[’T‘]q = 0 dir.

Ornek 2.2:

n

=] [a+e =7 [ ¥ @3
s=0

s=1 a

11



esitliginin dogrulugunu bulalim.

n

Go() = (1401 +qx) .. (1 + " 1x) = 2 Cox"

dir.

r=0

(1+q"x)G(x) = (1 + x)Gn(qx)

(1+q™x) Z Cx"=(1+x) 2 Cr(gx)"

dir. x% lerin katsayilarini esitlenirse

Cs + ans—l = qSCs + qs_lcs—l

1 _ qn—s+1 ~
Cs = 1_—615615 Gy
_ [n—s+1]qqs 1
[S]q s—1
s = ligin C; = [n],C
—1]q _ [n]g[n-1]q

P _n
s=21i¢in C, = _[z]q qC; = 2l

$6+D) [n]g[n—1lq..[1]q _ qs(sz+1) [n]
S

s igin (s=q 2 [1]q[2]q--[S]q

dogrulugunu goéstermis olur.

12

olur.

Bu da (2.3)

esitliginin



Ornek 2.3:

(%05t = ﬁ(l +q 0 = i [T e e

esitliginin dogrulugunu bulalim.

H(x)=0+x)11+g0) t..(1+q"x) = Z dsx®

s=0
dir.
(1+ x)Hp(x) = (1 + q"x)H,(qx)

(1+x) Z dgx® = (1+q™x) z ds(gqx)’®
s=0 s=0

Bu esitlikte x° nin katsayilarini bulalim.

d; +ds_q = qsds + qn+s_1ds—1

1-— n+s—1
g = -L-a),
1-g°
[n+s—1],4
=713 %
[s]q °
s=1icind, = —Mag
1 [, %0
P — _ [n+1]4 _ _ [n+1]gln]q
s =2i¢ind, 2, d, = 0,

[n+s—-1]4..[nlq

« . — _ s — _ S n+s—1 [P RSN
s i¢in dg = (—1) STab g1, ( 1)[ s ]q olur. Bu da (2.4) esitliginin

dogrulugunu gostermis olur.

13



Ornek 2.4;

n+k [k + 11, [n+k
k+1l, ¢
ve
[n+k—1] n + K], [n+k
k q
esitliklerinin dogrulugunu gosterelim.
n+k [n+ klg!
kol Pt e = mre i et e
3 [n+ k]! [n],
= e,
3 [n+ k]!
AT
[n+k
q
dir.
n+k—1 _[n+k—1]q!
[ k ]q I+ ke = g e
B [n+k—1],! [n]g
=T kg T e,
[n+ k],!
e TR
n+k
o[ |
dir.

14



Tamm 2.10: (g-diferensiyel)
Anlamli olacak sekilde keyfi bir f(x) fonksiyonunu goz oniine alalim. f(x) in q-

diferensiyeli
def (x) = f(qx) — f(x)
olarak tanimlanmaktadir. Ornegin x in g-diferensiyeli
dof(x) =dgx =qx—x=(q— Dx

dir.

Tanim 2.11: (g-tiirev)

def(x) _ f(gx) —f(x)
dex  (q—Dx

qu(x) =

bi¢iminde tanimlanan esitligine f (x) fonksiyonunun q-tiirevi denir.

f (x) fonksiyonu tiirevlenebilir bir fonksiyon ise

lim Dy f (x) = lim L) @) _ F(x)

q-1 (q - 1)x

olur.
Buradaki D, f (x) operatdrii lineer bir operatordiir. Yani a, b sabitler olmak iizere f

ve g fonksiyonlari
Dglaf (x) + bg(x)] = aDgf (x) + bDgg (x)

dir. Gergekten;

15



dglaf(x) + bg(x)]
dgx

Dylaf(x) + bg(x)] =

_ af(gx) + bg(gx) —{af(x) + bg(x)}
(q—1x

=aD,f(x) + bDyg(x)

dir.

Bu da lineer operator oldugunu gosterir.

Ornek 2.5:

n € N olmak tizere f(x) = x™ fonksiyonuna g-tiirevini bulalim.

(@O" —x" _a" =1 .y n-1
(g—Dx q-1

Dyf(x) = Dgx™ =

= [n]qx
dir.

Da{f (x)g(x)} = f(gx)Dag(x) + g(x)Dqf (x) (2.5)
Datg(x)f(x)} = g(ax)Dqaf (x) + f(x)Dgg (x) (2.6)

(2.5) ve (2.6) esitliklerine ¢arpimin g-tiirevleri denir.

fx) _
g(X)ﬁ—f(x)

esitligine (2.5) deki ¢carpimin g-tiirevini uygulanirsa

= g(qx)Dq <%> + %Dqg(x) = qu(x)

=D, <f(x)) gD f(x) — f(X)Dgg(x)

90" 909900 (27)

elde edilir.
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Simdi de (2.6) daki carpimin g-tiirevini uygulayalim.

> 9000, (203) + L3, 90 = s o)
()t
elde edilir.
(2.7) ve (2.8) esitliklerine boliimiin g-tiirevleri denir.
Ornek 2.6:
Dq(=x,@)n = [n]q(=a%, @In—1 (2.9)

esitliginin dogru oldugunu gosterelim.

1 n—1 n-1
Dy(—x,qQ)p = ——— 1_[1+ Ty —1_[1+ Ix
q( Q)Tl (q _ 1)x j=0( q ) j=0( q )

n-2
1 —[ .
=—— | [(1+ ¢ %) (1 + ¢"x — (1 + %)}
(q - 1)x ‘]f=0
n-—2
Q" =117 .
T -1 (1+a"x)
j=0

elde ederiz.
Ornek 2.7:
n,k € N icin

Dq [xk(_x, Q)r_l-}-k] = [k]qu_l(_x' q);-}-k - (qx)k[n + k]q(—x, q)r_l}-k+1 (210)

17



esitliginin dogru oldugunu gosterelim.

(2.7) deki boliimiin g-tiirev formiiliinden

—D, (=% @k
(=% D (=% D
_ —In+klg(=qx, Qnir-1
T (X D (0%, P
= —[n+klg(—x Qnixsr (211

Dq(=%, Dk =

dir.
Dyx* = [k] xk1 (2.12)

q

esitliginin dogru oldugunu biliyoruz. O halde (2.11) ve (2.12) esitliklerini
kullanarak ¢arpimin tiirevinden (2.10) esitligin dogru oldugu agik¢a goriilmektedir.

Tamim 2.12: (Birinci q-Ileri Fark)

f nin birinci g-ileri farki

25f (%) = (%))
Apf (%) = 057 f (1) — @A () r=1

ile tanimlanir.

Tamim 2.13: (ikinci q-ileri Fark)

f nin ikinci g-ileri farki

Vaf (%) = f(x)
Vef(x) = a7V f (1) = Vg f () r=1

18



ile tanimlanir.

Tamm 2.14: (q-Boliinmiis Fark)
f (x) fonksiyonunun tanim kiimesinde xg, X1, X5, ... , X, seklinde (n + 1) tane nokta

secelim.

flxolq = f(x0)

X1, X2, vee , X — 1 X0, X1, X2, eun , Xpn—
f[xo;xpxz; ’xn]q — f[ 1,42, ’ n]q f[ 0,41y A2y rin 1]q n> 1
Xn — X1

bigiminde tanimlanan esitlikleri f nin q-boliinmiis fark denir.
Simdi g-boliinmiis fark ile ikinci g-ileri fark arasindaki bagintiyr veren asagidaki

teoremi verelim.

Teorem 2.5:

Tim j,r = 0 igin

r(2j+r-1) V5 f(x;)

%) %41, Xj12s o Xjurlg =4 2 W["]Z (2.13)
q!
. Ul e .
elde ederiz. Burada x; = =T bi¢imindedir.

Ispat:
Tanim 2.13 den r = 0 i¢in sonug agiktir. Simdi (2.13) esitliginde tiim j > 0 ve baz1

r = 0 i¢in dogru oldugunu kabul edelim.

fIXje1s oo Xaraalqg = FIx5 o Xj4]g

Xj+r+1 — Xj

f[xj;xj+1;xj+2' ;xj+r+1]q =

19



. _ r+1],
dir. Burada xj,r41 — x; = T

X em o s Tarsaly = FI o s 2500]
%5 X1, X0 oo s Xjyra1lqg = J J T[r+q1]q ) j+rlq
qj+r[n]z+1 r2j+r+1) r(2j+r-1)
B { 7 Vaf () —a 2 Vﬁf(xj)}

qj+T[n]7‘+1 r(2j+r-1)
=79 2 @Vef(ya)-Vef(x))

C [r+1],!
2j+r-1) .
[n]g* gz T rajerey -
=T a4 ¢ W)

elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 2.6:
f fonksiyonu star-shapeddir < Her bir g€ (0,1) ve x € (0,a] igin

xDqf (x) = f(x) dir.

ispat:
f fonksiyonu star-shaped olsun. Bu durumda

flgx) — f(x) - f(){q — 1}
(gq—Dx — (@—Dx

Dgf(x) = @

xDgf () = f(x)

qu(x) =

dir. Terside dogrudur.
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Tanim 2.15: (q-Taylor Formiilii)
f(x) fonksiyonu (a,b) araliginda siirekli fonksiyon ve c € [a, b] i¢in q -Taylor

formiilii asagidaki gibidir.

o)

Dk
f2) = Z Elk];((':) (z—o)k ,ze(ab)
k=0 a

Burada

k-1
z-03=1 G-k=][c-ce) wen
s=0

dir.

Teorem 2.7: (Holder Esitsizligi)
1,1
p>0,-+o=1 olbsun  x=(&) =128 ¥ =0 = (102,73 )

dizileri olsun. &;,n, € £, ise &y, € £1 ve
1 1
D leml < Z|fm|p) <Z|nn|q
j=1 m=1 n=1
dir.

Teorem 2.8: (Minkowsky Esitsizligi)

X = (gl) = (El!EZIE& ): Yy = (nk) = (771, N2,M3, ) dizileri olsun. Eger p >1 )
EMi €L, ise & + 1y € £, dirve

21



00 % 00 % 1e9) 1
& +m,” s( |€m|p) +< )
(z ot | (S (S

dir.

22



3. BASKAKOV OPERATORUNUN YAKINSAKLIK OZELLIKLERI

Tamm 3.1: (Baskakov Operatorii)

f € C[0, ) ve her bir n > 0 tamsayilari i¢in Baskakov operatorii

k

B0 =g 0 () (H;ﬁ_l)—uix)k

k=0

= S Prk(X)f . (3.1
n
k=0

bi¢iminde tanimlanir.

k

<1+x>"=i(n+:_1>mi—x)k

k=0
oldugundan

n+k—1> xk

1 o0
Bn<1:x>=m;1( ko Jadvor

B (53 = 1 ik n+k—1) xk
n('x)_(1+x)"k_0n( ko )JA+0F

1 Zk(n+k—1)! X

e x)nkzlE (n—1)Ik! (1+x)F

k

X 1 ~@m+k-1! xk1
T (A+x)(1+x0)n o] n! (k—1)! (1+x)k-1

o x 1 S+ k) xk
_(1+x)(1+x)"k_o nlk! (14 x)k

i Kk

- (1-)Ic-x)(1-l-1x)”z<n-llc_k)(1flc-—x)k

k=0

X 1
T4+ + )

(1+x)"" =x (an(x) =0)

23



dir.

B (12 1) = 1 ikz(n+k—1) xk
n( 'x)_(1+x)”k_0n2 k) +xF

1 k(k—1)(n+k—1)! x*
-<1+x>nkz=0 nz2  (n—D'k! (1+x)k
1 1 ik(n+k—1)! xk

n(l+x)" Lin (n— DIkl (1+x0)F

o2 11 o mtk-1) xk?
S (A+x)2n(1+x)n Lonl(k—-2)t (1+ x)k-2

1
+ —B,(t; x)
n

_oxr 11 S+ k+1)! xk i
_(1+x)2n(1+x)"k_0 nk!  (1+x)* n

x2 n+1 1 i(n+k+1)! xk x

"7 n A+l mrDk A+oF Tn

k=0
@ k

X2 n+l1 1 z(n+k+1) x +x
T (1+x)?2 n 1+ k (1+x)* n

k=0

_ox2 n+l1 1
T (14+x)?2 n 1+

B x(1+x) _x(1+x)
= x? t—— G =—"")

X
1 n+2 -
(1+x) +n

dir.

Not :

Korovkin Teoremi uygulandiginda da Baskakov operatoriiniin sonlu aralikta

kendisini olusturan f fonksiyonuna diizgiin yakinsak oldugu kolayca goriiliir.
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Teorem 3.1:

Baskakov operatdriiniin r. tiirevi

(n+r—1)'z(n+r+k—1) xk

-1 e )T

B (%) = ATF (g) (3.2)

—(":i—z),l)'z Puars O 27 (3)

biciminde gosterimine sahiptir.

ispat :

Oncelikle ispatta kullanacagimiz iki esitligin dogrulugunu gosterelim.

n+k (n+k)!
(k+1)(k+1)=(n—1)!(k+1)!(k+1)
_n (n+k)!
“nn-Dk!
_ (n+k) o m+k
nkl ( k )
n+k—1 n+k-1)!
( k )("+k): -k TR

. n (n+k) o m+k
_E(n—1)!k!_"( k )

(3.1) esitligindeki Baskakov operatoriiniin 1. tiirevi
B/ )_i k<n+k—1> k. xk1 i k<n+k—1) (n + k)x*
n f'x - & f(n) k (1 + x)k+n k_of(n) k (1 + x)k+n+1

bi¢imindedir.
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Sagdaki toplam serisinde k — k + 1 yazip, ispatin basindaki verdigimiz esitlikleri

kullanarak ortak parantezde yazalim.

k

B,;<f;x)=n2( Ve | () - £

k
1) (g e v

oldugundan r = 1 i¢in dogrudur. (3.2) formiiliiniin dogru oldugunu kabul edelim.
(r + 1) i¢in (3.2) formiiliiniin dogru oldugunu gosterelim.

(3.2) esitliginin tekrar tiirevini alirsak

= SIS (L e )

_(n+r—1)!§:(n+r+k—1) (n+ 7+ k)x* Arf<k>

(n—1)! k (1 4 x)n+r++1 n

k=0

elde edilir.

Birinci toplamda k — k + 1 yazilirsa

Bgﬂ)(f;x):(n+r—1)!(n+r) = (n+r+k) xk

(n—1)! s k (1 + x)nHr+kel
<[ (5) - ()
k

B L Ve ()

bulunur.
Bu da (3.2) formiliinin (r + 1) i¢inde dogru oldugunu gosterir. Tiime varim

prensibi geregiyle (3.2) formiilii dogrudur.
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Sonuc 3.1:

Baskakov operatoriiniin ileri fark operatdrii yardimiyla gosterimi
= n+r—1)! x"
B =Y O D
r=

bigimindedir.

Ispat :

f fonksiyonunun Maclaurin seri agilim1

0

e
-y L0,

r!

r=0

dir.

Baskakov operatoriiniin Maclaurin seri agilimini yazarsak

0

i = Y B e,

r!
r=0

O (AT = DIP, 0 (0)A7£(0)

2R 7l x
B S m4r—1 n+r—-1! x"
‘r=0< 0 )(n—l)! AP
- n+r—-1! T
:Z (n—1)! AQ

r=0

elde edilir.
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Sonuc¢ 3.2:

Baskakov operatoriiniin boliinmiis fark yardimiyla gosterimi

ooy Flod L
(n—1)! ° n’

B,(f;x) =

r=0

bi¢imindedir.

ispat :

f fonksiyonunun boliinmiis fark ile ileri farki arasinda

1 ry n’

esitliginin oldugunu biliyoruz. Sonug¢ 3.1 de ileri fark ile gosterimde ileri fark

operatoriiniin yerine (3.3) esitligini kullanilirsa

Ba(fi ) = Z("”_”'M[O il

n" r!

ispat tamamlanmis olur.

Lemma 3.1:

Basakakov operatdrii i¢in

x(1+x
B.(Lx) =1 ,B,(t:x) = x B, (t%x) = x* 4+ -0+ %)

28



esitlikleri dogrudur.

iSpat:
(r)
Fltor e = : r!(f) 1 Xg <& <xp .
Ayrica
T Q)
%Arf(xo) = f[xo,xl, ...,xr] — f rl(f)

oldugunu biliyoruz.
Yukaridaki esitlikten goriiliir ki x™ fonksiyonunun r den biiyiik sayilar i¢in ileri fark
stfirdir.

Dolayistyla Sonug 3.1 den
B,(1;x) = A°f(0) =1

elde edilir.
f(t) =t secelim.

B, (t;x) = A°f(0) + nA'f(0).x

=O+n.f(%>.x=x

f(t) = t2secelim.

2

B,(t%x) = AF(0) + nA'F(0). x + n. (n + 1). A2f(0) %
A°f(0)=f(0)=0
, 1 1
81O = f (=)= F O =

n
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270 = a7 (1) - 4F(0)

1)1 ()

2

B,(t%x) = A°F(0) + nA'f(0).x + n.(n + 1).A%£(0) %

1 2 x?
=0 +n.ﬁ.x +ﬁ.7.n. (n+1)
x(1+x
n
elde edilir.
Teorem 3.2:
f € Ck, [0,0) = {f;f, [0,0) siirekli ve lim,_, ff;)z = Kf} ise R nin her kompakt

alt araliginda
lim B, (f; ) = £(2)

yakinsamasi diizgilindiir ve

x(1+x)
n

|Bn(f; %) = f(O)| s mw | f;

esitsizligi dogrudur.
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Ispat:

Ba(fix) — f(x) = f( )(H:_l)(lf%—f(xm
_ k s _ k
T e S e

Q- (T i

Esitligin her iki tarafinin mutlak degerine alalim.

> UG-l (v

G-l v

ng

s T

b
I
o

|Bn(f; %) = f(0)] =

Toplam serisine Holder esitsizligini uygulayalim. O halde

[ee]

! z L. =) Jpn,k]}
< w(f;6){1+%\/i |§—x 2Pn,k}
k=0

|B,.(f;x) — f(0)] = w(f;8) {1 +

31



o 1 ko’
= w(f; ) 1+§ Bn<(g—x> ;x)
_ _ l /x(l + x)
=w(f;6)1+ 51

5 x(1+x)

= |7 seger ve parantez icindeki sabiti m ile gosterirsek.

bulunur.

x(1+x)
n

|Bp(f;x) — f)| <mw]| f;

elde edilir.

Teorem 3.3:

fstar — shapeddir & B, (f; x) de star — shapeddir.

ispat :

By (f;x) — Bn(f X >0

oldugunu gostermek yeterlidir.
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&mm—%?”
-3 (" e ()
S
-3 ("4 e (-2 e ()
(1 ern=n(";")

esitligi kullanilirsa

Bn(f;x) =n

k

(4 Ve (15 -1 () - ()
k

(4 Ve () () - (9)

=n

D+ I

&
1l

0

v
o

oldugundan Baskakov operatorii star-shapeddir.

Teorem 3.4:
f(x), (0, ) araliginda tanimli ve f(x) = 0 olsun.

Eger

B, (f; '
@, x € (0,0) i¢in azalansa < n(£ x)) <0 dir
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Ispat :

B,(f;x) _ f(0) o ke mt+k—1y xk?
X _x(1+x)”+;f<g)< k )(1+x)n+k
oldugundan
Bu(fi)\ _ __ f(0) nf0) o k4 1ymdky kel
< x >__x2(1+x)"_x(1+x)n+1+zf( n )(k+1>W

k=1
SO0

elde edilir. Bu son esitlikte

(ex ) oo =n(")

ve

(n+k—1)( ) = (n+k>
k TTOEM g
esitliklerini kullanirsak
B\ _ f©  nf(0)
X Tox2(1+ 0 x(1 4 x)ntt
+§:<n+k> xk-1 k( <k+1> n (k)n)
— k /(14 x)ntkt1 / n Jk+1 fnk
yazilabilir.

% azalan oldugundan parantez iceriside negatif ¢ikar. Buda ispati tamamlar.
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Simdi B,,(f; x) Baskakov operatorii i¢in ardisik iki terimi arasindaki asagidaki

bagintiy1 verelim

Teorem 3.5:

. = BFix) = 1 i xk+1 (n+k)(n+k+1) [ k k+1k+1
ner(fix n(f32) = n(n+1) & (1+ )™y k n+1) n+1'n+1" n

dir.

ispat :

d k
Bpii(f5x) = Zf(nL-i—l) (n:k)(l_l_zm

k=0
operatoriinde 1 yerine 1 + x — x yazalim. Bu durumda

@ k+1

* k
a0 =21 () (3 e 2 ) (3 s

k=0 k=0

esitligi bulunur.

@ _ k
Bn(f;X)=%+kZ=1f(§)<n+z 1)(1+XW
e O WIC [ For=tces

k=0

yazilabilir.
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Bni1(fix) — Bp(f;x)

_i xk+1 [ (k+1)(n+k+1) ( k )<n+k>
_k_0(1+x)n+k+1f n+1 k+1 f n+1 k
<k+1)<n+k)]
f n k+1
elde edilir.
(n+k+1)_n+k+1(n+k>
k+1 /]  k+1 k
ve
(n+k)_ n <n+k)
k+1) k+1\ k
esitlikleri yerine yazilirsa
Bn+1(f; x) - Bn(f; x)
B i xktl <n+k>[ ( k > (n+k+1) <k+1
B k_0(1+xn+k+1 k fn+1 (k+1) fn+1
N n (k+1)]
k+1f n
elde edilir.
k k+1 k+1]
n+1'n+1" n
_ n(n+1)? ( k ) (n+k+1) <k+1>
_(n+k+1)f n+1 (k+1) i+
N n <k+1)]
k+1f n

esitliginin dogrulugunu gosterirsek ispat tamamlanmis olur.
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k+1 k+1 k+1
[k k+1k+1]_f[n+1’ ] f[n+1 ‘n+1
n+l'n+1 n | k+1 &k
n n+1
k+1 k+1 k+1
_(ktn+1) f[ n ] f[n+1] f[n+1]_f[n+1]
n(n+ 1) k+1 k+ k+1 k
n n+1 n+1 n+1
C(k+n+1) n(n+ Df [ <n+1)<k+"+1)f[ﬁ+i
"~ nn+1) (k+1) (k+1)

k
+(n+1)f[—n+1}

_ n(n+1)°
_(n+k+1){(k+1) [

- el bl

dir. Bu da ispat1 tamamlar.

Sonug 3.3:
f fonksiyonu [0, ) da konveks ise B, (f; x) artmayan bir dizidir.
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4. g-BASKAKOV OPERATORUNUN YAKINSAKLIK OZELLIKLERI

Tamm 4.1:
f € C[0,o),q > 0 ve her bir n > 0 tamsayisi i¢in g-Baskakov operatdrii

Ntk —1] kk-1 ) [k]
Bn,q(f; x) = Z [ k ]q q 2 x*(—x, q)n}-kf (C[k_l—q>

[,
K,
Z k<x>f< i ]q)

bi¢giminde tanimlanir. ¢ = 1 i¢in bu operator Tanim 3.1 deki klasik Baskakov

operatoriine dontistr.

Teorem 4.1:

r > 0 i¢in g-Baskakov operatoriiniin r. g-tiirevi

[klq

—qk‘l[n]q> (4.1)

~1],! o
DgBnq(f;x) = %Z qupr?w k(x)V5f<
T =

biciminde gosterime sahiptir.

Ispat:
Ornek 2.7 deki esitlikten (4.1) esitliginin 7 = 1 icin asagidaki esitligi elde ederiz.

/ S m+k—1] kk-1 B . [k]
DaBng(f;2) = ;[ k ]qq 2 [klgx (=2, @niif <—qk‘1[ji]q>

S m+k—1 K0=1) . k],
D N e (SR RN RC ey <qk—[n]q>

k=0
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Simdi ilk toplam seride k — k + 1 yazip Ornek 2.4 deki esitliklerden faydalanarak
yukaridaki esitligi asagidaki gibi yazabiliriz.

k k+1
a0 =l [" 1] e b {r (e

k
e, q*[n],

()

/ <qk-1[n]q
c [k]
=ik 2 s (g )

r = 1 i¢in (4.1) esitliginin dogrulugunu gostermis olduk. Simdi (4.1)esitligin 7 igin
sagladigim1 kabul edelim. r + 1 i¢in (4.1) formiiliiniin dogru oldugunu gosterelim.

Simdi (4.1) esitligini bir kez daha g-tiirevini alalim.

DF*'B, 4(f;x)

+r—-1 k -1 k(k 1) k
[n[ni—l]qz [Tl +r+ ] q ——4rk [k]qu_l(—x, q);}-kﬂ”vaf <qk[_4)

q [n]q

_Mz[nﬂw—l] LCSN

+k
T q (4"

k
] ( X, q)n+k+r+1v f< [ ] >

elde edilir.
Simdi ilk toplam seride k — k + 1 yazip Ornek 2.4 deki esitliklerden faydalanarak
yukaridaki esitligi asagidaki gibi yazabiliriz.

D5+1Bn,q(f; x)

ntrlgsom+r+k] k=D o ) [k + 1],
= — 2 — - ryr —_—
[Tl _ 1] |Z [ k ] q x ( X, q)n+k+r+1 q vq qk[n]q

a =) q

(I,
~Vaf ( [nlq)}
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oo

+1]g! k
[n+r QIZ q(rﬂ)k n+r+1, k(x)vr+1f <%>.

qko

Bu da bize (4.1) esitliginin r 4+ 1 i¢in saglandigini verir. O halde tiimevarim

prensibine geregiyle ispat tamamlanmis olur.

Sonug 4.1:

q-Baskakov operatoriiniin ikinci g-ileri fark operator yardimiyla gosterimi

B (fi %) = Z ! VZf(O)W
bi¢imindedir.
Ispat:
Teorem 4.1 den
DiBag(fi )], = [”[:i . et b (O 0)
q
_nt+r- 1]q :

dir. Yukaridaki esitligi Tanim 2.15 deki g-Taylor formiiliinde kullanilirsa

Oo[n+r !, xF
By q(fix) = ;[n_—]q,qv f(O)W

elde ederiz.

Teorem 2.5 ve Sonug 4.1 den asagidaki sonug elde edilir.
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Sonuc¢ 4.2:

q-Baskakov operatoriiniin g-boliinmiis fark operatorii yardimiyla gosterimi

B B = [n+7r—1],! _r(rz—l) 0
R e e R
r=0

bi¢imindedir.
Teorem 4.2:
Bpq(t™;x), m=0,1,2 icin

X

By q(Lx) =1 ,Byg(t;x) =x ,Byq(t%x) = x* + ]
q

(1+3)
q
esitlikleri dogrudur..

Ispat:

ANG)

r!

f[xO'xl' "'ﬂxr]q = f € (xO'xr) (42)

Ayrica Teorem 2.5 ve (4.2) esitliginden

rezn o Vel 0) 0@

1 a [r],! 7!

vardir.

Yukaridaki esitlikten goriiliir ki x™ fonksiyonu r den biiyiik sayilar i¢in ikinci g-ileri
fark sifirdir.

Dolayisiyla Sonug 4.1 den
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Bnq(1;%) = VOF(0) = 1

oldugunu elde edilir.
f(t) =t segelim.

By q(t;x) = Vaf (0) + [n]4Vqf (0)x

cos i) 0}

1
:[]ﬁ:

f(t) = t? segelim.

2

Bpg (£% %) = VO£ (0) + [n]V4f (0)x + [n]y[n + 1]qVﬁf(0)% (4.3)
q

dir.

] 2

]
1
q
2

- qf< 2], >—<1+q)f(i)+f<0)
ails s

esitliklerini (4.3) de yerlerine yazalim.



elde edilir.

Teorem 4.3:

(qn), qn > 0 ve

olsun.
Vf € B,(R*) igin

dir. Burada

dir.

lim g, =1

n—->oo

|Bn,qn(f; x) _f(x)l —0

y
ey (14 x2)?

B,(RY) = {f: |f (x)| < Br(1 + x?)}
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Ispat:
f stirekli oldugundan diizgiin siireklidir.

Her € > 0 igin bir § > 0 sayis1 vardir ki Oyle ki |t — x| < § sartin1 saglayan t’lerin
|f(t) — f(x)| < € elde ederiz.
f € B,(R*) oldugundan |t — x| = § i¢in
lf@®) = fFI < If O+ 1f (0l
< Br(1+t*) + Bs(1 + x?)

= Br(2 + t* + x?)
=Br(2+ (t —x+x)* +x?)
=Br(2+ (t —x)* + 2(t — x)x + 2x?)

<2Br(1+x*+(t—x)* 4+ |t —x|x)

< 2B{(t— 0% + (1 +x*)(1 + |t — x])}
< 2B, {(t —x)?+ (1 +x?) <¥+ |t —xl)}
= ZBf{(t —x)? + (1 +x?)|t — x| (% + 1)}

< ZBf{(t — x)? (%+ 1) + (1 +x3)|t — x| <%+ 1)}

<ArO{t =20+ A1+ x|t — x|}

elde edilir. Burada A¢(6) f ve & bagh pozitif sabitlerdir.

Yukaridaki sonuglar birlestirilirse
If (@) = FOI <&+ At — 0% + (1 + x|t — x[}
elde ederiz. Burada t, x € R* dir. Bdylece
|Bn'qn(f; x)—f)|<e+ Ar(8){B g, (t — )% %) + (1 4+ xH)By 4 (It — x|; %)}

olur.
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N =

1
B g (It = x1;%) < (Byg, (¢ = 0% ) Byg, (1,12

- j [n)]cqn (1+)

dir.

B, 3 X) — 1 1 1 1
suplPo D SO (142)4 J (1+4)

dir ve bu esitligin n — oo i¢in limit alinirsa ispat tamamlanar.

Teorem 4.4:

(qn), qn > 0 ve

lim g, =1

n—->oo

olacak sekilde reel sayilarin bir dizisi olsun.

Bu durum da Vf € E,(R*) igin
lim By g, (f5 ) = £(x)

yakinsamas1 R* kompakt alt kiimesi tizerinde diizgiindiir. Burada

f(x)
1+ x?

E,(RY) == {f € C(R‘“):ii_r}‘go mevcut}

dir.
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Ispat:
Teorem 4.2 de goriiliir ki f(x) = 1ve f(x) = x i¢in B, 4 (f;x) = f(x) dir.

lim g, =1

n—-oo

oldugundan f(x) = x? i¢inde B, 4, (f;x) = f(x) e diizgiin yakimsak oldugu goriiliir.

Bu da Teorem 2.4 gore B, 4 (f; x) operatdrii diizglin yakinsaktir.

Sonuc 4.3:
f € C[0,) ve Vx € (0,a] i¢in

X

X
|Bpq, (f; %) = F()| < Ma, | £; m(l 4 5)

elde edilir.

Teorem 4.5:

f fonksiyonu star-shaped ise B, ,(f; x) q-Baskakov operatdrii de star-shapeddir.

Ispat:
Teorem 4.1 den

Dy B ) — 20T
) o0 n+k k(k2—1) ) , [k]q
- [n]q;qk[ k a q xk(_x; q)n+k+1vqf <qk_1[n]q>
N ﬂ) ntk—1) ken o
;f<qk_1[n]q [ k ]qq P Em D
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- k1 k(k-1) k+1
= [n]q Z [n -;(_ ]q qk k2 quk(_x, q);}-k+1 {f <[qk[n]:c|1q>
(K, ) B <[k + 1]q>}
Ny, " wer o, o,

bi¢iminde yazilabilir.

B, ;
Dan,q(f; x) — #

N qlkly | (lk+11g\ [ [kl

) ["]q;qkp’f“"‘{[k vt () (o)) @
elde ederiz.

f fonksiyonu star-shaped oldugundan

alkl, ([k+1]q> ( (K], )
k1, \ v m, ) 2\,

dir.
Bu esitsizlik ile (4.4) esitliginden istenilen sonug elde edilir.
Simdi Tanim 4.1 de tanimli q -Baskakov operatorlerin monotonluk 6zelliklerini

gorelim.

Teorem 4.6:

Farz edelim ki f(x) fonksiyonu (0, o) da tanimlansin ve x € (0, ) i¢in f(x) = 0

olsun. Eger % tim x € (0,) i¢in azalan ise bu durumda x € (0,) ve

Vq € (0, ) igin

X

D, (—Bn'q i x)> <0

dir.
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Ispat:
Tanim 4.1 den

Bnq(fix) N kg \p+k-1] kb B
T—;f<m)[ K ]qq XK (=%, Dk

£(0)

+ =2 (=x,q):!
. (=x,@)n

elde edilir.

Yukaridaki esitligin g-tiirevi alirsak ve (2.10) esitligini kullanirsak

Bpq(f; N k =11 kED 1
D, Bnalfix) _ Zf <qt£1—][71]) [n ! k ]q a7 Ik =12 (%

X k=2
c [Klg \[+k-1] ki
) Zf <q"‘1[nlq> [ e s
0

X (@0 (5 Db + Dy {2 (- )7

elde edilir.
0 Dy (—x,q@)nt — (—x,q)x'D
1

yazabiliriz.
Boylece
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x q*[ k+ 11,

if< >[n+ll:—1]qqk(kT_l)[n+k]q

=1
0
X (qx)k_l(_x’ q)r_l}-k+1 - f(O) % -X, q);-}-l - % (—x, Q)ﬁl

Bug(f;x) ~o ([k+1l\[n+k] k&1 )
0, 20 L0 Y p (S [ ), e i
k=1

dir.
Ornek 2.4 deki esitlikleri kullanirsak

B, (f;x)
o (2]

4kl k-1
=Z[ ] q 2 x*N(—x, Qpirsrlkly

1

k=

{<k+1 ) oIl f< [k, )qk-l[n]q}
i1, S\ imy,) T,

f(t»u( Diti - f“( xRt

elde edilir.

tim x € (0,00) i¢in artmayan oldugundan tiim q € (0, ) ve

f(x) =0 ve £2

x € (0, ) igin

D, (—B"’q if; x)> <0

dir.

Simdi By, 4(f; x) q-Baskakov operatorii igin ardigik iki terimi arasindaki asagidaki

bagintiy1 verelim.
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Teorem 4.7:

f € C(R") ise bu durumda agagidaki formiil gegerlidir.

Bn+1,q(f; x) - Bnq(f; x)

i k(k+1) n+k
= Z q 2 2k xk*1(—x, Q)n+k+1[
qln + 14 P q

X[n+k+1]q I [k]q [k + 1], [k+1]ql
[n+ 1], q*n+ 1], q*n+ 11" q*[nl,

ispat:

Tanim 4.1 den

n+ky k-1 _ [k]
Buinq (i) = Z[ | o xk(—x,q)nikﬂf(ﬁ)

esitligini yazabiliriz.
Simdi bu esitligi 1 yerine 1 + q™"**x — q™**x yazalim.

- klq k1 k(k-1)
q

M+1
k=0
N [k, ) i
—Zf <qk1[T [ ] q 2z @Rt (—x, Qnire
q

= f(0)(—x, q)T_ll
+ k] kk-1
+z < k- 1n+1 >[n ]qq 2 X (=%, @ik

= [k], n+ky k-1 )
—Zf <qk1— [ ] q Z q" (0 Ot
a

[n+ 1]
k=0

esitligi bulunur.

Boylece
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Bni1q(f32) = f(O)(—x, )7’

[k+1]; \[n+k+1] ki1 )
+Z < n+1 > k+1 qq 2 q xk+1(_x:CI)n-}—k+1

— n+k k(k—1)
_Zf<qk 1 n+1 >[ ol ST X Dt
k=0

elde edilir.

N k k—1] k&1
Bn,q(f; x) = f(0)(—x, 7" + Zf<qk[_l][zl] )[n * k qk k2 x*(—x, q)n+k
k=1 q

q

= (O (—x, Q"

N [k+1]q> n+ky kk=1
_I_ 2 kxk‘l'l(_x’ -1
ké()f( i, i+ 1 qq q Dnik+1

oldugundan

Bn+1,q (f;x) — Bn,q(f; x)

3 k(k=1) [k+1], \tn+k+1
koq 2 glxkt(— xq)n+k+1{< n+1) k+1 |,

n [k]q n+k [k + 1]\ +k
_qf<k1[n+1 )[ q_f<qk[n]q>k+1q}

elde ederiz.
Ornek 2.4 den faydalanarak

Bn+1,q(f; x) — Bn,q (f; x)

ke n+k k],
N o
L n+k+1 q k 1[71 + 1]q

_[n+k+1]qf< [k + 1], >+ [n]g f<[k+1]q>}
[k + 1], qk[n +1], [k + 1], qk[nl,
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elde edilir.

[k]q [k+1], [k+ qu
q“tn+1]g q*[n+1]" q¥[nl,

g nlgn+ 102 ( [k]q )
‘qqn+k+uq‘7fqbqn+uq

~ [n+k+1]qf< [k + 1], >+ [n]q f<[k+1]q>}
[k + 1], qk[n + 1], [k + 1], q*[nl,

esitliginin dogrulugunu gosterirsek ispat tamamlanmis olur.

f

[k]q [k +1], [k+1],
f[qk T+ 11, g% + 11, q¥ln], l
[k + 1], k+1q [k]q [k +1],
f[ n+1 l_fl k‘l[n+1]q’qk[n+1]q
M+1h_ k],
q[nl, q*n+1],

| <[k+1] )_ < [k + 1], )
 q*Inlgln + 1], 4’0 T, )\ @l

 [n+k+1], [k+1],  [k+1],
L q"[n]q q*[n + 1],

[k + 1] [k]
/ (qk[n + ﬁq) -/ <qk_1[n 3‘ ﬂq)E

[k + 1], B [k]q
q[n+1], q*1n+1], )

_ q*[n]yIn + 1], {qk[n]q[n + 1], <[k + 1]q>
a [n+k+1],4 q"[k + 1], q*[nl,

q*[nly[n + 1], [k + 1],
_ ( e A 1]q>f <qk[n . 1]q>

[k]
q**[n]3[n + 1]3 ([k + 1]q> B q*[n + 1]3[n], ( [k + 1], )

- q*[n+k + 1],k + 1], q*[nl], q"[k + 1], q*[n + 1],
q**[n + 1]Z[n], [k]q
AR ey <w4m+ug
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B q**[n + 1]3[n], . [k], B [n+k +1], [k + 1],
gt n+k+ 1], a'f q*1[n [k + 1], qk[n + 1],

[, ([k+1]q>}
v, o,

dir. Bu da ispat1 tamamlar.

Sonug 4.4:
f fonksiyonu R* da tanimli konveks bir fonksiyon ise Tanim 4.1 de tanimlanan

B, 4(f; x) q-Baskakov operatdrii monoton azalan dizidir.

53



KAYNAKLAR

Timan, A. F. Theory of Approximation of Functions of a Real Variable, Pegamon
Press, Oxford-London-New York-Paris, 1963

Aral, A. and Gupta, V. Generalized q- Baskakov operator (Kabul edildi) Math.
Slovaca,2011

Altomare, F. and Campiti, M. Korovkin-type Approximation Theory and its
Applications, Vol. 17, de Gruyter Series Studies in Mathematics, de Gruyter, Berlin-

New York, 1994.

Altomare, F. and Mangino, E. M. On a generalization of Baskakov operator, Rev.
Roumaine Math. Pures Appl., XLIV, 683-705.

Andrews, G. E Askey,. R. and Roy, R. Special Functions, Cambridge Univ. Press,
1999.

Aral, A. A generalization of Szasz operators based on g-integers, Math. Compt.

Modelling, (in press)

Aral, A. and Gupta, V. g-derivative and applications to the q-Szasz Mirakyan
Operators, Calcolo, 43 (2006), 151-170.

Aral, A. and Gupta, V. On g-Baskakov type operators, Georgian Math. Journal,

Baskakov, V. A. An example of sequence of linear positive operators in the space of
continuous functions, Dokl. Akad. Nauk. SSSR 113 (1957), 259-251.

Cao, F. , Ding, C. And Xu, Z. On multivariate Baskakov operator, J. Math. Anal.
Appl. 307 (2005), 274-291.

54



Cheney, E. W. Introduction to Approximation Theory, Chelsea Pupishing Company.
New York, 1982 (Second Edition).

Ernst, T. The history of g-calculus and a new method, U.U.D.M Report 2000, 16,
ISSN 1101-3591, Department of Mathematics, Upsala University, 2000.

Gupta, V. and Aral, A. Generalized Baskakov-Beta operators, Rocky Mauntain

Journal of Math. (In press)

Gupta, V. A note on modifed Baskakov operators, Approximation Theory Appl., 10
(3) 1994, 74-78.

Wang Heping, Korovkin-type theorem and application, J. Approx. Theory 132
(2005) (2), pp. 258.264.

Wang Heping and Meng Fanjun, The rate of convergence of @-Bernstein
polynomials for 0 < q < 1, J. Approx. Theory 136 (2005) (2), pp. 151.158.

I’inskii, A. and. Ostrovska, S Convergence of generalized Bernstein polynomials, J.
Approx. Theory 116 (2002) (1), pp. 100.112.

Lupas, A. A g-analogue of the Bernstein operators, Universty of Cluj-Napoca,

Seminar on numerical and statistical calculus, No:9, 1987.

Mastroianni, G. A class of positive linear operators, Rend. Accad. Sci.Fis. Mat.
Napoli, 48, (1980) 217-235.

Oruc, H.and Tuncer, N. On the convergence and iterates of g-Bernstein polynomials,
J. Ap-prox. Theory, 117 (2002) (2), pp.301-313.

Ostrovska, S. g-Bernstein polynomials and their iterates, J. Approx. Theory 123
(2003) (2), pp. 232.255.

55



Ostrovska, S. On the improvement of analytic properties under the limit g-Bernstein
operators, J. Approx. Theory 138 (2006) (1), pp. 37.53.

Pethe, S. On the Baskakov operator, Indian J. Math. 26 (1984), No:1-3, 43-48
(1985).

Phillips, G.M. Bernstein polynomials based on the g-integers, Ann. Numer. Math. 4
(1997), pp. 511.518.

Phillips, G.M. Interpolation and Approximation by Polynomials, CMS Books in
Mathematics, vol. 14, Springer, Berlin, 2003.

Phillips, G.M. On generalized Bernstein polynomials, in: D. F. Griffits, G. A.
Watson (Eds.), Numerical Analysis: A. R. Mitchell 75th Birthday Volume, World

Science, Singapore, 1996, pp. 263-269.

Rajkovi‘c, P. M. , Stankovi'c, M. S. and Marinkovic, Sladana D. Mean value
theorems in g-Calculus, Math. Vesnic. 54 (2002), 171-

Videnskii, V.S. On some classes of g-parametric positive operators, Operator Theory
Adv. Appl. 158 (2005), pp. 213.222.178.

56



