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Bu yiiksek lisans tezinin amaci operatér, lineer operatér ve smirl lineer
operator kavramlar1 goz Oniine alinarak bilinen bazi sonuglar verilmistir. Aym
zamanda iki degiskenli Shepard operatorleri ve iki degiskenli Hermite-Fejer

polinomlart ile kismi sekil koruyan yaklagimlar incelenmistir.
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The purpose of this thesis, considering the concept of the operator, linear
operator and limited operator some known results are given. Also the partial shape
preserving approximation by bivariate Shepard operators and bivariate Hermite-

Fejer polynomials have been studied.
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1.GIRIS

1960 11 yillarda Popoviciu yaptigir calismalarda Jakobi noktalarina dayanan tek
degiskenli Hermite-Fejer polinomlar1 smifi i¢in, bir f fonksiyonunun monoton
oldugu nokta civarindaki bazi noktalarin varliginin korundugunu gostermistir. Daha
sonra bunlara ek olarak f nin konveksligi géz oniine alinarak problemler, Shepard
operatorler, Grunwald interpolation polinomlart ve Kryloff-Stayermann

interpolation polinomlar1 igin arastirilmistir. Bu ¢alismamizda D cR?, f:D >R

olmak tizere f ye bagl iki degiskenli Shepard interpolation operatorle kismi sekil
koruyan yaklagimlar1 verilmistir. Ayrica f fonksiyonunun kesin konveksligi
gosterilerek, aliman komsuluklara gore f ye baglh iki degiskenli lineer operatorlerin
sekil koruyan yaklasimlar1 incelenmistir.Bunlara bagli olarak bazi sonug teoremleri
ve bunlarin ispatlar1 yer almistir. Bununla birlikte iki degiskenli Hermite-Fejer
polinomlar1 tanimlanarak bu polinomlar ile kismi sekil koruyan yaklasimlar

sunulmustur. Calismada f :[a,b]x[c,d]—)R tanimli fonksiyonun iki boyutsal

(veya hiperbolik tistten monoton) ve iki boyutsal (hiperbolik alttan monoton) olma

sartlar1 verilmistir. Son olarak f fonksiyonun kesin double konvekslik tanimi

verilerek Hermite-Fejer polinomlar1 bu baslik altinda incelenmistir.



1.1. Kaynak Ozetleri

G. A. Anastassiou ve S. G. Gal in 2000 yilinda yapmis olduklar1 ¢alismada
iki degiskenli Shepard operatorle kismi sekil koruyan yaklasimlari incelemislerdir.

() Jakobi noktalarma dayanan tek degiskenli

1960 -61 yillarnda Popoviciu
Hermite-Fejer polinomlarinin sinifi i¢in bir f fonksiyonunun monoton oldugu
noktanin civarindaki bazi1 noktalarin varhigin1 korudugunu gostermistir. S. G. Gal ve
J. Szabados ¥ 1999 yilinda interpolasyon operatorler ile kismi sekli koruyan
yaklagimlar1 gostermistir. 1965 yilinda O. Shisha ve B. Mond ® bir veya ¢ok
degiskenli fonksiyonlar i¢in Hermite-Fejer yaklasimlarinin yakinsaklik hizini
vermislerdir. S. G. Gal ¥ Kryloff-Stayermann interpolasyon polinomlariyla kismi
sekil koruyan yaklasimlari gostermistir. D. Shepard © 1968 yilinda diizenli uzay
niktalar1 i¢in iki boyutsal interpolasyon fonksiyonu {izerine ¢alisma yapmistir. R. E.
Barnhill, R. P. Dube ve F. F. Little ® 1983 yilindaki ¢alismalarinda Shepard
yiizeyinin 6zelliklerini incelemislerdir. Bununla birlikte operatorler i¢in yaklagim
teorisi ile ilgili diger ayrintilara (7), (8), (9), (10), (11), (12), (13), (14), (15) ve (16)

inc1 referanslara bakilabilir.



1.2. Cahismanin Amaci

Bu yiiksek lisans tezinde 1.1. Kaynak Ozetlerinde ad1 gegen calismalarin bir
derlemesi ve burada verilen teoremler iliskilendirilerek yeni ¢alismalarin

olusturulmasi amac¢lanmuistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde lineer uzay, normlu konveks uzay ve bunlarla iligkili ve ileriki

kisimlarda kullanilacak bazi tanim, lemma ve 6nermeler verilmistir.

2. 1. Bazi Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 2.1.1: L bos olmayan bir ciimle ve J, reel veya kompleks sayilar cismi olsun.

~

Asagidaki sartlar saglanmiyorsa L’ ye 3 tlzerinde lineer uzay (veya vektor uzayi)

denir:

A) L, + islemine gore degismeli gruptur. Yani
LI)Her x,y €L i¢in x+ y € L dir (kapalilik 6zelligi).
L2) Her x,y,zel i¢cin x+(y+z)=(x+y)+z dir (birlesme
ozelligi).
L3)Her xe L i¢in x+ 60 =6+ x = x olacak sekilde € € L vardir
(6zdes eleman ozelligi).
L4)Her xe L igin x+(—x)=(—x)+x =6 olacak sekilde —x € L
vardir(ters eleman 6zelligi).
L5)Her x,y e L i¢cin x+ y = y+x dir(degisme 6zelligi).

B) x,yeL ve a,f €3 olmak iizere asagidaki sartlar saglanir:
LI) a-x e L dir (skalerle ¢arpmaya gore kapalilik )
L2) a(x+y)=a-x+a-y dir.
L3) (a+pf)x=a-x+ [ -x dir.

L4) (af)-x=a-(B-x) dir.



L5) 1-x =x dir(Burada 1, 3’ nin birim elemanidir).
3 =R olmasi1 halinde L ye reel; 3=C olmas1 halinde ise L’ ye kompleks lineer

uzay denir.

Tanim 2.1.2: N bir lineer uzay olsun.

|]:5—>R
fonksiyonunun x’ deki degerini ||x|| ile gosterelim. Bu fonksiyon asagidaki sartlart

sagliyorsa ||

> ye N’ de (veya N iizerinde) norm denir.
NI) |x|=0< x=6 du.
N2) fr] = e o] dir (e < )
N3) |x+y| < ||x|+ ||| dir (iggen esitsizligi).
lineer uzay iizerinde bir norm tarif edilmisse bu uzaya normlu lineer uzay denir.

Normlu lineer uzaylart (N,

||) veya N ile gosterecegiz. Lineer uzay olarak

N, reel ise normlu uzaya normlu reel uzay; kompleks ise N’ ye normlu kompleks

uzay denir.

Tanmim 2.1.3: X,Y lineer normlu uzaylar olmak tizere 7:X — Y doniisiimiine

operator denir.

X ve Y lineer (vektor) uzay ve cisim 3 olmak tizere eger
L) Vx,x,e X i¢in T'(x, +x,)=T(x,)+T(x,)
L) Vae3J (R veya C cismi) ve Vxe X i¢in T(ax)=al(x)

ise T’ ye lineerdir denir.

Onerme 2.1.1: T lineer operatdr ise



T(6,)=6,
dir.
Tanim 2.1.4: T:X — Y bir lineer operatdr olsun. D(T), T’ nin tanim kiimesini
gostersin. Eger Vx € D(T) icin
[T, < M.,

olacak bigimde bir M >0 sayist varsa 7' operatdriine sinirlidir denir.

Lemma 2.1.1: T:D(T)c X > Y sinirh lineer operator (X,

1),

[i) ve (v,

normlu lineer uzaylar olsun.

seklinde tanimlanan doniisiim norm aksiyomlarini saglar. Burada

B(X,Y)= {T | T:X — Y smirh lineer operatér}

olmak iizere 7 € B(X,Y)’ dir.

2% 7= sup {|r ), }

Il =1
yazilabilir.
Bir operatoriin sinirlt olmadigini gostermek i¢in Vx € D(T) igin
[T, > M,
olacak sekilde bir M bulundugunu gostermek yeterlidir.

Tanim 2.1.5: X ve Y normlu lineer uzaylar 7: X — Y bir operator olsun.

1% X in smirlt bir M alt kiimesi icin T(M),Y " de relatif kompakt ise T

operatoriine kompakttir denir.



2% (x,), X’ de smurli bir dizi olsun. (7(x,))” nin ¥’ de yakinsak bir alt

dizisi varsa T operatoriine kompakttir denir.

Tanim 2.1.6: X bir normlu uzay, I=R veya 3=C olmak ilizere F:X >3

dontistimiine bir fonksiyonel denir.

Tanmm 2.1.7. f:AcR—>R fonksiyonu Vxed igin f(x)=0 ise ve @

fonksiyoneli igin @(f)>0 oluyorsa @’ ye pozitif fonksiyonel denir.

Bir lineer pozitif fonksiyonel monoton artandir.

Onerme 2.1.2: w(x),[a,b]’ de siirekli bir fonksiyon olmak iizere

b
O(f) = [/ (x)d
fonksiyonelinin pozitif olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul y(x) >0 olmasidir.

Tamm 2.1.8: x,,x,..,x," ler (a,b) arahigmin keyfi noktalar1 olmak {izere

n

J(x)=[x,] £=0,1,2,...,n diyelim.

[xo]-[x]

[x0,x,]=
Xo =X
olmak tizere f* nin 1. boliinmis farki
x,)— f(x
[y ] = LG =)
Xo =%

icin Ortalama Deger Teoremi’ nden
[f;xmxl] = f'(f),g < (aab)
dir. £ nin 2. boliinmiis farki

_ [0 % ] =[x, %, ]

[f;x07x1ax2]_

Xo =X,



ise

[f‘x X x]: f(xo) + f('xl) + f(xz)
e (X =x)(x = x,) (5 =x)(x, —x,) (3, —x)(x, —x;)
dir ve
[f;xo,xl,xz] f"(ég) ,Ee(a,b)
dir. f nin » .boliinmiis farki
[f'x X X ]= f(xo) + f(xl) + o+ f(‘xn)
ey =)= x,) (= x) (= x)  (x, = xy)e(x, =X, )
ise
[/5%0%p00 X, ] = f(n)@ .6 €(a,b) (2.1.1)

esitligi saglanir. Burada & noktast x,,x,,...,x, noktalar1 ile ayn1 araliktadir. Diger
taraftan biliyoruz ki birinci mertebeden tiirevlenebilir bir f(x) fonksiyonunun tiirevi
sonlu bir aralikta pozitif ise artan, negatif ise f(x) azalan, sifir ise basit

fonksiyondur. Tiirevi pozitif olan fonksiyonlara birinci basamaktan konveks, negatif
olanlara birinci basamaktan konkav, sifir olanlara ise birinci basamaktan sabit
fonksiyon dersek (1) formiiliine gore bu tanimlar tiirevlenemeyen fonksiyonlar i¢in

de verebiliriz.

(a,b) araliginda tanimlanmis f(x) fonksiyonunun bu aralikta olan keyfi
(n+1) noktadaki n. boliinmiis farklar1 pozitif ise f(x) fonksiyonuna n. basamaktan
konveks, negatif ise f(x) fonksiyonuna n. basamaktan konkav, sifir ise f(x)

fonksiyonuna n. basamaktan sabit fonksiyon denir.



3. ARASTIRMA BULGULARI

3. 1. iki Degiskenli Shepard Operatorle kismi Sekil Koruyan Yaklasimlar

Interpolation ( i¢ degerlendirme) kosullarindan dolayi, interpolating

operatorlerin bir tek degiskenli f fonksiyonunun seklini korumadigi ve interpolation

noktalarinin araligin tamam tarafindan igerildigi agiktir. Cok yillar 6nce Popoviciu
[1, 2] niteleyici tipte olan asagidaki sonucu ispatladi. Jakobi knots ( noktalarina)

dayanan tek degiskenli Hermite-Fejer polinomlarinin sinifi i¢in f’ nin monoton
oldugu noktanin civarindaki bazi noktalarin varligi ( f fonksiyonundan bagimsiz)

korunur.

Bu sekildeki fikirler siirerken son [3,4] ¢alismada 6ncelikle Popoviciu ° nun

sonuglari i¢in niteleyici versiyonlar elde edildi. Daha sonra buna ilaveten f’ nin

konvekslik durumu goéz oOniine alindi ve son olarak, biitiin problemler Shepard
operatorler, Griinwald interpolation polinomlar1 ve Kryloff-Stayermann
interpolation polinomlar1 i¢in incelendi. Ayni zamanda son [5] ¢alismada sonuclar

iki degiskenli Hermite-Fejer polinomlari i¢in genisletildi.

Nitel tipteki sonuglarin ispati i¢in yukarida bahsedilen calismalarda

kullanilan sonug, asagidaki temel lemmada verilmistir.
Lemma 3.1.1: f:[a,b] >R, a<x, <..<x,<b ve h eC'[a,b] ve Vxe[a,b]
igin

zn: h,(x)=1

i1

olmak tizere



F (N0 =Y k(0 ()
olsun.
0

E(Hw=3 (— Z n (X)][f(xm) — ()]

i=1
dir.
(i) h (x,)<0,h, (x,)>0 olacak sekildle x,e(a,b) var ve
B (xy),hy (Xg)sn b, (x,) dizisi bir tek isaret degisimine sahip ise o zaman tiim

i=12,..,n-1 i¢in
=", (x,)<0
j=0
dir ve sonug olarak (i) > den s’ nin monoton oldugu x,’ m bir V' (x,) komsulugu

vardir ki; bu komsulukta monotonluk korunur.

Bu ¢alismada Shepard operatorler i¢in monotonluk ve konvekslikle ilgili

nitel sonugclar elde edildi.

3. 2. Iki Degiskenli Shepard Operatorler

X, <x,<..<x, ve y,<y,<..<y,, i=L2,..,n, DcR?, (x;,y,)eD,
fiD—>R olsun. i=12,..,n i¢in (x,,y,) noktalar1 lizerinde f’ ye bagh iki
degiskenli Shepard interpolation operatoriiniin ¢ > 0 sabit ve

[(x_xi)2 + (y_yi)z]—y/z
0,4 (x, )

s (x, )=

10



£ (50) = Sl=) + (=T >0

olmak tizere (x,y) #(x,,y,) iken

S, (N0 2) =35 (6 ) f ()

ve i=12,...,n iken
Sn,ﬂ (f)(xi:yi) = f(xnyi)
seklinde verildigi bilinir. Bundan sonraki kisimlarda 4 =2p, p e N durumunu goz

Ontine alacagiz. Bu sebeple

S, (N)ry) =3 XX+ 0= y)]

- Z[(x—xk)z +(y_yk)2]7p

k=1

'f(xiayi)

olur.

Zn:S(Z}I)(x,y): c [(‘x_xi)2+(y_yi)2]_p
- YT -x) + -y’
- 1 S —x)? + (= )]

n

[(x_xk)2 +(y _yk)z]ip =

1

k=
=1
ve 57 (x,y)’ nin C” smifindan oldugu agiktur.
Oncelikle monotonluk durumunda nitel tipin bir sonucunu verelim.

Teorem 3.2.1: D =[a,blx[c,d], f:D—>R, f(x,y), (her bir sabity i¢in )x’ in
bir fonksiyonu olarak azalmayan ve f(x,y), (her bir sabit x i¢in ) y’ nin bir

fonksiyonu olarak azalmayan ise o zaman

11



oL (x,y)

L
X
. (3.2.1)
n > — 0
oy

sisteminin bir ¢dziimil olan herhangi bir (&,77) € (a,b)x(c,d) i¢in S, ,, (f)(x, ),

x ve y’ nin bir fonksiyonu olarak azalmayan (&, 7) noktasinin bir V(&,n)(n ve p’

ye bagli, fakat /* den bagimsiz ) komsulugu vardir.

Ispat: Lemma 3. 1. 1 (i) kullanilirsa

oS 2 ! 0 '(fjm ’
n, p(f)(xy |: ZS’T()CJ;):I'[f(le’yHl)_f(xi’yi)]’

i=1

oS 2 & e ftzp) ’
) { &}[ F Gy £ )]
y i=1 Jj=1 ay

elde edilir. Hipotezden tiim i =1,2,...,n—1 igin

S y) = Sy = s yi) = Fxsy) + f(xusv) — f(x,9,) 20

dir. (£,7) € (a,b)x(c,d), (1) sisteminin bir ¢dziimii olsun.

057" (57) _ 2plr—x =) + (=1
ox f(,,zp)(xa y)
aE(ZP) X, _
W[(x—x,-)“(y—yj)z] ’

(077 (e, )T

Ve

0s,” (x, ) _ 2p(y =y —x) + =y "
Py 3 (x,)
orr) , -
D P (P
y

L0537 (x, )T

oldugundan

12



<0,
ox ox

o (2p) 0 (2p) , aS(zP) 5
s, (E51) S (&517) >0,Sgn|:#:|:sgn(xj—§)
X

Ve

osP (&) esUP (&) Os P (E,m)
<0,— >0,sgn| ——— |=sgn(y, —17)
dy oy oy !

elde edilir. Lemma 3. 1. 1 (i1)’ den Vi=1,2,...,n—1 i¢in

asff,” Em o B En)

=1 oy

>0

oldugu kolaylikla bulunur. Sonug¢ olarak (&,7)’° niin bir V' (&,7) komsulugundaki

V(x,y)eV(s,n) igin

aSn,pr(x’y) > 0 aSn,pr(x’y)

, >0
ox oy

elde edilir.
Boylelikle ispat tamamlanmis olur.

Uyarilar 3.2.1:
a) (1) sisteminin (a,b)x(c,d) igine ¢oziime sahip olup olmadig1 sorusu
dogal bir sorudur. i =1,2,...,n i¢inx,,y, noktalarinin bazi 6zel se¢imleri i¢in pozitif

bir cevap tiiretilebilir.

Oncelikle [a,b]=[c,d] ve i=12,..,n igin x, =y, durumunu goéz Oniine

alalim.
g(nz;a)(x’y) = Z[(x_xi)z + (y_yi)z]—p
i=1

olmak iizere

13



ol (x,y) 8[ ) ) —p}
o A J) N 2 —x)Y +(v—1y.
Ox i Ox ((x )=y )
n —p-1
= (G - 2 ) |
i=1
« X—X.
=2 d
p;‘ [(x—x) +(y—y)’ 1"
i¢in
2 ()
ox B
alinirsa
o (x,) & x-x,
Ox i=1 [(x_xi)z +(y_yi)2]p+1

elde edilir. O halde (1) denklem sisteminin

n

i=l [(x_xi)2 +(y_yi)2]p+1
Z y_yz 1 :O
p+

T =x)" + (v =»)"]

(3.2.2)

denklem sistemine esdeger oldugu gorilir. i=12,...,n i¢in x, =y, alarak ve

denklemleri birbirinden ¢ikararak x =y oldugu da goriiliir.

(2) sisteminin ilk denkleminde x; =y, almirsa

n

Z X=X, -0

i=1 [(x_xi)z +(y_yi)2]p+1

n

2p+1(x_x_)2(p+1) -

i=1

z 1
> =0

i=1 (x_xi)
z 1
i;l(x_x')zpu -0

elde edilir, yani bu denklem [4]” deki Teorem 3. 2’ nin ispatindaki (12) denklemidir

Uyar 3. 2. 1’ e gore [4]” deki Teorem 3. 2’ nin ispatinda 2» durumunda ancak (12)

14



denklemi ¢6ztimlere sahiptir. Boylece (1) sistemi 27 durumunda (£,&) formundaki

coziimlere sahiptir.
Simdi de [a,b]=[c,d]=[-11] ve i=12,.,n i¢in x, =—y,se¢imini goz
Online alalim. Bu durumda iki denklem birbiriyle toplanirsa x =-y elde edilir.

Yani, bunlar (2)’ nin ilk denkleminde yerine konursa

< X=X,

Z 2 2741 =0

i=1 [(x_xi) +(x_xi) ]
= X=X,

=2 2 Y 7 =0
i [xT =2xx, +x;7 +x" +2xx, +x,7]°

n

= * % =0

= [2(x2 +xi2)]17+1

n

X—X,

in1 [(x2 + )61.2)]erl
elde edilir.

n

Fx)=Y —>—%

=ICEEE )
ile gosterilirse F(x,)<0 ve F(x,)>0 bulunur. Yani, F(£)=0 olacak sekilde
& e(x,x,) vardir ve bunun sonucu olarak (&£,&) hem (1) hem de (2) sisteminin bir

¢Oztimii olur.
Sonolarak n=2, peNi=12,.,n i¢in (x,,y,) €[a,b]x[c,d] ise 0 zaman

S=(x,+x,)/2 ven=(y+y,)/2
olacak sekildeki (&,7), (2) ve de ayn1 zamanda (1) sisteminin bir ¢6ztimiidiir.

b) Eger Teorem 1. 1. 1’ de [a,b]=[c,d]|=[-11] ve i=-n,..,0,..,n icin

X, =Y, =% alinirsa o zaman yukaridaki uyar1 (a)’ ya gore (1) sisteminin herhangi

15



bir ¢oziimii (¢,¢) seklindedir. Bu durumda Teorem I 1. 1’ de V(&)
komsulugunu ¢ >0, f ve n” den bagimsiz olmak tizere
(§—c/n4,.§+c/n4)x(.f—c/n4,§+c/n4)c (-LD)x(-1,1)

formunda alabiliriz.

Bu niteleyici tipteki sonug, [4]” {in tek degiskenli durumunda Teorem 3. 4’

tin iki degiskenlisine benzer olur.
Konvekslikle iligkili S, ,,(f)(x, )’ nin bazi dzelliklerini tartisacagiz. Bu
manada f:[-11]x[-1L1] >R fonksiyonunu i=12,.,n i¢gin x,=x,, y,=y,,

x, =¥, =0 es uzaklik interpolasyon noktalarini1 g6z 6niine alacagiz.

2 2\p _ 2 _ 21-p
SCP (x, ) = (nx +y )M =x)"+(y-y)] (3.2.3)
1+ Z(x2 + )M =x,)" +(r=»,)° 1"
j20"
formunda olmak {izere Shepard operatorii
8120 (N6 3) = 257 (6 0 (%, 3,) (3.2.4)

esitligi ile verilir.
Asagidaki tanimi verelim.
Tanim 3.2.1:
f:[-11]x[-1,1] > R fonksiyonu herhangi bir P, =(x,,y,) P, =(x,,»,)
[-1,1]x[-1,1] kiimesine ait olmak {izere ve herhangi bir A € (0,1) i¢in
AP, +(1-2)P, =(Ax, +(1-A)x,, Ay, +(1-A)y,) e (-1,)) x(-L])
olmak iizere

JOAP +(A=)P,) <Af (P)+(1-A) f(P,)

16



Ozelligini saglarsa f fonksiyonuna kesin konveks adi verilir.

Uyar1 3.2.2: f e C*([-L1]x[-11]) ve V(x,y) e[-L1]x[-L1] i¢in

Sy Sy Sy Sy (8w
ox® TP T’ oy® oxoy

ise o zaman f, [—1,1]x[—1,1] tizerinde kesin konvekstir. Ayrica yukaridaki kesin iki
esitsizlik V(x, y) € (—11]1x[~1,1])-{(0,0)} ve

o (0,0) _ o (0,0) 0
ox oy

icin gegerli ise o zaman f, [—L1]x[-1,1] tizerinde kesin konvekstir ve (0,0), 1’
nin global minimum noktasidir.

Teorem 3.2.2: S, , (f)x,y), p=1, (3) ve (4 e gore verilsin.
f:[-L1]x[-1,L1]> R fonksiyonu, [-1,1]x[-1,1] iizerinde kesin konveks ise, o
zaman (0,0)” m bir V(0,0) (fve n’ ye bagh )komsulugu vardir ki S, , (/)(x,y),
V(0,0) i¢inde kesin konvekstir.

Ispat: (4) ifadesinden kolaylikla tiim i # 0 lar i¢in

0 , i=12,.,2p—1 ise,

|
et 2 e )
(x; +y)”

&'s2(0,0) 9’57 (0,0)
ox' o -

elde edilir. / nin kesin konveksligi
Sy + f(x,y,)>27(0,0)

olmasini ve

> s (x, ) =1

i=—n

olmasi da

17



2 97527 (0,0)

2o

i=—n

olmasin1 gerektireceginden

o’S 0,0 0’s (2)00
() >_Z ( >f(ﬂy)

ox’
_2 f(xny:

-Z Gy e+ )]

2 (2) )

00 82(2)00
+ £(0,0) 02 (00)2 ( )_

elde edilir. Benzer sekilde

8’8, (/)(0,0)
>0
oy’

oldugu da gosterilebilir. Diger bir deyisle basit hesaplamalarla Vi=-n,...,0,...,n
i¢in

0%51%)(0,0)
— > 0
Ox0y

elde edilir ki bu da

0°S,,,(£)(0,0)
>0
OxOy

olmasin1 gerektirir. Boylece

0°S,,(/)0,0) 8°S,,(/)(0,0) . 0°8,,(/)0,0)) _
ox’ oy® Ox0y

oldugu da kolayca goriliir.

Bir sonug¢ olarak (0,0)” mn V(0,0)( f ve n’ ye bagh) ile gosterilen bir

komsgulugu vardir, 6yle ki tim (x, y) € ¥(0,0)’ ler i¢in

18



0°S,,(/)x,») .

ox? 0

Ve

08, () 8, (Nxy) (83, |
o’ oy’ Oxay

elde edilir, yani; S, ,, (f)(x,»), V(0,0) i¢inde kesin konvekstir.

Uyart 3.23: p=>2 olsun. Tanim 1.3° den sonraki uyariya gore

Y(x,y) eV (0,0)-{(0,0)} icin

0’82, (f)(x,¥) .

O,
ox?
G&M?mw>m (3.2.6)
oy
0*S,,, (/)(x, ) _ 0S5, ()(x, ) . 08,5, ()(x, )
o’ o’ OxQy

olacak sekilde (0,0)’ in bir /(0,0) komsulugunun varligini ispatlamak yetecektir.

Cunki (5) bagintilarindan agikca goriiliir ki

0S,,,(/)0,0) 0S,,,(/)0,0)
ox - oy -

0

dir. (5)’ teki bagintilar ayn1 oldugundan

08,5, (/N00) _2°S,,,(N00)
ox? oy ? )

elde edilir.

Bu diisiince
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F()C, y) = a S",Zp ({)(x’ y) , G(X, y) — a S",Zp (];)(x’ y)
Oox o
o°S,, Y
H@JﬁﬂW%ﬁiﬂmﬁ—[ mguxwa
Oy

fonksiyonlarmin (0,0) ‘ m bir komsulugu tizerinde kesin konveks oldugunu ispat

etmek icindir. (0,0) global minimum noktadir ve bu da (6) bagintilarini gerektirir.

Tim peN,p>2 i¢in Teorem 1. 4’ i ispatlamada asagidaki {i¢ lemma

gerekli olacaktir.

Lemma 3.2.1: peN,p>2 ve f:[-L1]x[-1,1]> R fonksiyonu [-LI1]x[-L1]

tizerinde kesin konveks ise o zaman S _, (f)(x,y), (3) ve (4) ile verilmek tizere

n2p

Y(x,y)€V(0,0)-{(0,0)} i¢in

08,0, (NE2) | 9,5, (NNx)

0
ox® oy’

olacak sekilde (0,0)’ 1n bir V(0,0) komsulugu vardir.

Ispat: k # 0 igin

[(x=x)+(=»)1"
I+ + ") 3 [(x=x) +(y=y)°1"

Jj=—n
Jj#0

E(x,y)=

seklinde gosterilirse

p . .
P(x,y)=(x"+y*)" = Z(?sz’yz”‘z’

i=0
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ve E(x,y), (0,0)° da herhangi mertebeden kismi tiirevlere sahip olmak iizere

sy (x,9) = P(x,)- E(x, )
seklinde elde edilir. £ # 0 i¢in

2p-2 (2
0520 (x,y)

Ri('x’ y) = axzp_z

biciminde gosterilsin.

Oncelikle (5)’ e gore

O’R(0,0) 87s5.7(0,0)  (2p)!

= = >0
ox’ ox*” (x7 +y7)”

bulunur. Bu durumda

O’R(0,0) _ &’ r 2(219 2J8P(x ) O E(x, y)}
l

8y2 6y2 = ox' oxr
_0|X(2p -2\ Pxy) OTE(,y)
| = i ox'oy ox* P

+2i2 2p=2\0'P(x,y) 0 E(x,y)
A ' oy

S 0 | 0'P(x,y) | O E(x,y)
=1 G A I ot

+2ziz 2p=2) 0| 8'P(x,y) | O E(x,y)
< j 8y ox' x>’ "oy

l

& 2P 2\8'P(x,y) 8"E(x,y)
+ Z i 2p-2-i
ox ox oy’

olur.

Bu toplamda x =y =0 alinirsa o zaman xveya(ve) »’ yi iceren biitiin

terimler sifir olur, boylece P(x, y) polinom formu hesaba katilirsa

_2p(2p-2)!
N - 0
2p- j( P2y S D U

0°R.(0,0 2p—
ay(2 -2 (
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elde edilir. p=1 durumunda S, , (f)(x,y) i¢in de yukaridaki ifade saglanir ve

kolaylikla

9

2 —
Ox Ox P2 ox??

o’ {as <f)<o,0)} _ 98,0, (00

0% | 0778,,,(f)0,0) | 8¥S,,,(f)(0,0) -0
8)/2 aprfz - axzpfzayz

oldugu elde edilir. Boylece (0,0)’ n bir V,(0,0) komsulugu vardir, dyle ki tim

(x,»)€V,(0,0) i¢in

0> | 07778, (S)(x,y) 0> | 0°77S,,, (S)(x, )
2 2p-2 >0, 2 2p-2 >0
ox ox oy ox

elde edilir. Diger bir deyisle yukaridaki sebepten dolay1

0[50 00)] 07500
oxoy ox*P? ox*" oy

bulunur.

Birinci sonug olarak,

'8, 5, (N, ¥)
Ox P2

(0,0)* 1 bir ¥,(0,0) komsulugunda kesin konvekstir ve

0778, (00) S, (/)00 87, (/)0.0) _

ox*P? ox>r! x>’ oy 0

oldugundan V(x, y) € ¥,(0,0)—{(0,0)} i¢cin

a2p72Sn,2p ()X, ») S

Ox 272 0

olur. Simetriklikten dolay1 V(x, y) €V, (0,0) i¢in
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0°"8 5, (/)(x, ) g

8y2p—2 0

elde edilir. Simdi p =2 ise o zaman lemmadan istenilen goriiliir.

p > 2 ise o zaman yukaridakilere benzer sebeplerden otiirii

62P_4Sn,2p (f)(xa J’) 82p_4Sn,2p (f)(X,J’)
ox* v oy 2

nin (0,0) noktasinin bir U(0,0) komsulugu {izerinde kesin konveks oldugu elde

edilir ve bir sonug olarak; V(x, y) e U(0,0)—-{(0,0)} i¢cin

0S5, (/)(x, ) -0 0°"™S 5, (/)x, ) .

apr—4 v ay2p—4 0

bulunur.

Y(x,y)eV(0,0)-{(0,0)} i¢in

0°S,,,(/)x,) -0 0°S,,,(/)x,) g

0
ox® oy’
ifadelerine varincaya kadar bu yol stirdiiriilebilir.
Lemma 3.2.2: pe N, p>2 olsun. Bu durumda
, =0, r<2p veya r>2p ise
9'S,,,(/)0,0) . . L .
=0, r=2p ve i, ] nin her ikisi tek ise

ox'oy’
4 0, r=2p ve i,j nin her ikisi ¢ift ise

dir.
Ispat: P(x,y) = (x> + y*)? olsun. Kolaylikla kontrol edilebilir ki;
=0, r<2p veya r>2p ise

8" P(0,0)

ooy =0, r=2p ve ij nin her ikisi tek ise
x' Oy

>0, r=2p ve i,j ninher ikisi c¢ift ise
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dir. E(x,y), Lemma 1. 5’ in ispatinda verildigi gibi olmak iizere Vk #0 icin

S, 27 (x,y) = P(x,).E(x,y)

dir ve % > nin yukaridaki 6zellikleri ile Lemma 1. 5 deki ispat metodu
X oy
birlestirildiginde
0"8, " (6 a" i o’ P(x y) 0""E(x,y)
ox' oy’ x| 2 oy’
elde edilir.

'S, (f)0,00 & a'S,,%"(0,0)
)pi 1 :Z ,ki i .f(xkﬂyk)
ox'oy’ i—n  Ox'Oy’

olmas1 da lemmay1 ispatlar.

Lemma 3.2.3: peN,p=>2 olsun. V(0,0) , (0,0)’ in bir komsulugu ( £, n ve p ye

bagli ) olmak iizere biitiin V(x, y) € ¥ (0,0) —{(0,0)} i¢cin

08,0, (Nx.) 08,0, (NNw) (88,0, (D)
o’ ' oy® Ox0y

dir.

Ispat: H(x,y)’ yi

Hx,y)= O SnanNNE7) 78,5, (/)% ) ‘[8 Sn,zp(f)(x,y)J >0

ox’ ' oy’ Ox0y

seklinde gosterelim. Teorem 2. 3’ {in ispatindan sonra ki uyariya gore

Y(x,y) €V (0,0)—-(0,0) icin

0°H(x,y) 0
2 > 2 2 : 2
ox oy ox oy

2 2 2 2 2
O H(x,y) O H(xy) O°H(xy) (0THx))
Oox0oy

oldugunu ve
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0H(0,0) 0H(0,0)
Ox oy

=0 (Lemma 1.6 ya gére H(0,0) =0 oldugundan)

oldugunu ispatlamaliy1z.

Lemma 1. 6’ ya gore yalnizca » =2p ve 1, j ’ nin her ikisinin ¢ift olmasi
durumunda

2O
ox' oy’
elde edilir ve (0,0) > da H’ nin diger kismi tiirevleri 0 (sifir) olur. Boylece

0*” H(0,0) -0 0*’H(0,0) _  0*’H(0,0)

) 0
ox*? ox*P oy’ ox*" oy

elde edilir, yani

0*"H(x,y)

ox2P?
sifirin bir komsulugunda kesin konvekstir.

0*" 2 H(0,0) 0* " H(0,0) _0°"" H(0,0)
a 2p-2 = 0 ve a 2p-1 - 2p-2 = 0
X X ox“"" "oy

oldugundan (0,0)’ 1n bir global minimum nokta oldugu sonucuna varilir. Boylece
v(x’ y) € I/1 (0,0) - {(0’0)} 1@111

2p-2
SH(Y)

ox*P?
dir.
Simetriklikten V(x,y) eV, (0,0) i¢in
821’(‘;];;()26, ») >0
Y
elde edilir.
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Benzer sekilde, Lemma 1. 7’ ye gore V(x,y) € V;(0,0)—{(0,0)} i¢in

2p-2
O H(x,)

ox* oy’ 0

elde edilir ve sonug olarak V(x, y) € V,(0,0) — {(0,0)} i¢in

2 2p-4 2 2p-4
0 (a H(x,y)j>0 0 [a H(x,y)j>0

6x2 6x2p—4 ’ ayZ 8x2P—4
dir.
H,(x, ),
o 3 0" H(x,y) 0**H(x,y) _ 0" H(x, ) ’
1 (xa y) - 2p-2 : 2p-4 2 2p-3
ox oy"oy ox"" 0y

seklinde gosterilsin. Lemma 1. 7° ye gore

2 2 2
0°H,(0,0) >O,8 H,(0,0) >0’8 H,(0,0) 0
ox® oy* OxOy

elde edilir. Yani H,(x, ), (0,0)’ mn bir komsulugunda kesin konvekstir. Fakat

H,(0,0)=0 ve 0

0H,(0,0) 0H,(0,0)
ox oy

oldugundan bu, V(x,y) € V,(0,0) - {(0,0)} i¢cin H,(x,y) >0 olmasin verir.

Bir sonug olarak,

0" H(x,y)

oxr
stfirm  bir  komsulugunda kesin  konvekstir ve yukaridaki sebepten

V(x,») €¥5(0,0)\{(0,0)} i¢in

2p—4
FUHEY)

ax2p—4

elde edilir.
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Bu isleme devam edilirse sonugta V(x, y) € V,(0,0) - {(0,0)} i¢cin

0’ H(x,y)
—8x2 >0

ifadesine ulasilacak ve V(x, y) € V5(0,0) —{(0,0)} i¢in

2
0 H(x,y)>

0
P

daki simetriklikten V(x,y) e V,(0,0)—{(0,0)} i¢in

OH(v,y) PH(xy) (PHEY)
xt Ox0y

elde edilir ki bu da lemmayn ispatlar.

Sonug Teoremi 3.2.1: S, , (f)(x,»),peN,p=2 igin (3) ve (4) teki sekliyle
verilsin. f:[~1,1]x[~1,1] >R fonksiyonu [-1,1]x [~ 11] iizerinde kesin konveks ise
o zaman (0,0)’ n bir ¥(0,0) ( f, n ve p ye bagh ) komsulugu vardir oyle ki

S,2, ()(x,),7(0,0) iginde kesin konvekstir.

Ispat: Lemma 1. 5 ve Lemma 1. 7 den hemen goriiliir.

Uyarilar 3.2.3:
1) Sonu¢ Teoremi 1.5’ in ispati, aslinda tek degiskenli durum ile ( [4]" de
Teorem 3.3’ iin ispatina bakiniz) aynidir.

2) Sonuglar, n > 2 olmak iizere n degiskene genisletilebilir.
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3. 3. Iki Degiskenli Hermite-Fejer Polinomlar1 Ile Kismi Sekil Koruyan

Yaklasim

Interpolation ( i¢ degerlendirme) kosullarindan dolayi, interpolating

operatorlerin bir tek degiskenli f fonksiyonunun seklini korumadig ve interpolation

noktalarinin araligin tamamu tarafindan igerildigi agiktir. Cok yillar 6nce Popoviciu
[1, 3] niteleyici tipte olan asagidaki sonucu ispatladi. Jakobi knots ( noktalarina)

dayanan tek degiskenli Hermite-Fejer polinomlarinin sinifi i¢in '’ nin monoton
oldugu noktanin civarindaki bazi noktalarin varligi ( f fonksiyonundan bagimsiz)

korunur.

Bu sekildeki fikirler siirerken son [4, 5] calismada 6ncelikle Popoviciu > nun

sonuglar1 i¢in niteleyici versiyonlar elde edildi. Daha sonra buna ilaveten f’ nin

konvekslik durumu goéz oOniine alindi ve son olarak, biitiin problemler Shepard
operatdrler, Griinwald interpolation polinomlar1 ve Kryloff-Stayermann

interpolation polinomlar1 i¢in incelendi.

Nitel tipteki sonuglarin ispatt i¢in yukarida bahsedilen c¢aligmalarda

kullanilan sonug, asagidaki temel lemmada verilmistir.

Lemma 3.3.1: f:[a,b] >R, a<x <..<x,<b ve h, € C'[a,b] ve Vx€[a,b] igin

an:h,. (x) =1
olmak tizere
E,(/)(x) = Zh (0/(x)
olsun.

)
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F () ="Z(—thx)][f(xm)—f(xi)]

i=1
dir.
(i) h(x,)<0,h, (x,)>0 olacak  sekilde x,e(a,b) var ve
' (x0), by (x0)snh, (x4) dizisi bir tek isaret degisimine sahip ise o zaman tiim

i=12,.,n—1 i¢in

= h (x0) <0
j=0

b

dir ve sonug olarak (i) > den f’ nin monoton oldugu x,’ 1n bir V(x,) komsulugu

vardir ki; bu komsulukta monotonluk korunur.

Bu calismada iki degiskenli Hermite-Fejer polinomlar: i¢in qualitative ve

quantitative sonuclar elde edildi.

3. 4. iki Degiskenli Hermite-Fejer Polinomlar:

Eger g:[-LI]->R ve -1<x,,<x,,,<..<x,<l, J*”(x) Jakobi

polinomlarmin koékleri ise o zaman bu polinom

LW e
e Rt DS

A s l_éun(xi,n) B
in (x) = in (x) m(x X;,)

olmak tizere

F(@)() = 3, (9g(x,,)
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ile verilen yukaridaki koklere dayanan tek degiskenli Hermite-Fejer polinomlar

olarak bilinir.

Tim x €[-11] i¢in

Db, (x)=1
i=1
elde edilir.
[ [-L1]x[-1,1] > R ise o zaman [6]" ya gore iki degiskenli Hermite-Fejer
polinomlari i=12,.,n icin hifl,fl ()c),)cl.(},fl ve j=12,...,n, icin

h?) (¥),x7) .n,n, € N yukaridaki tek degiskenlide oldugu gibi tanimh olmak tizere

Jomy?

Fy o (N03) = 3 S H (H () (22 (3.4.1)

i=l j=1

ile tanimlanir.

Kolaylikla gosterilebilir ki Vi=12,...,n,, j =12,...,n, i¢in

Mm@ Mm@
n] n2 (f)(xl }’ll _] l’lz) f(xl nl ] nz)

dir. Bu kismin kullanigh bir sonucu asagida verilmistir.

Teorem 3.4.1: Yukarida verilen notasyonlara gore

O’F, , (f)(x,y) & Loy
momy ) h(l) A
PR Z pn () | Z 2, )
L WACHIEGD BN ACAIETND EA C A IE D Eayd ot o) nz))}]
elde edilir.

Ispat:
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L, (f )xy) A () SRC
Z lnl )jnz(y)f(xtnl’ jnz

i=1 j=l1

_i Zhﬂ) () f(x;, %, )] 2 0)

Z(Zh;:; (x)}(f(xfzi, X2y fxh, X ))} 2 )

~
l

' M

= {i he), <x>j : {Z A2 ()
(G0 X )= £, 2]

=
L

ifadesini goz oniine alalim. Buradan hemen

O, (N (& n
8)68)/ Z|:(th m (X)J {z hj,n2 (y)

j=1

(£ 32 = £, 52} |
1 i 5 —1 J :
S S [ Lo
i=1 j=1 \_gq=1
<SG X = £ ) = F O, X+ F (X, ))}]
elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.
Ileride kullanilacak bir tanim verelim.
Tamm 3.4.1: Eger tim a,f>0 ve (x+a,y+ f)ela,b]x[c,d] olacak sekildeki
(x,y) €la,b]x[c,d] igin
A (N yia, )= f(x+a,y+ ) - fx,y+ ) - fx+a,y)+ f(x,y)20
ise f:[a,b]x[c,d]—> R fonksiyonunala,b]x[c,d] tlizerinde iki boyutsal ( veya
hiperbolik tistten monoton ) denir.
Eger tim «,>0 ve (x+a,y+f)ela,blx[c,d] olacak sekildeki
(x,y) €[a,b]x[c,d] i¢in

A (D ya.p)=fx+a,y+ )= f(x,y+ ) - f(x+a,y)+ f(x,y) <0
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ise f:[a,b]x[c,d]—> R fonksiyonunala,b]x[c,d] lizerinde iki boyutsal ( veya
hiperbolik alttan monoton ) denir.
Uyart 3.4.1: Eger tim (x, y) €[a,b]x[c,d] igin f € C*([a,b]x[c,d]) ve

2
ACS )
oxoy

ise 0 zaman f', [a,b]x[c,d] lizerinde iki boyutsal tistten monotondur.

Sonug Teoremi 3.4.2: n, =2p,,n, =2p, cift sayilar olsun ve (1) ile verilen iki
degiskenli Hermite-Fejer polinomlarin1 goz oniine alalim. Bu durumda A, > -1 ile
n,- dereceli 4, ultra kiiresel polinomlarinin i = 1,2,...,n, igin xl.(,ln)l koklerine ( yani,
-1<a,p, <lLa =6, A =a +p,+1 ile th“’ﬂ) Jakobi polinomlarma ) ve

(2)

A, >—1 ile n,- dereceli A, ultra kiiresel polinomlarinin j=1,2,....,n, igin x o

koklerine ( yani, —1<a,,B, <lLa,=p,.4, =a,+p,+1 ile J*" Jakobi
polinomlarma ) dayanir. f:[a,b]x[c,d]— R, [-1,1]x[-1,1] tlizerinde iki boyutsal
monoton iken F, , (/)(x,y), {(=c/n',c/n)x(=c/ny,c/ny) iizerinde iki boyutsal
monoton ( aynt monotonluktan) olacak sekilde bir ¢>0 ( f ve n,,n,” den

bagimsiz ) sabiti vardir.

Ispat: [5]” deki Teorem 2.1’ in ispatma gore ( oradaki (2) bagmtisma ve son
bagintiya bakimz ), Vi=12,.,n, -1, Vj=12,.,n,-1 ve Vxe(—c/nf,c/nf‘),

Vye(~c/nj,c/ny) igin

i J
S h (x)>0, > B (»)>0
p=1 g=1
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elde edilir. Teorem 2.1.1' deki hesaplamalar g6z Oniine alindiginda

V(x,y)e(—c/ni,c/n') x(=c/ny,c/n3) igin

2
F
a ny,ny (f)(‘x7y) Z 0
OxOy

elde edilir. Bu da Tanim 2.1.1° den sonraki uyariya gore ispat tamamlanir.

Sonu¢ Teoremi 3.4.3: i=12 i¢in a,,f, €(=L0] ile swrastyla n, ve n, dereceli
J ,5]“‘ g ,(,2“2 ) Jacobi polinomlarinin koklerine dayli ve (1) ile verilen
F, . (f)(x,y) ifadesini goz oniine alalim. Eger f,ffjl)'(x) polinomunun herhangi bir
kokii ve n, /¢ (nzz)'( v) polinomunun herhangi bir kokii ise o zaman

C C
Ce = (=g’ Cp = (—n?)=%"

y, =maxi{e,, f},i=12

Ve

5 < a, 0<&<1 ise
b B, —1<&ES0 ise

S5 - o, 0<np<l ise
t By, —1<n<0 ise

olmak tizere f', [-11]x[-11] tizerinde iki boyutsal monoton iken F, , (f)(x,»)

ng Cé C” C'7
5_ n17+27‘ ,§+ ;/Z7Jr2;,I x|\ n- n7+2},2 1+ n7+2},2 - (_lal)x (_151)

1 2 2
tizerinde iki boyutsal monoton ( ayni monotonluktan ) olacak sekilde bir ¢ >0 (

n;,n, ve f’ den bagimsiz ) sabiti vardir ( Burada
0000 = [ Tr-2)
i=1

P =1To-x2)
=1
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dir ).

Ispat: Yukaridaki Teorem 1.1.1 ve Teorem 2.2 ( [5] )’ in sonucu olarak ispat hemen
goriliir.

Uyarilar 3.4.2:

1) KSI)V ve £<nzz)' kesinlikle sirasi ile (=1,1) i¢inde n -1 ve n,—1
koklerine sahiptir. Buradan hemen goriiliir ki sonu¢ Teoremi 2.4 de (&,7) yi
noktalayan (n, —1)(n, —1) ’ in bir koordinat sistemi vardir.

2) Uyar1 1 den , [5] deki Teorem 2.2 den hemen goriiliir ki, eger &
ven, ultra kiiresel durumda u¢ noktalarin yakinindalar ise ( Ornegin
a, = €(-1,0),i=1,2) o zaman iki boyutsal monotonlugu koruyan miimkiin olan

en iyi iki boyutsal aralik

(§—c/n12,§+c/n12)><(77—c/n22,77+c/n22)

dir.
Simdi [5] in tek degiskenli durumundan konvekslik problemini
genisletecegiz.
Tanim 3.4.2:
Ay fla, By = fla+h, B)=2f(a. p)+ f(a—h, )
ve

Ay fla.p)=f(a,f+h)=2f(a.B)+ f(a. B~ )

ve ath,,b+h €[-1,1] olmak lizere tim A ,h, >0, (a,b) e[-1,1]x[-1,1] i¢in

A A s o
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ise f:[-1,1]x[-1,1]> R fonksiyonuna [—1,1]x[-1,1] tizerinde strictly ( kesin )
double konveks denir.
Uyari 3.4.3: Ortalama deger teoremine gore eger tiim (x, y) €[~1,1]* igin

o f
6x26yz

(x,»)>0
ise f, [-1,1]* tizerinde strictly ( kesin ) double konvekstir.

n,n, >3 tek olsun ve sirasi ile 4,4, €[0,1] igin, n,- dereceli P,

A, ultra kiiresel polinomlar1 ve #,- dereceli Rfj?) , 4, ultra kiiresel polinomlarinin

i=1,2,..,n igin x{) ve j=1,2,.,n, i¢in x{’) koklerine dayali ve (1) ile verilen

in

F_ (f)(x,y) Hermite- Fejer polinomlarini ve

ny,hy

-2
M) ._ ~»2-4 ﬁ 1—‘(’11"*'21) _omy2 ! ) N2 T
Fin =2 ﬂ{F(Z)} ['(n, +1) [1 (xi,nn)] X[pnl (x,»,nl)] =l

-2
@) 2k Ayl T+ o eT! W N T
Al =2 n[nzﬂ e Rl L G A] IV

Gauss- Jakobi dordiiniiniin Cotes-Christoffel sayilarin1 goz oniine alalim.

Teorem 3.4.4: Eger f e C([-1,1]x[-1,1]) fonksiyonu

14 n

5

A% 0,0}
2 22 A2 [ x;_;]f( )

im "), xfn'z (x(l) x(z) )2

L7

>0 (3.4.2)

i=l j=1

kosulunu sagliyorsa o zaman

(m=1)/2 (n,-1)/2

2
1) 2(2) A2y 2,x M ,.(2)
mn, 2 . z : A Ay A ) I:Axmf(oa O):l/(xi,nlxj,nz)
d -1l pm L

ny,ny

2Cr i

5
(m +ny)

olmak tizere F, , (f)(x,y)polinomu
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V(0,0)= {(x, P):ix*+yt < dfl’nz}
kiimesi i¢inde kesin double konvekstir (Burada c¢,,, >0,n ven,” den

bagimsizdir).

Ispat:

0'F, , ()xy) & -
D) N BV () £ (x© , x?
aX_ZayZ le J My (y) ; L ( )f( L J s

esitligi ve [5]” deki Teorem 2. 3’ {in ispatindaki sebepler goz oniine alindiginda

0'F, ., ())0,0) & , -z
I(,3)2626);2 - Zhﬁzn)z (0) Z /’ll.(,ln)1 (0) Ai(lx) f((), xﬁz)
=1 i=1 "
elde edilir.
(m=1)/2

Gr)= 3, K (OA% £(0,)

i=1

seklinde gosterilirse esitlik

o'F, . (/)0,0) & ..
LB > — h(?) 0OG (A2)
oy 00

(n,=1)/2 )

= > h2(0)AT G(0)
j=1 e

(m-D/2(m-hiz “

=SS RO 0A% [Aigfﬁf(o,O)]

j=1 i=1

halini alir. Bu sebeple [5]” deki (7) bagintis1 ve hipotezlerden dolay1

2,x
o'F 0,0 LI} |:Ax21)f(0, 0):|
— 5 ’"if(z ) e hAmn, . D AN AP A L 450 (3.4.3)
ox 5‘y —1 ol MR (x_(l) x(_z) )
im”" j,ny

bulunur. Boylece F, , (f)(x,y), (0,0)” m bir komsulugu i¢inde kesin double

konveks olur.(«, , , 53, ,.)
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0'F, . (/)
ox*oy*

nin tiim kokleri i¢in minimum olan
_ 2 2
dn] oy anl,nz + ﬁnl 1y

uzaklig1 anlaminda (0,0) icin

0'F, ,.(f)
ox*oy*

nin en yakin kokii olsun. Bu durumda tiim

() eV 0.0 ={(xeR ¥+ <d,, |

igin

0'F, ., ()(x.y) S

0
ox*oy’

elde edilir. Iki degiskenli fonksiyonlar i¢in ortalama deger teoremine gére

0'F,,,(N0.0) _[0'F,, (/)0.0) &'F,, (/)@,,,.B,..)
o’y e ox’0y’ |
|OF,. (En)]
. +
ox’oy° ‘

[|PFn DG |OF,, (&)
‘ ox’oy° ‘ ‘ ox*oy’ ‘

JEF,. (NE

<
P ox*oy’ ‘

S|

ny,ny |

ny,ny

bulunur.

derece(F, , (f))<2m —1+2n,—1=2n+2n,-2
oldugundan

OF, . (f)
a 3

o’F, . (f)
Y ayZ 3

] <2n, +n, —7,derece(az—] <2n+n,-7

derece
X

dir. [5]” deki Teorem 2. 3.’ tin ispatinda oldugu gibi
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c, C C C
nn n, n,

den daha biiytik olmayan bir konvekslik aralig1 secilebilir. Sonug olarak

c

ny Ny -

min{n,,n,}

oldugunu kabul edebiliriz.

[10]” daki Bernstein Teoremi’ ne gére

O’F ,
0°F, ., gf )2(5 ) <c(2n, +2n, —7)(2n, +2n, —6)(2m +2n, - 5)
‘ Ox” 0y ‘
x(2n, +2n, —4)(2n, +2n, —3) F;ll,nz C-LIK-1L1])
5
< c(nl + n2) F:W’z C([-1,1x[~1,1])

elde edilir. Fakat [11]’ den dolay1 Vi=ﬁ, ‘v’j=@, Y(x,y)e[-1,1]x[-1,1] i¢in

hifL)l (x) ve hj(zn)z (») asal interpolasyon polinomlar1 pozitif tanimli ve

Mf‘ = ”f”C([—l,l]x[—l,l])

seklinde gosterilirse

0°F,., ()&

T acey? ‘sc(nl+n2)st,|55Fm,n2(f)(cf,n)|
X Oy

5
8x25y3 ‘ <c(n +n,) Mf'

oldugu kolaylikla goriilir, ve sonug olarak; ¢, >0,n ve n,” den bagimsiz ( fakat

f’ye bagli ) olmak iizere
O°F, . (/&)
8x38y2 = Kl (nl T )5 d"l S
bulunur.
Uyarilar 3.4.4:
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a) Tek degiskenli durumda oldugu gibi V' (0,0) komsulugu da f’ ye

bagli kesin konveksligi korur.

b) iki degiskenli durumda ‘d ’

ny,ny

nin tahmini, tek degiskenli

durumdakinden daha zayif gibi goziikebilir. Ciinkii; heniiz iki degiskenli polinomlar
icin bir Stechkin tipli esitsizlik ispatlanmadi. Bu daha i1yi bir tahmin i¢in faydal
olabilir.

¢) Eger f:[-L1Ix[-1L1]> R, [-1,1]x[-1,1] tizerinde kesin double
konveks ise o zaman (2) kosulu agik bir seklide saglanir ve sonug¢ olarak

(f)(x,»), (0,0) merkezli bir disk i¢inde kesin double konveksligi korur. Onun

”1 )

1s1n1 Teorem II. 1. 4’ nin en diisiik

d) A,% €[0,1] olmak iizere sirasi ile - dereceli A", 4 ultra

kiiresel polinomlar1 ve n,- dereceli P,*’, A, ultra kiiresel polinomlarmnimn

()

i=1,2,.,n i¢in x;, ve j=1,2,..,n, i¢in xfzz koklerine dayali ve (1) ile verilen

F, . () polinomlar1  verilsin. [11] deki Vi=Ln,Vj=1n,,

V(x,y)e[-11]x[-1,1] i¢in hi(’ln)1 (x) ve h;z (»=0 polinomlart ve [5]” deki tek

degiskenli durumdan p =1,2 i¢in

O'F, , ()(x,y) & n 0h? (y)
ny,ny — ]’l-(l) /"z
o Z 0 (x) Z o

(e
S x5)
formiillerinden asagidaki sonuglar hemen elde edilir.
Eger f(x,y), ye[-11]" e gore ( tuim sabit xe[-1,1] i¢in )

azalmayan ise o zaman n,,n, € N ve Rq(zw(y) " nin 7 koki i¢in £, (f)(x,y) tim

sabit x €[-1,1] i¢in
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c’7 C77
el n- +
Y 77 n7+2}/2 ’77 n7+2}/2

2 2

ye gore azalmayan ( burada ¢, ve y,, Sonug Teoremi II. 1. 3" de verilmis idi)’ dir.

Eger f(x,y), ye[-11]" e gore ( tim sabit x €[-1,1] i¢in ) kesin
konveks ise o zaman tiim keyfi n, e N ve n, >3 olacak sekildeki her tek n, e N
sayisi ve tim xe[-L1] sabitleri i¢in F, (f)(x,y), yeV(0)’ a goére kesin

konveks olacak sekilde sifirin bir V' (0) komsulugu vardir.

Eger p=1,2 i¢in

o"F, ,,(f)(x,y)

ox?

g0z Oniine alinirsa benzer sonuglar bu ifade i¢in de gecerlidir.
e) Yukaridaki sonuglarin hepsi n > 2 olacak sekildeki » degiskenleri

icin kolaylikla genisletilebilir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada oOncelikle Shepard operatorii ve Hermite-Fejer polinomlari
incelenmistir. Bu operator ve polinomlarin kismi sekil koruyan yaklagimlar: ve ayni

zamanda konvekslik tanimlar1 yardimiyla konvekslik 6zellikleri verilmistir.
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