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1.GİRİŞ 

 

         Yaklaşımlar teorisi fonksiyonlar teorisinin en önemli alanlarından birisidir. Bu 

dalda amaç; bir fonksiyon uzayının elemanlarını belirli bir noktada ya da normda, bu 

uzayın bir alt uzayının veya daha iyi özelliklere sahip bir uzayın elemanlarından 

oluşturulmuş dizilerin limiti şeklindeki bir gösterimini bulmaktır. Bu şekildeki diziler 

verilen uzayın elemanlarını yaklaştırır veya bu elemanlarla yaklaşır denir. Fakat bu 

durumda yaklaşım dizisinin elemanlarının iyi özellikleri olması gerekir. Çünkü amaç, 

kötü özelliklere sahip elemanları iyi özelliklere sahip elemanlarla yaklaştırmaktır. Bu 

tür iyi özellikleri olan elemanlara örnek olarak cebirsel polinomları, trigonometrik 

polinomları, tam fonksiyonları gösterebiliriz. Bu ve benzeri elemanlar yaklaşım 

probleminin çözümünde yer alabilirler. Fakat genelde fonksiyonları yaklaştıran en 

basit yapılar lineer pozitif operatörlerin yardımıyla tanımlanabildiğinden  son kırk 

yıldır, yaklaşımlar teorisindeki çalışmalar  lineer pozitif operatörler için 

yoğunlaşmıştır. Bu operatörler pozitif fonksiyonları pozitif fonksiyonlara 

dönüştürdüklerinden dolayı pozitif operatörler için önemli eşitsizlikler ispatlamaya 

imkan verir. 

 

1.2 Kaynak özetleri  

 
       Bu tez hazırlanırken  materyal ve yöntem kısmında H.Hilmi Hacısalihoğlu ve 

Akif Hacıyev’in  “Lineer Pozitif Operatör Dizilerinin Yakınsaklığı” kitabından ve  

Akif Hacıyev’in  “Deltasal Çekirdekli İntegral Operatör Ailesi ve Yaklaşım Teorisi” 

adlı lisans üstü ders notlarından yararlanılmıştır. Daha sonra B.Fırlej ve 
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L.Rempulska’nın “On Same Singular Integrals İn Spaces” adlı makalesinde [3] ve 

[4] te verilen notasyonları kullanarak Picard, Poisson-Cauchy ve Gauss-Weierstrass 

singüler integralleri için yakınsama problemleri Genelleştirilmiş Hölder uzayında 

incelenmiştir. 

       Son olarak da A Khan  ve S.Umar’ın  “On The Order Of Appoximation To A 

Function By Generalized Gauss Weierstrass Singüler Integrals” adlı makalesinden 

yararlanarak genelleştirilmiş Gauss Weierstrass singüler integralleri yardımıyla 

Hardy ve Littlewood tarafından tanımlanan Lip(α ) ve Lip ),( pα  sınıflarına ait olan 

fonksiyonları içeren bir fonksiyon sınıfının yaklaşım hızı belirlenmiştir 

 

1.3 Çalışmanın Amacı 

 
      Lineer Pozitif operatörlerin özel bir hali olan bazı singüler integral operatör 

ailelerinin farklı  normlarda yakınsamaları incelenmiş ve Genelleştirilmiş Gauss 

Weierstrass integral operatörünün yaklaşım hızı verilmiştir. 
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2. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

2.1 pL  Uzayları    

Tanım 2.1.1 : N  boş olmayan bir cümle ve R , reel sayılar cismi olsun. Eğer 

aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa  N  ye R  üzerinde lineer uzay veya vektör uzayı denir. 

 
 )(i  +,N  işlemine göre değişmeli  gruptur. Yani, 

   A1) Her Nyx ∈,  için Nyx ∈+  dir. 

   A2) Her Nzyx ∈,,  için zyxzyx ++=++ )()(  dir. 

   A3) Her Nx∈  için xxx =+=+ θθ  olacak şekilde N∈θ  vardır. 

   A4) Her Nx∈  için θ=+−=−+ xxxx )()(  olacak şekilde x− N∈  vardır. 

   A5) Her Nyx ∈,  için xyyx +=+  dir. 

 
)(ii Nyx ∈,  ve R∈βα,  olmak üzere aşağıdaki şartlar sağlanır. 

   B1) Nx∈α  dir. 

   B2) yxyx ααα +=+ )(  dir. 

   B3) xxx βαβα +=+ )(  dir. 

   B4) )()( xx βααβ =  dir. 

   B5) xx =1  dir.Burada 1, R  nin birim elamanıdır. 

 
       Yukarıdaki B3 şartıntaki  + sembolü birinci tarafta R  deki toplamayı; ikinci 

tarafta ise N  deki toplamayı belirtmektedir. B4 deki çarpma işlemleride aynı 

anlamdadır. 
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        Tanıma dikkat edilirse lineer uzay, N  cümlesi ve sırasıyla )(i  ve )(ii  şartlarını 

sağlayan  toplama ve skalerle çarpma  dönüşümlerinden ibarettir. 

Tanım 2.1.2: N , bir lineer uzay olsun. RN →:  fonksiyonun x  deki değerini x  

ile gösterelim. Bu fonksiyon için  

 0) ≥xi  

 00) =⇔= xxii  

 )iii x xα α=  

 yxyxiv +≤+)   

şartları sağlanıyorsa  fonksiyonuna  N  üzerinde norm denir. Eğer bir Lineer uzay 

üzerinde norm tanımlanmışsa bu uzaya normlu uzay denir. 

 
Tanım 2.1.3: Bir pL  uzayının elemanları olan ölçülebilir fonksiyonların modülleri; 

1≥p  olmak üzere −p inci mertebeden Lebesque anlamında integrallenebilen 

fonksiyonlardır. Eğer integrallenme bölgesi bir (a,b) aralığı olursa (tüm reel eksende 

olabilir) pL  de olan fonksiyonlar için  

 ∫ ∞<
b

a

p dxxf )(  

olur. Bu uzaylarda  

 ∞<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫

pb

a

p

p
dxxff

1

)(  

şeklinde bir norm tanımlarsak pL  normlu uzay olur. 

       Lgf p∈, için  

ppp gfgf +≤+
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eşitsizliğine Minkowsky Eşitsizliği denir.
  

      1D  ve 2D  tüm reel eksenler  veya onların  bir alt kümesi olmak üzere  

∫ ∫∫ ∫ ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
≤

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

2 11 2

11

),()(),()(
D

p

D

p
p

D

p

D
dydxyxKyfdxdyyxKyf

 

eşitsizliğine Genelleştirilmiş Minkowsky eşitsizliği denir. 

Tanım 2.1.4 : pLf ∈  olmak üzere 

pp

t
L dxxftxffW

p

1

  
))()((sup),( ∫

∞

∞−≤
−+=

δ
δ  

integraline f in pL -süreklilik modulü denir. 

 

2.2. Lineer Pozitif Operatörler 

 
X ve Y  iki fonksiyon uzayı olsun. Eğer X den alınan herhangi bir f  

fonksiyonuna Y  de bir g  fonksiyonu karşılık getiren bir L  kuralı varsa bu durumda 

X  uzayında bir operatör tanımlanmış olur ve  

 );()( xfLxg =   

biçiminde gösterilir. X  uzayı L operatörünün tanım bölgesidir ve )(LDX =  ile 

gösterilir. Bu durumda YxgxfL ),();( =  uzayının bir elemanı olur ve bu şekildeki 

g  fonksiyonları kümesine L  operatörünün değer kümesi denir. Bu küme de )(LR  

ile gösterilir. 

 
Tanım 2.2.1: 1f  ve 2f , X  uzayında herhangi iki fonksiyon, a  ve b  keyfi iki reel 

sayı olmak üzere L  operatörü ; 

 );();();( 2121 xfbLxfaLxbfafL +=+  
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koşulunu gerçekliyorsa L operatörüne lineer operatör denir. 

 
Tanım 2.2.2: { } { }0:,0: ≥∈=≥∈= ++ gYgYfXfX  fonksiyon  sınıflarını 

tanımlayalım.Eğer X uzayında tanımlanmış L  lineer operatörü +X  kümesindeki 

herhangi bir f fonksiyonunu pozitif fonksiyona dönüştürüyorsa o taktirde bu lineer 

operatöre Lineer Pozitif Operatör denir. 0≥f olduğunda 0);( ≥xfL  dır. Özel 

olarak 0);0( =xL  olduğu görülür. 

 
Lemma 2.2.1:Lineer pozitif operatörler monotondur. 

İspat: Her x  için )()( xfxg ≥  ise  0)()( ≥− xfxg  dır. L  lineer pozitif operatör 

olduğundan  

0);( ≥− xfgL  

L  lineer olduğundan 

0);();( ≥− xfLxgL  

dır. Dolayısıyla  

);();( xfLxgL ≥  

dır. Bu eşitsizlikte lineer pozitif L  operatörünün monoton olduğunu gösterir. Ayrıca 

L  operatörün monotonluğundan 

 fff ≤≤−   );();();( xfLxfLxfL ≤≤−⇒  

ve L  nin lineerliğinden 

 );();();();();( xfLxfLxfLxfLxfL ≤⇒≤≤−  

yazılabilir. 
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2.2.1. Deltasal Çekirdekli Konvolüsyon Operatörler 

Tanım 2.2.1.1: D X , kümesinde (D tüm reel eksen veya onun bir alt kümesi) tanımlı 

Lebesque anlamında integrallenebilen fonksiyon uzayı olsun. Bu uzaydaki bir 

operatör  

∫=
D

dttxKtffxL ),()(),(         Dx∈ ,         

şeklinde ifade edilirse bu operatörün yaklaşım özellikleri DD × ’de tanımlı ),( txK  

fonksiyonunun özelliğine bağlıdır. Bu fonksiyona operatörün çekirdeği denir. Her 

),( txK = )( txK −  olduğunda  

 ∫ −
D

dttxKtf )()(  

veya f  ve K  π2  periyotlu ise 

 ∫
−

−
π

π

dttxKtf )()(  

şeklindeki operatöre konvolüsyon tipli operatör denir. K  çekirdeği integrallenebilir 

veya türevlenebilir olduğunda  

 ∫ −
D

dttxKtf )()(   

operatörü x  in bir  fonksiyonu şeklinde düşünülebileceğinden 

∫ −=
D

dttxKtfxg )()()(  

şeklindeki tanımı anlamlıdır. L  operatörü λ  parametresine bağlanırsa 

 dttxKtffxL
D

)()(),,( −= ∫ λλ  

şeklinde gösterilebilir. Eğer yukarıdaki integralin düzgün yakınsaklığı gösterilirse 

λK  türevlenebilir olduğunda λg  fonksiyonu da türevlenebilirdir. 
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Tanım 2.2.1.2: Λ  indis kümesi ve Λλ∈ olmak üzere, 0 λ  bu kümenin yığılma 

noktası olsun. )(tKλ  fonksiyonu aşağıdaki özellikleri sağlarsa K  fonksiyonuna 

deltasal çekirdek denir. 

 
     a) )(tKλ  negatif olmayan çift fonksiyondur. Ayrıca, 

Λλ∈∀  için )0(λK  sonludur ve ∞=
→

)0(lim
0 

λ
λλ

K  dur. 

     b) Λλ∈∀  için ∫
∞

∞−
= 1)( dttKλ  dir. 

     c)  Her belirli σ  sayısı için  

0)(suplim
   0

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥→

tK
t

λ
σλλ

 ve 0)(lim
0 

=∫
∞

→
σ

λλλ
dttK  

dır. 

 
     )(tKλ  deltasal çekirdek olmak üzere lineer L  integral operatörü 

 ∫
∞

∞−

−= dttxKtffxL )()();,( λλ  

şeklinde tanımlamıştık. O taktirde  

);,(: fxLfL λ→  operatörü konvolüsyon operatörüdür. 

     Eğer yukarıdaki tanımda )(tK λ  fonksiyonu π2  periyotlu ise π2  periyotlu 

deltasal çekirdek denir. Bu fonksiyon (c) şıkkındaki  

 0)(lim
0 

=∫
∞

→
σ

λλλ
dttK  

özelliği hariç diğer tüm özellikleri [ ]ππ,−  aralığında sağlar. 
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Örnek 2.2.1.1: dt
xt

tfxfP ∫
∞

∞− −+
= 22 )(

1)(),(
επ

ε
ε  şeklinde tanımlanan Abel-Poisson 

integralinin çekirdeği olan 22

1)(
x

xA
+

=
επ

ε
ε  ifadesi deltasal çekirdektir.  

 
       Gerçekten, 

   (a) )(xAε  çekirdeğinin negatif olmayan  çift fonksiyon olduğu açıktır. 

πεε
1)0( =A  sonlu ve ∞=

→ πεε

1lim
0

 dır. Ayrıca 0≠x  için 0)(lim
0

=
→

xAεε
 dır. 

    (b) Λε∈  için dx
x∫

∞

∞− + 22

1
επ

ε   integralinde ux ε=  deşişken değiştirmesi yapılırsa, 

      ∫
∞

∞− +
= 21

1
u

du
π

              

      =1  

olur. 

   (c) 22

1)(
x

xA
+

=
επ

ε
ε  ifadesinin x ’ e göre türevi negatif olduğundan azalan bir 

fonksiyondur. O taktirde σ≥x  için supremum değerini σ=x  da alır. Dolayısıyla 

 0)(suplim
0

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥→

xA
x

ε
σε

  olur. 

Ayrıca  0>σ  olmak üzere 

 ∫∫∫
∞

→

∞

→

∞

→
=

+
=

+
=

ε
σ

ε
σ

ε
σ

εε επ
ε 0

1
1lim1lim)(lim 202200

du
u

dx
x

dxxA  

Böylece )(xAε  nın deltasal çekirdek olduğu görülür. 

 
Lemma 2.2.1.1: 1≤ p < ∞  olmak üzere λL  operatörü sürekli olup ),( ∞−∞pL  den 

),( ∞−∞pL  ye dönüşüm yapan bir operatördür. 
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İspat: : 

MfxL
p
≤);,( λ  

sınırlılığı  gösterilirse operatörün sürekli olduğu söylenebilir. Bunun için 

p
p

p
dxfxLfxL

/1

);,();,( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫

∞

∞−

λλ  

        

pp

dxdttxKtf

/1

)()( ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−= ∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−
λ   

yazılabilir. Genelleştirilmiş Minkowsky eşitsizliğinden  

                               dtdxtxKtf
p

p
/1

)()( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−≤ ∫∫

∞

∞−

∞

∞−
λ  

utx =− denirse 

                             dtduuKuxf
p

pp
/1

)()( ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= ∫∫

∞

∞−

∞

∞−
λ  

      dudtuxfuK
p

p
/1

)()( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ∫∫

∞

∞−

∞

∞−
λ  

     duuKf p ∫
∞

∞−
≤ )(λ  

     pf=  

      pp
ffxL ≤);,( λ <∞ olur. ),(),( ∞−∞→∞−∞ pp LL   

Ve ayrıca 

1
);,(

sup
0

≤=
≠

→

p

p

pp
L

L

f
LL f

fxL
L

λ
 

olduğundan L  operatörü sınırlı ve süreklidir. 
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      Bundan sonraki lemma ispatsız olarak verilebilir. 

Lemma 2.2.1.2: ∞<≤ p1  olmak üzere π2  periyotlu deltasal çekirdekli 

konvolüsyon operatörü sürekli olup [ ]ππ ,−pL   uzayından [ ]ππ ,−pL  uzayına 

dönüşüm yapan bir operatördür. 

 

2.3 Süreklilik Modülü ve Özellikleri 

Tanım 2.3.1: )(xf  ve [ ]baxg ,),(  de sürekli iki fonksiyon olsun. 

 )()(max xgxfd
bxa

−=
≤≤

 

sayısına f  ve g  fonksiyonları arasındaki uzaklık veya f  fonksiyonunun 

g fonksiyonundan sapması yada sapma miktarı denir. 

 
Tanım 2.3.2: f , [ ]ba,  de tanımlı bir fonksiyon olsun. [ ]bayx ,, ∈  için δ≤− yx  

eşitsizliği sağlanacak şekilde 0>δ  sayısı için  )()( yfxf −  en küçük üst sınırına  

 )()()(sup δ
δ

Wyfxf
yx

=−
≤−

 

dersek, )(δW  değerine f  in süreklilik modülü denir. Bazen bu gösterim yerine 

)(δfW  veya );( fW δ  gösterimleri de kullanılabilir. );( fW δ ; değişkenler farkının en 

fazla δ  olması durumunda iki fonksiyon değerinin en fazla ne kadar fark edeceğini 

belirler. W ,δ ’nın bir fonksiyonu durumundadır ve 0>δ  için  );( fW δ negatif 

olmayan  bir fonksiyondur. 

       Süreklilik modulü için aşağıdaki lemmalar verilebilir. 

 
Lemma 2.3.1:W  fonksiyonu monoton artandır. 
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İspat: 210 δδ ≤<  olsun.Bu durumda 2δ≤− yx  koşulunu sağlayan ( )yx,  sayı 

çiftlerinin kümesi 1δ≤− yx  koşulunu sağlayan sayı çiftlerinin kümesinden daha 

kapsamlıdır. Kümelerdeki supremum kavramını düşünürsek süreklilik modülünün 

tanımı gereğince );();( 21 fWfW δδ ≤  dır. 

 
Lemma 2.3.2: f  fonksiyonu  [ ]ba,  aralığında sürekli bir fonksiyon olsun. Bu 

taktirde  

 0);(lim
0

=
→

fW δ
δ

  

dır. 

 
İspat : f  sürekli ise 0>∀ε  için bir 0>η  vardır öyleki η<− xt  olduğunda 

ε<− )()( xftf  dır. Süreklilik modülünde ηδ <  aldığımızda  εδ <);( fW  olur. O 

taktirde  0>∀ε  için bir 0>η  bulunur öyleki ηδ <  olduğunda εδ <);( fW dır. Yani  

 0);(lim
0

=
→

fW δ
δ

  

dır. 

 
Lemma 2.3.3: Nm∈  için  

 );();( fmWfmW δδ ≤   

dir. 

 
İspat :  

)()(sup);( yfxffmW
myx

−=
≤− δ

δ   

ifadesinde mhyx +=  seçilirse  

 )()(sup);( yfmhyffmW
h

−+=
≤δ

δ  
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)()(...))1(())1(()(sup yfhyfhmyfhmyfmhyf
h

−+++−++−+−+=
≤δ

 

      [ ]∑
=≤

−+−+=
m

kh
hkyfkhyf

1
))1(()(sup

δ
 

[ ]∑
= ≤

−+−+≤
m

k h
hkyfkhyffmW

1
))1(()(sup);(

δ
δ  

ve  toplamın içindeki ifade süreklilik modülü ve toplananların sayısı m tane olduğu 

için  

);( fmW δ ≤ );( fmW δ  

eşitsizliği elde edilir. 

 
Lemma 2.3.4: 0>λ  reel sayısı için   

);()1();( fWfW δλλδ +≤   

dır. 

 
İspat : m , λ  nın tam kısmı olsun. O taktirde 1+<≤ mm λ  olur. W  nin monotonluk 

özelliğinden ve Lemma 2.2.3 den 

);)1(();( fmWfW δλδ +≤  

);)1(( fmW δ+  );()1( fWm δ+≤ );()1( fW δλ +≤  

olur. Dolayısıyla  

);()1();( fWfW δλλδ +≤  olarak elde edilir. 

 
Lemma 2.3.5: nδ   sıfıra yakınsayan bir dizi  ve fK   f  ‘e bağlı bir sabit olmak 

üzere, 

 nfn KfW δδ ≥);(  

dır. 
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İspat : );1();1( fWfW n
n

δ
δ

=  olarak yazılabilir. 

Lemma 2.2.4 den 

);1( fW n
n

δ
δ

);(11 fW n
n

δ
δ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+≤    

         );(
1

fW n
n

n δ
δ
δ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
≤  

olur. Ayrıca nδ   yakınsak bir dizi olduğundan Kn ≤+1δ  şeklinde bir K  sabiti 

mevcuttur. O taktirde  

 );();1( fWKfW n
n

δ
δ

≤  

olur. Eğer 
K

fWK f
);1(

=  seçilirse 

 nfn KfW δδ ≥);(         

yazılabilir. 

 
Lemma 2.3.6: f  fonksiyonu [ ]ba,  aralığında sınırlı ise, her [ ]bayx ,, ∈  için  

 );()()( yxfWyfxf −≤−  

dır. 
 

İspat : Tanım 2.3.2 yi göz önüne alırsak  

 )()()(sup δ
δ

Wyfxf
yx

=−
≤−

 olduğundan  

 );()()( fWyfxf δ≤−  

yazılabilir. Lemma 2.3.4 den 

 );()()( f
yx

Wyfxf δ
δ
−

≤−  
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            );(1 fW
yx

δ
δ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+≤   

elde edilir. 

 

2.4. pL  Normunda Yaklaşım 

      D  tüm reel eksen veya onun bir alt kümesi olsun. X  ise bu D  kümesi üzerinde 

tanımlı fonksiyonlardan oluşan bir lineer normlu uzayı göstersin. XY ⊂  olacak 

şekilde X  in bir alt uzayı olsun. Her Xf ∈  için  

 0)()(lim =−
∞→ xnn

xxf φ  

olacak şekilde Yn ∈φ  bulunabiliyorsa Y  cümlesine X  cümlesinin yoğun alt uzayı 

denir. Yaklaşım teoremlerinde nφ  nin yapısını belirlemek bu teorinin esas 

amaçlarından biridir. 

      Yaklaşım teorisinin esas problemlerinden ikincisi ise yaklaşım hızının bulunması 

problemidir. 

 nXn xxf αφ =− )()(     ve    0lim =
∞→ nn
α   

ifadeleri )(xnφ  nin )(xf ’e yaklaşım hızını belirtir. Bu hızı bulmak için nα ’i sıfıra 

giden başka bir dizi ile karşılaştırmak gerekir. Yani nn βα ≤≤0   ve  0lim =
∞→ nn
β  ise 

nα ’nin nβ ’den daha hızlı sıfıra gittiğini gösterir. Fonksiyon uzaylarında nβ  dizisi  

f  fonsiyonunun süreklilik modülü ile bağlantılı olarak incelenebilir. Çünkü f  in 

süreklilik modülü ),( fW δ  ifadesi sıfıra yakınsayan bir fonksiyondur. 
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Teorem 2.4.1: f , [ ]ba,  kapalı aralığında sürekli bir fonksiyon olduğunda derecesi 

n’den  büyük olmayan öyle bir )(xPn  polinomlar dizisi vardır ki bu aralığın her 

noktasında  

0)()(maxlim)()(lim =−≡=
≤≤∞→∞→

xfxPxfxP nbxannn
 

eşitliğinin sağlanması )(xPn  in )(xf ’e düzgün yakınsaklığını gösterir. 

 
Teorem 2.4.2: (Lusin Teoremi) 1),( ≥∈ p  ,baLf p  için [ ]ba,  kapalı aralığında öyle 

bir sürekli ϕ  fonksiyonu bulabiliriz ki ε  yeterine küçük bir sayı olmak üzere 

εφ <−   xf 
p

(x))(  

dır.  

 
 Bu teoremde pL ’de olan bir fonksiyonu pL  normunda bir nP  polinomunun 

limiti şeklinde gösterebiliriz. Yani pLf ∈  ise Lusin Teoremi gereğince öyle  sürekli 

bir ϕ  fonksiyonu bulabiliriz ki ε   f 
p
<−  olur. 

 Yine )(xφ ,  [ ]ba,  kapalı aralığında sürekli olduğundan bir )(xPn  polinomlar 

dizisi vardır ki [ ]ba,  kapalı aralığında )(xφ ’e düzgün yakınsar. Yani  

0)( )(maxlim =−
≤≤∞→

xxPn
bxan

ϕ  

dır. Dolayısıyla )(xPn  polinomu )(xf e pL  normunda düzgün yakınsar. 

  
Teorem 2.4.3: Kabul edelim ki )(tKλ ,  Λ∈λ , deltasal çekirdek ve ),( ∞−∞∈ pLf  

olsun. Bu durumda, 

0)();,(lim
0

=−
→ p

xf fxL
 

λ
λλ

 

dır. 
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İspat :  

             dttKtxfdttKtxf dttKtxffxL ∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

+++=+=
0

0

)()()()()()();,( λλλλ
 

toplamındaki ilk integralde                 değişken değiştirmesi yapılırsa ve         nın çift 

fonksiyon olduğu kullanılırsa, 

                       
 dttKtxftxffxL ∫

∞

++−=
0

)()]()([);,( λλ
 

olur. Diğer taraftan deltasal çekirdek tanımının  b) şıkkından 

  
  1)(2)()()(

0

0 0
∫ ∫ ∫ ∫
∞

∞− ∞−

∞ ∞

==+= dttKdttKdttKdttK λλλλ

 

yazabiliriz. Bu son eşitliğin her iki yanını )(xf  ile çarparsak; 

   
∫
∞

=
0

)()(2)( dttKxfxf λ  

olur. O taktirde  

  
 )()(2-)()]()([)();,(

00
∫∫
∞∞

−++=− dttKxfdttKtxftxfxffxL λλλ
 

yazabiliriz. Buradan 
 

 )()](2)()([)();,(
0
∫
∞

−−++=− dttKxftxftxfxffxL λλ
       

),( ∞−∞∈x  

olup  

pp

p
dxdttKxftxftxfxffxL

1

0

)()](2)()([)( );,( ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−++≤− ∫ ∫

∞

∞−

∞

λλ  

yazılabilir. Genelleştirilmiş Minkowsky eşitsizliğinden 

dttKdxxftxftxfxffxL
pp

p
)()(2)()()( );,(

1

0
λλ ∫ ∫

∞ ∞

∞−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−++≤−  

tt −= λK
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biçimine dönüşür. Yukarıdaki integralde [ ]∞,0  aralığı, [ ]δ,0  ve [ ]∞,δ  biçiminde 

ayrılırsa, 

dttKdxxftxftxfxf fxL
pp

p
)()(2)()()();,(

1

0
λ

σ

λ ∫ ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−++≤−

∞

∞−

 

 dttKdxxftxftxf
pp )()(2)()(

1

λ
σ
∫ ∫
∞ ∞

∞−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+++  

p
xf fxL )();,( −λ 21 II +≤  

şeklinde yazılabilir. 

pppppp dxxftxfdxxftxfdxxftxftxf

111

)()()()()(2)()( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−++ ∫∫∫

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

 

olduğundan  her iki tarafın supremumu alınırsa, 

),(2)(2)()(sup

1

fWdxxftxftxf
pL

pp

t
δ

δ
≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−++∫

∞

∞−≤
 

 yazabilir. Bu eşitsizliği 1I  integralinde kullanırsak 

),(2)(),(2
0

1 fWdttKfWI
pp LL δδ

σ

λ ≤≤ ∫  

elde edilir. 2I  de Minkowsky eşitsizliğinden 

pppppp dxtxfdxtxfdxxftxftxf

111

)()()(2)()( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−++ ∫∫∫

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

 

pp dxxf

1

)(22 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ ∫

∞

∞−
pf4≤  

yazılabilir. Buna göre, 
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dttKfI
p

)(42 ∫
∞

≤
σ

λ        

dir. 21 IveI  birleştirilirse 

dttKffWxffxL
pLp p

)(4),(2)( );,( ∫
∞

+≤−
σ

λδλ  

eşitsizliği elde edilir. )(tK λ  deltasal çekirdek olduğundan tanım gereğince  

0)(lim
0 

=∫
∞

→
dttK

σ
λ

λλ
 

olduğunu biliyoruz. Her iki tarafın 0λλ→  için limiti alınırsa 

),(2)( );,(lim
0 

fWxffxL
pLp
δλ

λλ
≤−

→
 

olur. 

0),(lim
0

=
→

fW
pL δ

δ
 

olduğundan, her iki tarafın 0→δ  için limiti alındığında 

0)( );;(lim
0 

=−
→ p

xffxL λ
λλ

 

olarak elde edilir. 

Teorem 2.4.4:  Kabul edelim ki )(tKλ , Λ∈λ , π2  periyotlu deltasal çekirdek ve 

),( ππ−∈ pLf  olsun. Bu durumda  

0)( );,(lim 2
0 

=−
→ p

xffxL λπλλ
 

dır. 

Not : Bu teoremde ),( ππ−⋅=⋅
pLp  anlamında kullanılmaktadır. 

 
İspat :  

 )()()()();,(2 ∫
−

−+≤−
π

π
λπ λ dttKxftxfxffxL  
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olduğundan 

 dxdttKxftxfxffxL
pp

p

1

2 )()()()();,( ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+≤− ∫ ∫

− −

π

π

π

π
λπ λ  

olur. Genelleştirilmiş Minkowsky eşitsizliğinden 

p
xffxL )();,(2 −λπ dtdxtKxftxf

pp

1

)()()(∫ ∫
− −

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+≤

π

π

π

π
λ  

    dttKdxxftxf
pp )()()(

1

λ

π

π

π

π
∫ ∫
− −

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+≤  

olup Tanım 2.1.4 ve Lemma 2.3.4 den  

  
∫
−

≤−
π

π
λπ λ dttKftWxffxL

pLp
)(),()();,(2

 

      
dttKf

t
W

pL∫
−

=
π

π
λλ

λ

δ
δ

)(),
  

(
 

      
∫
−

+≤
π

π
λλ

λ

δ
δ

)(),()1
  

( tKfW
t

pL

 

               )()(),()();,(2 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+≤− ∫∫

−−

π

π
λ

π

π
λ

λ
λπ δ

δλ dttKdttK
t

fWxffxL Lpp
 

         1)(1),( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= ∫

−

π

π
λ

λ
λ δ

δ dttKtfW
pL  

olarak elde edilir. 

∫
−

=
π

π
λλδ dttKt )(      şeklinde seçersek 

                 
 ),(2)();,(2 fWxffxL Lpp λπ δλ ≤−  

olur. 
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∫
−

→→
=

π

π
λλλλλλ

δ dttKt )(limlim
0 0  

 ifadesi için, )(tKλ  çift fonksiyon olduğundan, 

  ∫→→
=

π

λλλλλλ
δ

0

)(2limlim
00

dtttK  

olur. 0>α  keyfi sayısı için, 

  λλλ
δ

0

lim
→ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= ∫∫→

π

α
λ

α

λλλ
dtttKdtttK )(2)(2lim

00

 

 ∫∫
≥→

−

+≤
π

α
λ

αλλ

π

π
λα dttKsuptlim2dttK2

t0

)()(  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+≤

≥→→
)(suplim)2(2lim

t00

tK λ
αλλλλλ

απβδ  

olarak yazılabilir. )(tKλ   deltasal çekirdek olduğundan 

 
0))(sup(lim

0 

=
≥→

tK
t

λ
αλλ

 

ve α  yı  istenildiği kadar küçük seçersek  

 
0lim

0 

=
→ λλλ

δ  

olur ki bu 0→λδ  iken  0),( →fWLp λδ olduğunu gösterir ki bu da ispatı  

tamamlar. 

 

2.5 Lipschitz Sınıfından Fonksiyonlar   

 
Tanım 2.5.1:Bir f  fonksiyonu bir >< ba,  aralığında tanımlı ve >< ba,  ifadesi 

[ ]ba,  veya ),( ba  aralıklarını yada daha özel olarak ),(,),[,],( ∞−∞baba  

aralıklarından biri olarak tanımlansın. Her >∈< bayx ,,  için  10 ≤< α  olmak üzere 
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αxyMxfyf −≤− )()(  koşulu sağlanıyorsa,  bu durumda f  fonksiyonuna  α   

mertebeli  M  katsayılı Lipschitz sınıfındandır denir ve )(α
Mlipf ∈  şeklinde gösterilir. 

 

2.5.1 Lipschitz Sınıfından Fonksiyonların Özellikleri 

 
Lemma 2.5.1.1: f )(α

Mlip∈   ise  >< baf ,,  de düzgün süreklidir. 

Lemma 2.5.1.2 : 1>α  ise  f  sabittir. 

Lemma 2.5.1.3: >< ba,  aralığında bir f  fonksiyonu için Mxf ≤′ )(  olacak 

şekilde bir )(xf ′  fonksiyonu varsa o taktirde )1(
Mlipf ∈  sınıfındandır. 

Lemma 2.5.1.4: >< ba,  aralığı sonlu ise βα <  için αβ liplip ⊂  dır. 

Lemma 2.5.1.5: )(α
Mlipf ∈   ve  αδδ .)( MW ≤  ifadeleri eşdeğerdir. 
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3. ARAŞTIRMA BULGULARI 

 

3.1. Hölder Uzayında Bazı Singüler İntegraller  

 
      C, IR reel eksen üzerinde sınırlı ve düzgün sürekli olan reel değerli 

fonksiyonların bir uzayı olsun. Bu uzay üzerinde bir norm  

( )sup
c

x R
f f x

∈
=                                                                                       (3.1.1) 

şeklinde tanımlanabilir. Gerçekten de  

(i) 0≥
c

f  dır. Çünkü RR →:.  negatif olmayan fonksiyondur. 

Dolayısıyla supremumu da negatif olamaz. 

(ii) 0)(sup0 =⇔=
∈

xff
Rx

c
 

       0)(, =∈∀⇔ xfRx  

       0)(, =∈∀⇔ xfRx  

       0=⇔ f  

     0f0f
c

=⇔=  dır. 

(iii) ))((sup xff
Rx

c
λλ

∈
=  

    )(sup xf
Rx
λ

∈
=  

    )(sup xf
Rx∈

= λ  

    
c

fλ=  dır. 

Dolayısıyla,  

       
cc

ff λλ =  , R∈λ  eşitliği sağlanır. 
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(iv) ))((sup xgfgf
Rx

c
+=+

∈
 

         )()(sup xgxf
Rx

+=
∈

 

         
RxRx

xgxf
∈∈

+≤ )(sup)(sup  

         
cc

gf +=  

       
ccc

gfgf +≤+  

elde edilirki dolayısıyla norm aksiyomları sağlanır. 

 
Verilen bir f∈C için  

( ) )()( xfhxfxfh −+=Δ  , Rh∈                                                            (3.1.2) 

olmak üzere, 

),( ftW =
ch

th
fΔ

≤
sup  , 0>t                                                                       (3.1.3) 

şeklinde tanımlanan ),( ftW  fonksiyonuna süreklilik modülü diyoruz. Ω  ile 

süreklilik modülünün sağladığı koşullarla  benzerlik gösteren fonksiyonların bir 

cümlesini gösterelim. Yani Ω , aşağıdaki koşullara uygun tüm w fonksiyonların bir 

cümlesi olsun. 

 
a) w, [ )∞,0  aralığında tanımlı ve sürekli, 

b) w, artan ve 0)0( =w  

c) 1)( −ttw , 0>t  için azalandır. 

Verilen bir w Ω∈  için w  ile  

( ) ∞<=
> hw

f
f ch

oh
w

Δ
sup                                                                          (3.1.4) 

şartını sağlayan tüm f∈C fonksiyonların sınıfını wH  ile gösterelim ve wH ’deki 

normu  
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wcH
fff w +=                                                                                   (3.1.5) 

ile tanımlayalım. 

Ayrıca 
w

H da, 

+→0
lim
h

=
)(hw

f
chΔ 0                                                                                       (3.1.6) 

şartını sağlayan wHf ∈  fonksiyonlarının sınıfını göstersin. Bu durumda 
w

H  normu 

da (3.1.5) şeklinde tanımlanır. (3.1.5) normu ile birlikte wH  ve  
w

H  ye 

genelleştirilmiş Hölder uzayı denir. Eğer Ωμ∈,w  ve 

)(
)()(

t
twtq

μ
= ,          0>t                                                                            (3.1.7) 

fonksiyonu azalmayan ise, o taktirde  

μHH w ⊆  ve 
μ

HH
w
⊆                                                             (3.1.8) 

dır. Bunları gösterelim. 

 
İlk olarak  μHH w ⊆  olduğunu gösterelim; 

wHf ∈  olmak üzere [ ]aw ,0, ∈μ  alalım. 

)(
1sup

)(
sup

)(
)(

)(
sup

000 hqh
f

hw
h

h
f

f
h

ch

h

ch

h
w

>>>
==

μ
Δμ

μ
Δ

 

yazılabilir. Dolayısıyla 0>h  için 
)(

1
hq

 fonksiyonu [ ]a,0 aralığında tanımlıdır. μ,w  

fonksiyonları sürekli olduğundan 
)(

1
hq

 da süreklidir. Ra
hq

→],0[:
)(

1  sürekli bir 

fonksiyon olduğu için sınırlıdır. Bu fonksiyon supremumunu ],0[ a  aralığında alır. 

Bu da 
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c
hqh

=
> )(

1sup
0

 

gibi bir sabittir. O halde  

)(
1sup

)(
sup

00 hqh
f

f
h

ch

h
w

>>
=

μ
Δ

=
)(

1sup
0 hq

f
h>

μ
 

eşitliğinde 
w

f  ve 
)(

1sup
0 hqh>

 sonlu olduklarından 
)(

sup
0 h

f
ch

h μ
Δ

>
 da sonludur. Yani 

∞<
μ

f  dır. Buradan da μHf ∈  elde edilir. 

       Şimdi 
μ

HH
w
⊆  olduğunu gösterelim: 

w
Hf ∈  ise  o halde 

0
)(

lim
0

=
→ hw

f
ch

h

Δ
 

dır. 

( ) )(
)(lim

)(
lim

00 h
hw

hw
f

h
f

ch

h

ch

h μ
Δ

μ
Δ

++ →→
=  

       
)(
)(lim.0

)(
)(lim

)(
lim

000 h
hw

h
hw

hw
f

hh

ch

h μμ
Δ

+++ →→→
==  

       0=  

dır. Burada 
w

Hf ∈   ve 
)(
)(lim

0 h
hw

h μ+→
 ifadesi sonlu olduğundan  

0
)(

lim
0

=
Δ

+→ h
f

ch

h μ
 

dır. Dolayısıyla 
μ

HH
w
⊆  elde edilir. 

Eğer wHf ∈  ise  

( )ftW ,
w

ftw )(≤ ,              t>0                                                             (3.1.9) 
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eşitsizliği sağlanır. Bunu görelim: 

( ) =ftW ,
ch

th
fΔ

≤
sup  

idi. Burada th ≤  alalım. w fonksiyonu artan olduğundan )()( twhw ≤  olup  1
)(
)(
≥

hw
tw   

dır. Son eşitsizlik süreklilik modülünde kullanılırsa 

( )
)(
)(sup,

hw
twfftW

ch
th
Δ

≤
≤  

( )
)(

sup
)(, 0

hw

f
twftW

ch
h

Δ
>≤  

( )
w

ftwftW )(, ≤  

elde edilir. 

 
Eğer 

w
Hf ∈  ise, o taktirde  

( ) 0
)(

,lim
0

=
+→ tw

ftW
t

                                                                     (3.1.10) 

dir. Bunu görmek için; 

( ) =ftW ,
ch

th
fΔ

≤
sup  eşitliği 

( )
)(
)(sup,

hw
hwfftW

ch
th

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

≤
Δ  

  
)(

sup)(
hw
f

tw ch

th

Δ
≤

≤  

         ( )
)(

sup
)(

,0
hw
f

tw
ftW ch

th

Δ
≤

≤≤  

şeklinde yazılabilir. Her iki tarafın +→ 0t  için limiti alınırsa 
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+→0
lim
t

( )
≤

)(
,
tw
ftW

+→0
lim
t ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

≤ )(
sup

hw
f

ch

th

Δ
 

+→0
lim
t

( ) 0
)(

,
=

tw
ftW  

elde edilir. Böylece genelleştirilmiş Hölder uzayının sağladığı bazı özellikler 

gösterilmiş oldu. 

 
 Sırasıyla WQP ,,  ile gösterilen Picard, Poission-Cauchy ve Gaus-Weierstrass 

singuler integralleri aşağıdaki gibi tanımlanırlar. 

 ( ) dtetxf
r

frxP r
t

∫
+∞

∞−

−

+= )(
2
1;,                                                               (3.1.11) 

 dt
rt

txfrfrxQ 22

1)();,(
+

+= ∫
+

−

π

ππ
                                                        (3.1.12) 

 dtetxf
r

frxW r
t 2

)(1);,(
−+

−
∫ +=
π

ππ
                                                          (3.1.13) 

Şimdi bu integrallerin ( ]1,0,, Ι∈∈∈ rRxCf  ve +→ 0r  iken yakınsaklık 

durumlarını inceleyelim. 

 
Lemma 3.1.1: Eğer Cf ∈  ise 

 a) ( )
cc

ffrP ≤;.,  

 b) ( )
cc

ffrQ ≤;.,  

 c) ( )
cc

ffrW ≤;.,  

dır. Yani, her Ι∈r  sabiti için Cf ∈  olduğunda ( )frP ;., , ( )frQ ;.,  ve ( )frW ;.,  

integralleri de C  ye aittir. 

 
İspat : 

a) (3.1.1) , (3.1.10)  ve  
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    ∫
+∞

∞−

−

dte
r

r
t

2
1 = =∫

−

∞→
dte

r

k
r
t

k
0

1lim 1lim
0

=
−

∞→
k

r
t

k
e  

eşitliğini kullanırsak, 

 

    ( ) dtetxf
r

frxP r
t

Rx
c

−+∞

∞−∈
∫ += )(

2
1sup;,  

dtetxf
r

r
t

Rx

−+∞

∞−∈
∫ +≤ )(

2
1sup  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤

∈∈ RyRx
yf )(supsup dte

r
r
t

∫
+∞

∞−

−

2
1  

c
Ry

fyf =≤
∈

)(sup  

elde edilir. 

b) (3.1.1) , (3.1.12) ve  

1arctan1lim21lim2121
0

0
22

0
2222 ==

+
=

+
=

+ ∞→∞→

∞∞

∞−
∫∫∫

k

k

k

k r
t

r
rdt

rt
rdt

rtr
rdt

rt
r

ππππ
 

eşitlikleri kullanılırsa 

dt
rt

txfrfrxQ
Rx

c 22

1)(sup),,(
+

+= ∫
+

−∈

π

ππ
 

dt
rt

txfr
Rx

22

1)(sup
+

+≤ ∫
+

−∈

π

ππ
 

∫
−∈∈ +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤

π

ππ
dt

rt
ryf

RyRx
22

1)(supsup  

dt
rt

ryf
Ry

∫
+∞

∞−∈ +
≤ 22

1)(sup
π

 

c
Ry

fyf =≤
∈

)(sup  
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elde edilir.  

c) rdte r
t

π=∫
∞

∞−

− 2

  olduğunu gösterelim ve (3.1.1), (3.1.13) eşitliklerini 

kullanalım. 

∫ ∫∫
∞

∞−

−∞

∞−

−∞

∞−

−

=⇒= dxdyeeIdxeI r
y

r
x

r
x 222

2  

          dxdye r
yx

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

+−

=
)( 22

 

θρθρ sin,cos == yx   dönüşümleri yapılırsa ρ
θρ

=
∂
∂

=
),(
),( yxJ  den 

θρρ dddxdy =  olur. Bu durumda  

      2I ∫ ∫
∞ −

=
π ρ

θρρ
2

0 0

2

dde r  

u
r
=

2ρ  , rdud =ρρ2 dönüşümü uygulanırsa 

      rerduerI
k

u

k

k
u

k
πππ =−== −

∞→

−

∞→ ∫ 00

2 limlim  

   rIrI ππ =⇒=2  

elde edilir. Şimdi (3.1.1) ve (3.1.13) eşitlikleri kullanırsa 

=
c

frxW ),,( ∫
−

−

∈
+

π

ππ
dterxf

r
r
t

Rx

2

)(1sup  

        
Rx∈

≤ sup dterxf
r

r
t 2

)(1 −

∫ +
π

 

        dtetxf
r

r
t

Rx

2

)(1sup
−∞

∞−∈
∫ +≤

π
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Rx∈

≤ sup dte
r

yf r
t

Ry
∫
∞

∞−

−

∈
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2

1)(sup
π

 

        
c

Ry
fyf =≤

∈
)(sup  

olur. 

Lemma 3.1.2:Eğer wHf ∈  ise,o taktirde 

a) 
ww

ffrp ≤);(.,  

b) 
ww

ffrQ ≤);(.,  

c) 
ww

ffrW ≤);(.,  

eşitsizlikleri sağlanır. Yani  her Ι∈r  sabiti için wHf ∈  iken );(., frP , );(., frQ  

ve );(., frW  fonksiyonları da wH ’ya aittir. 

 
İspat : (3.1.3) , (3.1.10) ve (3.1.12) den Ι∈∈ rIRx ,  ve IRh∈  için 

);,();,( frxPfrxP hh ΔΔ =  

),,();,( frxQfrxQ hh ΔΔ =  

),,();,( frxWfrxW hh ΔΔ =  

eşitlikleri  sağlanır. (3.1.3) den 

 );,();,();,( frxPfrhxPfrxPh −+=Δ  

        dtetxf
r

dtehtxf
r

r
t

r
t

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−−

+−++= )(
2
1)(

2
1  

        ( ) dtetxfhtxf
r

r
t−∞

∞−
∫ +−++= )()(

2
1  

          dtetxf
r

r
t

h

−
∞+

∞−
∫ += )(

2
1 Δ  
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          );,( frxP hΔ=  

olur. Benzer şekilde  

);,();,();,( frxQfrhxQfrxQh −+=Δ  

dt
rt

txfrdt
rt

htxfr
∫∫
−− +

+−
+

++=
π

π

π

π ππ 2222

1)(1)(  

[ ] dt
rt

txfhtxfr
22

1)()(
+

+−++= ∫
−

π

ππ
 

dt
rt

txfr
h∫

− +
+=

π

π

Δ
π 22

1)(  

);,( frxQ hΔ=  

elde edilir.  

       Son olarak  

);,();,();,( frxWfrhxWfrxWh −+=Δ  

∫∫
−

−−

−

+−++=
π

π

π

π ππ
dtetxf

r
dtehtxf

r
r
t

r
t

2
2

)(1)(1  

( ) dtetxfhtxf
r

r
t 2

)()(1 −

−
∫ +−++=
π

ππ
 

dtetxf
r

r
t

h

2

)(1 −

−

+Δ= ∫
π

ππ
 

);,( frxW hΔ=  

elde edilirler. Buna göre  

 
Lemma 3.1.1 den Ir ∈∀  ve Rh∈∀  için 

 
chchch ffrPfrP ΔΔΔ ≤⋅=⋅ );,();,(                                                  (3.1.14) 

 
chch ffrQ ΔΔ ≤⋅ );,(                                                                            (3.1.15) 
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chch ffrW ΔΔ ≤⋅ );(                                                                            (3.1.16) 

olur. Şimdi (3.1.13), (3.1.14) ve (3.1.15)’ü kullanarak, (3.1.4) yardımıyla 
w

⋅ ’yı 

tanımlayalım. 

a) 
)(

);,(
sup);,(

0 hw
frP

frP ch

h
w

⋅
=⋅

>

Δ
 

    
)(

sup
0 hw

f
ch

h

Δ
>

≤  

            
w

f=  

b) 
)(

);,(
sup);,(

0 hw
frQ

frQ ch

h
w

⋅
=⋅

>

Δ
 

)(
sup

0 hw
f

ch

h

Δ
>

≤  

w
f=  

 c) 
)(

);,(
sup);,(

0 hw
frW

frW ch

h
w

⋅
=⋅

>

Δ
 

)(
sup

0 hw
f

ch

h

Δ
>

≤  

w
f=  

olurlar. 

        Lemma 3.1.1 ve Lemma 3.1.2, Ir ∈  için );,(),;,( frQfrP ⋅⋅  ve );,( frW ⋅  

fonksiyonlarının wH ’ya ait olduğunu gösterir. 

 
       Buna göre aşağıdaki sonucu yazabiliriz. 

 
Sonuç 3.1.1: Eğer wHf ∈  ise 

a) ww HH
ffrP ≤⋅ );,(  
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b) ww HH
ffrQ ≤⋅ );,(  

c) ww HH
ffrW ≤⋅ );,(  

dır. 

 
Lemma 3.1.3: Eğer 

w
Hf ∈  ise Ir ∈∀  sabiti için );,(,);,( frQfrP ⋅⋅  ve 

);,( frW ⋅  fonksiyonları 
w

H  ya aittir. 

İspat : 

a) );(, frP  için; 0>h  , Ir∈   (3.1.14)  eşitsizliğinden  

)()(
);,(

)(
);,(

0
hw
f

hw
frP

hw
frP

chchch ΔΔΔ
≤

⋅
=

⋅
≤  

olur. Her iki tarafın +→ 0h  iken limiti alınırsa 

)(
lim

)(
);,(

lim
00 hw

f
hw

frP
ch

h

ch

h

ΔΔ
++ →→

≤
⋅

 

dır. 
w

Hf ∈  ise  

0
)(

lim
0

=
+→ hw

f
ch

h

Δ
 

olduğundan 

0
)(

);,(
lim

0
=

⋅
+→ hw

frP
ch

h

Δ
 

elde edilir. Dolayısıyla 
w

HfrP ∈⋅ );,(  olur. 

 
b) );,( frQ ⋅  için; (3.1.15)  eşitsizliğinden 

)()(
);,(

)(
);,(

0
hw
f

hw
frQ

hw
frQ

chchch ΔΔΔ
≤

⋅
=

⋅
≤  

yazılabilir. Her iki tarafın +→ 0h  iken limiti alınırsa 
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)(
lim

)(
);,(

lim
00 hw

f
hw

frQ
ch

h

ch

h

ΔΔ
++ →→

≤
⋅

 

elde edilir. Eğer 
w

Hf ∈  ise 

0
)(

lim
0

=
+→ hw

f
ch

h

Δ
 

olduğundan 

0
)(

);,(
lim

0
=

⋅
+→ hw

frQ
ch

h

Δ
 

olur. Dolayısıyla 
w

HfrQ ∈⋅ );,(  olur. 

 
c) );,( frW ⋅  için; (3.1.16) eşitsizliğinden 

)()(
);,(

)(
);,(

0
hw
f

hw
frW

hw
frW

chchch ΔΔΔ
≤

⋅
=

⋅
≤  

yazılabilir. Her iki tarafın +→ 0h  iken limiti alınırsa 

)(
lim

)(
);,(

lim
00 hw

f
hw

frW
ch

h

ch

h

ΔΔ
++ →→

≤
⋅

 

olur.
w

Hf ∈  için 

0
)(

lim
0

=
+→ hw

f
ch

h

Δ
 

olduğundan 

 0
)(

);,(
lim

0
=

⋅
+→ hw

frW
ch

h

Δ
 

elde edilir. Dolayısıyla 
w

HfrW ∈⋅ );,(  olur. 

 
 Şimdi );,( frxLk  operatörünü 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=−
=−

=
3,)();,(
2,)();,(
1,)();,(

);,(
kxffrxW
kxffrxQ
kxffrxP

frxLk                                                 (3.1.17) 

şeklinde tanımlayalım ve 
ck frL );,(⋅  normunu inceleyelim. 

 
Teorem 3.1.1: Eğer Cf ∈  ise, o taktirde  

a) ),(2);,(1 frWfrL
c
≤⋅                                                                      (3.1.18) 

b) rff
r

rWfrL
cc

2
2 2),ln(2);,( −+≤⋅ ππ                                           (3.1.19) 

c) 2
1

2
1

2
1

2
1

3 2),()1();,( rffrWfrL
cc

−−

++≤⋅ ππ                                   (3.1.20) 

eşitsizlikleri sağlanır. 

 
İspat : 

a) (3.1.17), (3.1.11) ve (3.1.2) tanımları ve 1
2
1

=∫
+∞

∞−

−

dte
r

r
t

 eşitliği  kullanılırsa 

)();,();,(1 xffrxPfrxL −=  

= dte
r

xfdtetxf
r

r
t

r
t

∫∫
+∞

∞−

−+∞

∞−

−

−+
2
1)()(

2
1  

  = ∫
∞

∞−

−

dtexf
r

r
t

t )(
2
1 Δ  

yazılabilir. Bu durumda  

      ∫
∞

∞−

−

∈
= dtexf

r
frxL r

t

t
Rx

c
)(

2
1sup);,(1 Δ  

≤ dtexf
r

r
t

t
Rx

−∞

∞−∈
∫ )(

2
1sup Δ  
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= ∫
∞

∞−

−

dtef
r

r
t

ctΔ2
1  

∫
∞

∞−

−

≤
≤ dtef

r
r
t

ct
tt
Δsup

2
1  

∫
∞

∞−

−

= dteftW
r

r
t

),(
2
1  

dteftW
r

r
t

∫
∞ −

=
0

),(
1  

olur. 

 

0>λ  olmak üzere 
r
t

=λ  seçilip ),()1(),( frWfrW λλ +≤  özelliği 

kullanılırsa  

dte
r
tfrWfrxL r

t

c ∫
∞ −

+=
0

1 )1();();,(  

yazılabilir. Son integralde  u
r
t
=  denirse   rdudt =  olup, 

dueufrWfrxL u
c ∫

∞
−+=

0
1 )1();();,(  

= ( )duueduefrW uu ∫∫
∞

−
∞

− +
00

);(  

= );( frW )( 11+  

);(2 frW=  

olarak elde edilir. Böylece (a) gerçeklendiğini görülür. 

 

b) (3.1.17), (3.1.12), (3.1.3) ifadeleri ve 11
22 =

+∫
∞

∞−

dt
rt

r
π

 eşitliği kullanılırsa  
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)(1)();,( 222 xfdt
rt

txfrfrxL −
+

+= ∫
−

π

ππ
 

     dt
rt

rxfdt
rt

txfr
∫∫
∞

∞−− +
−

+
+= 2222

1)(1)(
ππ

π

π

 

                            

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
+

+
+

+
−

+
+=

∫∫∫

∫
∞

−

−

∞−

−

dt
rt

rdt
rt

rdt
rt

rxf

dt
rt

txfr

π

π

π

π

π

π

πππ

π

222222

22

111)(

1)(

 

yazılabilir. 

dt
rt

r
∫
−

∞− +

π

π 22

1   integralinde  tt −=  alınırsa 

∫∫
∞

− +
−

+
=

π

π

π π
Δ

π
dt

rt
rxfdt

rt
xfr

t 2222

12)(1)(  

olur. );,();,();,(2 frxBfrxAfrxL −=  şeklinde düşünelim ve  

)ln(*

r
rr π

=  biçiminde bir sabit seçelim. Bu durumda 

dtrtxfrfrxA t
Rx

c ∫
−

−

∈
+=

π

π

Δ
π

122 ))((sup);,(  

  dtrtxfr
t

Rx

122 )()(sup −

−∈
+≤ ∫

π

π

Δ
π

 

        dtrtxf
r

t
Rx

122 )()(sup −

− ∈
+= ∫

π

π

Δ
π

 

  dtrtfr
ct

122 )( −

−
∫ +=
π

π

Δ
π

 

  dtrtfr
ct

tt

122 )(sup −

− ≤
+≤ ∫ Δ

π

π

π
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  dtrtftWr 122 ))(,( −

−
∫ +=
π

ππ
 

olur. Burada *r
t

=λ  seçilirse 

            ∫ −++≤
π

π 0

122
*

* ))(1(),(2);(., dtrt
r
tfrWrfrA

c
 

olur. 

       )ln(
2
3

)(0
22∫ ≤

+

π π
r

dt
rt

t   eşitsizliği kullanılırsa 

 
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+++≤ ∫∫ −−
ππ

ππ 0

122

0

122* )(
)ln(

)(),(2);(., dtrt

r
r

tdtrtfrWrfrA
c

 

  
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+≤ )ln(
)ln(2

3
2

),(2 *

r
r

rr
frWr π

π
π

π
 

  )31)(,(
π

+= ∗ frW  

  ),(2 * frW≤   

olur. Yukarıdaki eşitsizlik 

)ln(
2
3)ln(

2
1ln

2
1)ln(

2
1

)( 3

3

2

22

0
0

22
22 rrr

rrtdt
rt

t ππππ
π

=≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=+=

+∫  

şeklinde elde edilir. 

Diğer taraftan ∫∫
∞∞

=≤
+ ππ π

111
222 dt

t
dt

rt
 eşitsizliği kullanılırsa  

∫
∞

∈
+=

ππ
dtrtxfrfrB

Rx
c

)()(2sup);(., 22  
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ππ
12

c
fr

≤  

  
c

fr 22 −= π  

bulunur. Minkowsky eşitsizliğinden  

ccc
frxBfrxAfrxL );,();,();,(2 +≤  

cc
frfrWfrxL 2*

2 2),(2);,( −+≤ π  

elde edilir. 

 

c), (3.1.17), (3.1.13), (3.1.3) ifadeleri ve 11
2

=∫
∞

∞−

−

dte
r

r
t

π
 eşitliği kullanılırsa 

)();,();,(3 xffrxWfrxL −=  

dte
r

xfdtetxf
r

frxL r
t

r
t

∫∫
∞

∞−

−

−

−

−+=
22

1)()(1);,(3 ππ

π

π

 

yazılabilir. 

 
(b) deki işlemler benzer şekilde kullanılırsa  

∫∫
∞ −

−

−

−=
π

π

π π
Δ

π
dte

r
xfdtexf

r
frxL r

t
r
t

t
)(2)(1);,(

2

3  

elde edilir. Dolayısıyla  

∫∫
∞ −

−

−

∈
−=

π

π

π π
Δ

π
dte

r
xfdtexf

r
frxL r

t
r
t

t
Rx

c

)(2)(1sup);,(
2

3  

        ∫∫
∞ −

∈−

−

∈
+≤

π

π

π π
Δ

π
dte

r
xfdtexf

r
r
t

Rx

r
t

t
Rx

)(2sup)(1sup
2

 

        dte
r
xf

dtef
r

r
t

Rx

r
t

t
Rx

∫∫
∞ −

∈

−

− ∈
+≤

π

π

π π
Δ

π

22
)(2

supsup1  
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         dtef
r

dtef
r

r
t

c

r
t

ct ∫∫
∞ −

−

−

+=
π

π

π π
Δ

π

2
2

21  

         dtef
r

dtef
r

r
t

c
r
t

ct
tt

∫∫
∞ −

−

−

≤
+≤

π

π

π π
Δ

π

22

2sup1  

         = dtef
r

dteftW
r

r
t

c
r
t

∫∫
∞ −−

−

+
π

π

π ππ

22

2),(1  

         ∫ ∫
∞ −−

+=
π

πππ 0

22

2),(2 dtef
r

dteftW
r

r
t

c
r
t

 

şeklinde yazılabilir. Burada  

r
t

=λ  seçilirse  

c
frL );(.,3 ∫∫

−−

+≤
ππ

ππ 00

22

),(2),(2 dttefrW
r

dtefrW
r

r
t

r
t

 

dtef
r

r
t

c ∫
∞ −

+
ππ

2

2  

olur. 

11
2

=∫
∞

∞−

−

dte
r

r
t

π
 olduğundan basit bir kıyaslama ile  12

0

2

≤∫
−π

π
dte

r
r
t

 

yazılabilir. 

∫
−π

0

2

dtte r
t

   integralinde    u
r
t

=
− 2

    denirse  

2
)1(

222

22

2

2

0
00

rererduerdtte rru
r

ur
t

≤−=−=−=
−−

−
−

∫∫
ππ

π
π

 

elde edilir. 
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 dte r
t

∫
∞ −

π

2

   integralinde   u
r
t
=    denirse 

 rreerduerdtedte r
k

r

u

k

k

r

u

k
r
t

r
t

<=−==≤
−

−

∞→

−

∞→

∞ −∞ −

∫∫∫
π

π
πππ

limlim
2

  

elde edilir. 

Buna göre, 

        
cc

frfrWfrL 2
1

2
1

2
1

2
1

3 2)1)(,();,(
−−

++≤⋅ ππ  

olarak bulunur. 

 
Sonuç 3.1.2: Eğer wHf ∈ ise, o takdirde  

(a) ≤
c

frL );(.,1 )(2 rwf wH
                                                                (3.1.21) 

(b) [ ] ))ln(())1((22);(., 12
2 r

rwfwfrL wHc

ππ −+≤                               (3.1.22) 

(c) )()
)1(

21(1);(., 2
1

2
1

3 rwf
w

frL wHc ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++≤

−
π                                   (3.1.23) 

eşitsizlikleri sağlanır. 

 
İspat : 

a) (3.1.5),(3.1.9) ve (3.1.18)  ifadeleri kullanılırsa 

),(2);(.1 frWfrL
c
≤  

        ≤ 2
w

frw )(  

        wH
frw )(2≤  

olur. 

 
b) (3.1.5) , (3.1.9) ve (3.1.19)  ifadeleri kullanılırsa 
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rff
r

rWfrL
cc

2
2 2),ln(2);,( −+≤⋅ ππ  

        
))ln((

))ln((
2))ln((2 2

r
rw

r
rw

rff
r

rw ww HH π

π

ππ −+≤  

        
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+=
))ln((

22))ln((
2

r
rw

rf
r

rw wH ππ

π  

yazılabilir. 

Parantez içindeki ifade için 
)1(

2

))ln((

2
2

2 w
r

rw

r
πππ

≤  olduğunu gösterirsek 

ispat tamamlanır. 

( ]1,0∈r  için  )ln(
r

r π  artandır. Artan olduğu için maksimum değerini 1=r de 

alır. Dolayısıyla  

ππ ln)ln(0 ≤<
r

r   yazılabilir. Ayrıca 0>t  için 
)(tw

t   artan olduğundan 

)(ln
ln

))ln((

)ln(

π
π

π

π

w
r

rw

r
r

≤                                                                                       (I) 

dır. Diğer taraftan 
r
ππ ≤  ise  

r
rr ππ lnln ≤   dır. Buna göre  

))ln((

)ln(

)ln(
ln

r
rw

r
r

rw
r

π

π

π
π

≤                                                                                   (II) 

yazılabilir. (I) ve (II) den 
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)(ln
ln

))ln((

)ln(

)ln(
ln

π
π

π

π

π
π

w
r

rw

r
r

rw
r

≤≤                                                                  (III) 

elde edilir. Ayrıca πln1<  ve w artan olduğundan 
)(ln

1
)1(

1
πww

>  dır. 

 
)1(

)ln(

)(ln

)ln(

w
r

w
r

π

π

π

<     ve   (III)     kullanılırsa 

)1(

)ln(

)(ln

)ln(

)(ln
ln

))ln((

)ln(

)ln(
ln

w
r

w
r

w
r

rw

r
r

rw
r

π

π

π

π
π

π

π

π
π

<≤≤≤     olup 

)1(
1

))ln(( w
r

rw

r
≤

π
 

elde edilir. Böylece  

[ ] ))ln(())1((22);(., 12
2 r

rwfwfrL wHc

ππ −+≤  

olur. 

c) (3.1.5) , (3.1.9) ve (3.1.20)  ifadeleri kullanırsa 

2
1

2
1

2
1

2
1

3 2),()1();(., rffrWfrL
cc

−
−

++≤ ππ  

        2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2),(),( rffrWfrW wH

−−

++≤ ππ  

        
)(

)(2)()(
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

rw

rwrffrwfrw www HHH

−−

++≤ ππ  

        
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
++=

−

)
)(

21(1)(
2
1

2
1

2
1

2
1

rw

rfrw wH
π  

olur. 
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        Parantez içindeki ifade 
)1(

2

)(

2

2
1

2
1

w
rw

r
≤  şeklinde yazılabilir. Çünkü ( ]1,0∈r  

içi
)( 2

1

2
1

rw

r  ifadesi artan olduğundan maksimum değerini 1=r  için alır. Böylece 

c
frL );(.,3 ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++≤

−

)
)1(

21(1)( 2
1

2
1

w
rwf wH

π  

olarak elde edilir. 

       Özel olarak wHf ∈ , αttw =)(  10 ≤< α  için 

a) αrffrL wHc
2);(.,1 ≤  

b) απ
π

))ln((
)1(

112);(., 22 r
r

w
ffrL wHc ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+≤  

c) 22
1

3 )
)1(

21(1);(.,
α

π r
w

ffrL wHc ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++≤

−

 

eşitlikleri geçerlidir. 

 
Sonuç 3.1.3: Eğer 

w
Hf ∈  ise, o takdirde  

(a) 0
)(

);(.,
lim 1

0
=

+→ rw
frL

c

r
                                                                          (3.1.24) 

(b) 0
))ln((

);(.,
lim 2

0
=

+→

r
rw

frL
c

r π
                                                                         (3.1.25) 

(c) 0
)(

);(.,
lim

2
1

3

0
=

+→
rw

frL
c

r
                                                                         (3.1.26) 

olur. 

 
İspat: 
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a) (3.1.10) ve (3.1.18) ifadeleri kullanılırsa 

)(
),(2

)(
);,(1

rw
frW

rw
frL

c ≤
⋅

 

)(
),(2lim

)(
);,(

lim0
0

1

0 rw
frW

rw
frL

r

c

r ++ →→
≤

⋅
≤  

yazılabilir. 

w
Hf ∈  olduğundan eşitsizliğin sağ tarafı sıfıra  eşit olur. Sıkıştırma 

teoreminden 

0
)(

);,(
lim 1

0
=

⋅
+→ rw

frL
c

r
 

olarak elde edilir. 

 
          (b) (3.1.10) ve (3.1.19) ifadelerinden 

))ln((

2

))ln((

),ln(2

))ln((

);,( 2
2

r
rw

rf

r
rw

f
r

rW

r
rw

frL
cc

π
π

π

π

π

−

+≤
⋅

 

)ln())ln((

)ln(2

))ln((

),ln(2

))ln((

);,(
2

2

rr
rw

r
rf

r
rw

f
r

rW

r
rw

frL cc

ππ

ππ

π

π

π

−

+≤
⋅

 

yazılabilir. 

 
))ln((

)ln(

r
rw

r
r

π

π

 ifadesi artan olduğundan ( ]1,0∈r  için maksimum değerini 

1=r de alır. Bu durumda 
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)ln()(ln

ln2

))ln((

),ln(2

))ln((

);,( 2
2

r
w

f

r
rw

f
r

rW

r
rw

frL
cc

ππ

ππ
π

π

π

−

+≤
⋅

 
)ln(

1lim
)(ln
ln2

))ln((

),ln(2
lim

))ln((

);,(
lim0

0

2

0

2

0

r
w

f

r
rw

f
r

rW

r
rw

frL
r

c

r

c

r ππ
ππ

π

π

π +++ →

−

→→
+≤

⋅
≤  

yazılabilir. Bu eşitsizliğin sağ tarafı sıfıra eşit olacağından sıkıştırma teoremi 

gereğince  

0
))ln((

);,(
lim 2

0
=

⋅
+→

r
rw

frL
c

r π
 

olur. 

(c) (3.1.10) ve (3.1.20) ifadelerinden benzer şekilde  

 0
)(

);,(
lim

2
1

3

0
=

⋅
+→

rw

frL
c

r
 

eşitliği elde edilebilir. 

Teorem 3.1.2: Ωμ∈,w  ve (3.1.7)  ifadesi ile tanımlanan q  azalmayan bir 

fonksiyon  olsun. Bu taktirde wHf ∈  ise 

(a) [ ] )()1(62);(.,1 rqffrL ww HH
μμ +≤                                                          (3.1.27) 

(b) [ ] ( ){ } ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+++≤

−− )ln()1(4))1((1)((ln26);(., 1212
2 r

rqfwwfrL wHH

ππππμμ  

                                                                                                                            (3.1.28) 

(c) ( ) )()1(2
)1(

21)1(4);(., 2
1

12
1

3 rqf
w

frL wHH ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++≤ −−

μπμμ               (3.1.29) 

eşitsizlikleri sağlanır. 

İspat: İspat için (3.1.1)-(3.1.5) ifadelerini kullanalım. μHH w ⊆  olduğundan dolayı  
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μμ );(.,);(.,);(., frLfrLfrL kckHk +=   

olduğunu biliyoruz. Kabul edelim ki   

);();();(., frTfrSfrL kkk +≤
μ

                                              (3.1.30) 

şeklinde tanımlansın. Burada 

)(
);(.,

sup);( 1

0
1 h

frL
frS ch

rh μ
Δ

≤<
=        ve      

)(
);(.,

sup);( 1
1 h

frL
frT ch

rh μ
Δ

>
=  

dır. Buna göre  

 
(a) (3.1.21) eşitsizliğinden 

)(2);(.,1 rwffrL wHc
≤  

yazılabilir. 

10 ≤< r  ve  μ  artan olduğundan 

)1()()(
)(
)1(1 μ

μ
μ rqrw

r
≤⇔≤  

olur. Dolayısıyla  

)1()(2);(.,1 μrqffrL wHc
≤                                                                (3.1.31) 

yazılabilir. Diğer taraftan  

cch ff 2≤Δ                                                                                 (3.1.32) 

eşitsizliği kullanılırsa 

)(
);(.,2

sup);( 1
1 h

frL
frT c

rh μ>
≤  

  
)(

);(.,2 1

r
frL

c

μ
≤                                                                         (3.1.33) 

olur. Burada (3.1.9) ve (3.1.18) eşitsizlikleri kullanılırsa  



 49

  );(1 frT )(4 rqf wH
≤                                                                            (3.1.34) 

elde edilir. Daha sonra  (3.1.2), (3.1.14) ve 
cch ff 2≤Δ  eşitsizliği kullanılırsa  

chchhch fffrxPfrxL ΔΔΔΔ 2);,();,(1 ≤−=                                 (3.1.35) 

bulunur. (3.1.34) den ise  

)()(
)();(.,

sup);( 1

0
1 hwh

hwfrL
frS ch

rh μ
Δ

≤<
=  

  
)(

)(2
sup
0 hw

fhq
ch

rh

Δ
≤<

≤  

  )(2 rqf
w

≤                                                                               (3.1.36) 

olur. Son olarak  

(3.1.30) , (3.1.31) , (3.1.34) ve (3.1.36) eşitsizlikleri  kullanılırsa  

 [ ] )()1(26);(.,1 rqffrL ww HH
μ+≤  

elde edilir. 

 
(b) (3.1.22) eşitsizliğinden 

[ ] ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+≤ −− )ln())1((22);(., 12

2 r
rwfwfrL wHc

ππ  

yazılabilir. ( ]1,0∈r  için ππ lnln ≤
r

r  dir. μ artan olduğundan 

)(ln))ln(())ln((
))ln((

)(ln1 πμππ
πμ

πμ
r

rq
r

rw

r
r

≤⇔≤  

olur. Bu durumda 

( )[ ] )(ln)ln()1(22);(., 12
2 πμππ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+≤

−

r
rqfwfrL wHc

                        (3.1.37) 

yazılabilir. Diğer taraftan 
cch ff 2≤Δ  eşitsizliği kullanılarak 
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)(
);(.,2

sup);( 2

ln
2 h

frL
frT c

r
rh μπ

>

≤  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

≤
)ln(

);(.,2 2

r
r

frL
c

πμ
                                                                          (3.1.38) 

elde edilir. Burada da  (3.1.9) ve (3.1.20) eşitsizlikleri kullanılırsa  

( )[ ] ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+≤

− )ln()1(222);( 12
2 r

rqfwfrT wH

ππ                                        (3.1.39) 

bulunur. Şimdi (3.1.35) olduğu gibi   

chch ffrxL ΔΔ 2);,(2 ≤  eşitsizliğini elde edip (3.1.32) eşitsizliği 

kullanılırsa 

        
)()(

)();(.,
sup);( 2

ln0
2 hwh

hwfrL
frS ch

r
rh μ

Δ
π

≤<

=  

           
)(

)(2
sup

ln0 hw
fhq

ch

r
rh

Δ
π

≤<

≤  

           
w

f
r

rq )ln(2 π
≤                                                      (3.1.40) 

elde edilir. Son olarak (3.1.30) , (3.1.37) , (3.1.39) ve (3.1.40) eşitsizlikleri 

kullanıldığında  

[ ] ( ){ } ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+++≤

−− )ln()1(4))1((1)((ln26);(., 1212
2 r

rqfwwfrL ww HH

ππππμ  

bulunur. 

 
(c) (3.1.23) eşitsizliğinden 

)()
)1(

21(1);(., 2
1

2
1

3 rwf
w

frL wHc ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++≤

−
π  
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yazılabilir. ( ]1,0∈r  için 12
1

≤r ve μ artan olduğundan 

)1()()(
)(

)1(1 2
1

2
1

2
1 μ

μ

μ rqrw
r

≤⇔≤  

olup, buradan 

)1()()
)1(

21(1);(., 2
1

2
1

3 μπ rqf
w

frL wHc ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++≤

−
                                (3.1.41) 

yazılır. Diğer taraftan (3.1.31) eşitsizliği kullanılırsa 

)(
);(.,2

sup);( 2
3

2
1 h

frL
frT c

rh
μ

>

≤  

  
)(

);(.,2

2
1

3

r

frL
c

μ
≤                                                                            (3.1.42) 

elde edilir. Burada da (3.1.9) ve (3.1.20) eşitsizlikleri kullanılırsa  

),(3 frT )()
)1(

21(12 2
1

2
1

rqf
w wH⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++≤

−

π                                             (3.1.43) 

bulunur. (3.1.35) de olduğu gibi  

chch ffrxL ΔΔ 2);,(3 ≤  eşitsizliğini  elde edip (3.1.31) eşitsizliği 

kullanılırsa 

)()(
)();(.,

sup);( 3

0

3

2
1 hwh

hwfrL
frS ch

rh
μ

Δ

≤<

=  

  
)(

)(2
sup

2
1

0
hw

fhq
ch

rh

Δ

≤<

≤  

  
w

frq )(2 2
1

≤                                                                             (3.1.44) 
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olarak bulunur. Son olarak  (3.1.30) , (3.1.41) , (3.1.43) ve (3.1.44) eşitsizlikleri 

kullanılarak, 

( ) )()1(2
)1(

21)1(4);(., 2
1

12
1

3 rqf
w

frL ww HH ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++≤ −−

μπμ  

elde edilir. Böylece teorem ispatlanmış olur. 

Teorem 3.1.3: Ωμ∈,w  ve q  azalmayan fonksiyon olsun. Eğer 
w

Hf ∈  ise, o 

takdirde  

(a) 0
)(
);(.,

lim 1

0
=

+→ rq
frL

H

r

μ

 

(b) 0
))ln((

);(.,
lim 2

0
=

+→

r
rq

frL
H

r π
μ

 

(c) 0
)(

);(.,
lim

2
1

3

0
=

+→
rq

frL
H

r

μ

 

olur. 

 
İspat:  

a) (3.1.5) , (3.1.6) , (3.1.7) , (3.1.10) ve (3.1.18) eşitsizlikleri kullanılarak  

μ
μ );(.,);(.,);(., 111 frLfrLfrL

cH
+=  

       )()( iii +=  

yazılabilir. Şimdi )(i ve )(ii yi ayrı ayrı inceleyelim. 

)(i  
)(

),(2
)(

);(.,1

rq
frW

rq
frL

c ≤  olduğundan 

)(
),(2lim

)(
);(.,

lim0
0

1

0 rq
frW

rq
frL

r

c

r ++ →→
≤≤   

yazılabilir. 
w

Hf ∈  olduğundan eşitsizliğin sağ tarafı sıfıra eşittir. Dolayısıyla 
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0
)(

);(.,
lim 1

0
=

+→ rq
frL

c

r
 

olur. 

)(ii  (3.1.30), (3.1.33), ve (3.1.35) ifadeleri 

)(
);(.,

sup
)(

);(.,
sup);(., 11

0
1 h

frL
h

frL
frL ch

rh

ch

rh μ
Δ

μ
Δ

μ
><<

+≤  

        
)(

);(.,2
)()(

)();(.,
sup 11

0 r
frL

hwh
hwfrL

cch

rh μμ
Δ

+≤
<<

 

        
)(

);(.,2
)(

);(.,)(
sup 11

0 r
frL

h
frLrq

cch

rh μμ
Δ

+≤
<<

 

eşitsizliğini verir. Bu durumda  

)()(
);(.,2

)()(
);(.,)(

sup
)(

);(., 11

0

1

rrq
frL

hrq
frLrq

rq

frL
cch

rh μμ
Δμ +≤

<<
 

)(
);(.,2

)(
2

sup
)(

);(., 1

0

1

rw
frL

hw
f

rq

frL
cch

rh
+≤

<<

Δμ  

)(
);(.,2

lim
)(

2
suplim

)(

);(.,
lim 1

000

1

0 rw
frL

hw
f

rq

frL
c

r

ch

rhrr +++ →<<→→
+≤

Δμ  

yazılabilir. Bu eşitsizliğin sağ tarafı 
w

Hf ∈  ve Sonuç 3.1.3 den dolayı sıfıra eşit 

olacağından sıkıştırma teoremi gereğince 

0
)(

);(.,
lim

1

0
=

+→ rq

frL
r

μ  elde edilir. 

Şimdi (i) ve (ii) yi birleştirirsek 

)(

);(.,
lim

)(
);(.,

lim
)(
);(.,

lim
1

0

1

0

1

0 rq

frL

rq
frL

rq
frL

r

c

r

H

r

μμ

+++ →→→
+=  

0
)(
);(.,

lim 1

0
=

+→ rq
frL

H

r

μ

 olur. 



 54

b) (3.1.5) , (3.1.6) , (3.1.7) , (3.1.10) ve (3.1.19) ifadeleri  kullanılırsa 

μ
μ );(.,);(.,);(., 222 frLfrLfrL

cH
+=  

            )()( iii +=  

şeklinde yazılabilir. Şimdi (i) ve (ii) yi ayrı ayrı inceleyelim. 

(i) 
)ln()ln(

)ln()ln(2

)ln(

)ln(),ln(2

)ln(

);(.,
2

2

rr
rw

r
r

r
rf

r
rw

r
rf

r
rW

r
rq

frL c
c

ππ

ππμπ

π

πμπ

π
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

≤
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−

 

eşitsizliği yazılabilir 

)(tw
t  ve 0)( >ttμ  fonksiyonları artan olduklarından +→ 0r  için limite geçilirse 

( )
( ) )ln(

1lim
ln

lnln2
)ln(

)ln(

),ln(2
lim

))ln((

);(.,
lim

0

2

0

2

0

r
w
f

r
r

r
rw

f
r

rW

r
rq

frL
r

c

rr ππ
ππμππμ

π

π

π +++ →

−

→→
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

≤

bulunur.
w

Hf ∈  olduğundan eşitsizliğin sağ tarafı sıfıra eşittir. Dolayısıyla 

0
))ln((

);(.,
lim 2

0
=

+→

r
rq

frL
c

r π
 

olarak elde edilir. 

)(ii  (3.1.30) ve (3.1.38) ifadelerini göz önüne alırsak, 

)(
);(.,

sup
)(

);(.,
sup);(., 2

)ln(

2

)ln(0
2 h

frL
h

frL
frL ch

r
rh

ch

r
rh μ

Δ
μ

Δ
ππμ

><<

+≤  

        
))ln((

);(.,2
)()(

)();(.,
sup 22

)ln(0

r
r

frL
hwh

hwfrL
cch

r
rh

πμμ
Δ

π
+≤

<<

 

        
))ln(())ln((

);(.,2

)())ln((

);(.,))ln((
sup 22

)ln(0

r
rq

r
r

frL

hw
r

rq

frL
r

rq
cch

r
rh

ππμπ

Δπ

π
+≤

<<
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bulunur. Buradan 

))ln((

);(.,2
)(

2
sup

))ln((

);(., 2

)ln(0

2

r
rw

frL
hw
f

r
rq

frL
cch

r
rh

π
Δ

π π

μ +≤
<<

 

))ln((

);(.,2
lim

)(
2

suplim
))ln((

);(.,
lim 2

0
)ln(0

0

2

0

r
rw

frL
hw
f

r
rq

frL
c

r

ch

r
rh

rr π
Δ

π π

μ
+++ →

<<
→→

+≤  

yazılabilir. Bu eşitsizliğin sağ tarafı 
w

Hf ∈  ve Sonuç 3.1.3 den dolayı sıfıra eşit 

olacağından sıkıştırma teoremi gereğince 

0
))ln((

);(.,
lim

2

0
=

+→

r
rq

frL
r π

μ  olur. 

Bu durumda )()( iivei yi birleştirirsek 

))ln((

);(.,
lim

))ln((

);(.,
lim

))ln((

);(.,
lim

2

0

2

0

2

0

r
rq

frL

r
rq

frL

r
rq

frL
r

c

r

H

r πππ
μμ

+++ →→→
+=  

0
))ln((

);(.,
lim 1

0
=

+→

r
rq

frL
H

r π
μ

  

olarak elde edilir. 

 
c) (3.1.5), (3.1.6), (3.1.7), (3.1.10) ve (3.1.20) ifadeleri kullanılırsa  

μ
μ );(.,);(.,);(., 333 frLfrLfrL

cH
+=  

     )()( iii +=   

yazılabilir.Bu eşitlik ayrı ayrı incelendiğinde  )i  için a) ve b) dekine benzer şekilde 

0
)(

);,(
lim

2
1

3

0
=

⋅
+→

rq

frL
c

r
 

olarak  elde edilebilir. 
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)(ii  içinse (3.1.30) ve (3.1.42) den 

)(
);(.,

sup
)(

);(.,
sup);(., 33

0

3

2
1

2
1 h

frL
h

frL
frL ch

rh

ch

rh
μ

Δ
μ

Δ
μ

><<

+≤  

)(
);(.,

sup
)(

);(.,
sup);(., 33

0

3

2
1

2
1 h

frL
h

frL
frL ch
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μ

Δ
μ

Δ
μ

><<
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)(

);(.,2
)()(

)();(.,
sup

2
1

33

0 2
1

r

frL
hwh

hwfrL
cch

rh μ
μ

Δ
+≤

<<

 

        
)()(

)();(.,2

)()(

);(.,)(
sup

2
1

2
1

2
1

3

2
1

3

0 2
1

rwr

rfrL

hwrq

frLrq
cch

rh μ

μΔ
+≤

<<

 

bulunur.Buradan 
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);(.,2
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2
sup

)(

);(.,

2
1

3
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1

3

2
1

rw

frL
hw
f

rq

frL
cch

rh

+≤
<<

Δμ  
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);(.,2
lim

)(
2

suplim
)(

);(.,
lim

2
1

3

0
0

0
2
1

3

0
2
1

rw

frL
hw
f

rq

frL
c

r

ch

rh
rr +++ →

<<
→→

+≤
Δμ  

yazılabilir. Bu eşitsizliğin sağ tarafı 
w

Hf ∈  ve Sonuç 3.1.3 den dolayı sıfıra eşit 

olacağından sıkıştırma teoremi gereğince 

0
)(

);(.,
lim

2
1

3

0
=

+→
rq

frL
r

μ   

olarak elde edilir. Şimdi  i) ve ii) yi birleştirirsek 
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);(.,
lim

)(

);(.,
lim
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);(.,
lim

2
1

3

0
2
1

3

0
2
1

3

0
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frL
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frL
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frL
r

c

r

H

r
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+++ →→→
+=  

0
)(

);(.,
lim

2
1

3

0
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+→
rq

frL
H

r

μ
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olur. 

 
Sonuç 3.1.4: 10,)(,)( ≤≤<== αβμ βα ttttw  0≥t olmak üzere  eğer Hf ∈ ise, 

o taktirde  

(a) βα
μ

−≤ rffrL wHH
8);(.,1  

(b) βαβ ππ
π

μ
−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++≤ ))ln(())(ln22(

2
13);(., 22 r

rffrL wHH
 

(c) 22
1

3 )95();(.,
βα

πμ

−
−

+≤ rffrL wHH
 

eşitsizlikleri geçerlidir. 

 
Sonuç 3.1.5: 10,)(,)( ≤≤<== αβμ βα ttttw    0≥t  olmak üzere, 

w
Hf ∈ ise o 

taktirde  

(a) 0
);(.,

lim 1

0
=−→ + βα

μ

r
frL

H

r
 

(b) 0
)ln(

);(.,
lim 2

0
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−→ + βαπ

μ

r
r

frL
H

r
 

(c) 0
);(.,

lim
2

3

0
=−→ + βα

μ

r

frL
H

r
 

eşitlikleri geçerlidir. 
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3.2. Bir Fonksiyona Genelleştirilmiş Gauss Weierstrass Singüler İntegrali İle 

Yaklaşım Hızı 

 
       ),(),( 1 ∞−∞Lxf  uzayına ait integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Aşağıdaki 

gibi tanımlanan )(xf ’in genelleştirilmiş Gauss Weierstrass tek katlı integralinin 

yaklaşım hızını belirleyelim. 

0>s  için 

0,)(
)1(2

);,( 1 →+= +
∞

∞−

−

∫ ξ
ξΓ

ξ ξ dtetxf

s

ssxL

st

s

                                (3.2.1) 

)(2)()()( xftxftxftx −−++=φ                                                           (3.2.2) 

ve 

∫=
t

x dvvt
0

)()( φΦ                                                                                        (3.2.3) 

olsun. 

Tanım 3.2.1: İntegrallenebilir bir f  fonksiyonunun, )(tk  pozitif artan ve 
t
tk )(  

azalan olmak üzere )(tk  sınıfına ait olabilmesi için aşağıdaki şartları sağlaması 

gerekir. 

(a) )()()( ykxkxyk =  

(b) ( ))()()( tkxftxf Ο=−+  

     Eğer, 

(i) 10)( <<= ααttk  ise sınıfımız αlip ’ya indirgenir. 

(ii) pttk
1

)(
−

=
α

 ve )1()( >∈ pLxf p  ise sınıfımız ),( plip α ’ya indirgenir. 
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(iii) ψψ ,)()(
1
ptttk

−

=  pozitif artan fonksiyon ve pLxf ∈)(  ise sınıfımız 

( )pt),(ψ  sınıfına indirgenir. 

Buradaki amacımız, daha genel sınıftan olan )(tk ’yi dikkate alarak )(xf ’in 

genelleştirilmiş Gauss Weierstrass tek katlı integrallerinin yaklaşım hızını 

belirlemektir. Şimdi aşağıdaki teoremleri ispatlayalım. 

 
Teorem 3.2.1 : ),()( 1 ∞−∞∈ Lxf  olsun. 0→u  için 

[ ] ( ))()(2)()( 2

0

ukudtxftxftxf
u

Ο=−−++∫  

ve )(tk   

)(e
)(k

)t(kt

s

s

t

ss

1
1
0

1
0

2

1
0 ο

ξξ

ξ =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

     ve    ))(())(( 2 ttktkt
dt
d Ο=                      (3.2.4) 

özelliklerini sağlasın. O taktirde ),0( ∞  aralığı ),0( 0t  ve ),( 0 ∞t  olarak ayrılırsa 

))(()();;(
11
ss kxfsxL ξξΟξ =−  , +→ 0ξ  

olur. 

 

İspat 1
)1(2

1 =∫
∞

∞−

−

dte

s

s
st

s

ξ

ξΓ
 dir. Gerçekten bu integralde  

ut s

=
ξ

 ⇒  sut
1

)(ξ= ⇒  duu
s

dt ss
111 1 −

= ξ  değişken değiştirmesi yapılırsa 

1
)1(

1 11

0

=
−∞

−∫ duue

s

su

Γ
  elde edilir. 

       Şimdi )();;( xfsxL −ξ  farkını hesaplayalım. 
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dte

s

sxfdtetxf

s

sxfsxL

ss t

s

t

s
∫∫
∞

∞−

−∞

∞−

−

−+=− ξξ

ξΓξΓ
ξ 11

)1(2
)()(

)1(2
)();;(  

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−+++= ∫∫∫

∞ −∞ −

∞−

−

dtexfdtetxfdtetxf

s

s
sss ttt

s 00

0

1 )(2)()(
)1(2

ξξξ

ξΓ

 

yazabiliriz. Bu eşitlikteki dtetxf
st

∫
∞−

−

+
0

)( ξ  integralinde tt −=  değişken değiştirmesi 

ve (3.2.2) den gerekli düzenlemeler yapılırsa  

)();;( xfsxL −ξ dtet

s

s
st

x
s

ξφ
ξΓ

−∞

∫=
0

1 )(
)1(2

                                               (3.2.5) 

bulunur. Daha sonra her iki taraf )(
11
ss k ξξ  ile bölündüğünde  

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
+=

− −∞−

∫∫ dtetdtet
k

s

s

k

xfsxL
ss t

t
x

tt

x
ssss

ξξ φφ
ξξΓξξ

ξ

0

0

)()(
)()1(2)(

)();,(

0
1211  

ve  (3.2.3) ifadesinden gelen dtttd x )())(( φΦ = eşitliğinden dolayı ise 

⎥
⎥

⎦

⎤
−−+

⎢
⎢

⎣

⎡
++=

∫∫

∫∫

∞ −−∞

−∞−

00

0

0

)(2)(

)())((
)()1(2 0

12

t

tt

t

t

t

t t

ss

dtexfdtetxf

dtetxftde
k

s

s

ss

ss

ξξ

ξξ Φ
ξξΓ

 

)(

)();,(
11
ss k

xfsxL

ξξ

ξ −
4321 IIII +++=  

şeklinde yazılabilir. 

        Şimdi 1I  inceleyelim. 
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))((
)()1(2

0

0
121 tde

k
s

sI
t t

ss

s

Φ
ξξΓ

ξ∫
−

=  

integralinde 

ue
st

=
−
ξ  dued

st

=
−

)( ξ  

dvtd =))((Φ  vt =)(Φ  

dönüşümleri yapılırsa 

         
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−= ∫

−− 0 00

0
0121 )()()(

)()1(2

t tt

ss

ss

edtte
k

s

sI ξξ ΦΦ
ξξΓ

 

1
''

1
' II +=  

bulunur. (3.2.4) ifadesinden  

)1(
)(

)(

)(

)(

)1(2 0
2

0

0
1
0

2

1
0'

1

1
0

ο
Φ

ξξΓ

ξ =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

tkt
t

e
k

tkt

s

sI

s

s

t

ss

 olduğu görülür. 

Daha sonra ( ))()( 2 tktt ΟΦ =  olduğundan dolayı 

∫
−

−≤
0

0

2
12

''
1 )()(

)()1(2

t t

ss

s

edtkt
k

s

sI ξ

ξξΓ
 

integralinde kısmi integrasyon kuralı uygulanırsa  

utkt =)(2  dutktd =))(( 2  

dved

st

=
−

)( ξ  ve

st

=
−

ξ    olup  

   ''
1I ∫

−⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−≤

01
0

0

2
1
0

2

1
0 ))((

)(

)(

)1(2

t t
t

ss

tktdee
k

tkt

s

s
s

s

s ξξ

ξξΓ
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olur. (3.2.4) den 

   ''
1I )(

)(

)(

)1(2
)1( 1

0
11

0

s

t

ss

t

td
k

ttke

s

s

s

ξξξΓ
ο

ξ

∫
−

+≤  

şeklinde yazılabilir. Eğer yukarıdaki  integralin yakınsak olduğu gösterilirse sınırlı 

olduğu gösterilmiş olur. Şimdi bu integralin yakınsak olduğunu gösterelim. 

 )(
)(

)(

)1(2
1

0
11

0

s

t

ss

t

td
k

ttke

s

sA

s

ξξξΓ

ξ

∫
−

=   integralinde  

σ
ξ

=
s

t
1  denirse  σξ ddt s

1

=  

σσσ σ
ξ

dekA
s

s

t

−∫=

1
0

0

)(       +→ 0ξ  

olur. +→ 0ξ  için  

∫ ∫∫
∞

−−
∞

− +=
1

0 10

)()()( σσσσσσσσσ σσσ dekdekdek
sss

 

yazabiliriz. )(σk  pozitif artan,  
σ
σ)(k  azalan olduğundan  

 ∫
∞

−

1

)( σσσ σ dek
s

 

 integrali σ  ile çarpıp bölünürse 

∫
∞

−

0

)( σσσ σ dek
s

σσσσ σσ dekdek
ss −

∞
− ∫∫ +=

1

2
1

0

)1()1(  

şeklinde yazılabilir. 
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Toplamdaki birinci integral Reimann anlamında integrallenebilirdir. 

Dolayısıyla yakınsaktır. İkinci integralde karşılaştırma testinin limit formu 

kullanılırsa 

0lim
4

=
∞→ σσ

σ
e

, 12 >=p  

olduğundan yakınsak olduğu görülür. O taktirde 

∫
∞

−

0

)( σσσ σ dek
s

 

integrali de yakınsaktır. Dolayısıyla sınırlı olduğundan 

 ∫
∞

− =
0

)1()( Οσσσ σ dek
s

                                                                               (3.2.6) 

şeklinde yazılabilir. O taktirde ''I  de 

)1()1(1
'' Οο +=I   

)1(1
'' Ο=I  

şeklinde yazılabilir. 

''
11

'
1 III +=  olduğundan  

     )1()1( Οο +=  

     )1(Ο=    ,   +→ 0ξ  

olur. Şimdi 2I  yi inceleyelim. 

dtetxf
k

s

sI
o

s

t

t

ss
∫
∞ −

+= ξ

ξξΓ
)(

)()1(2
122  

Her iki tarafın mutlak değeri alınırsa 
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∫
∞−

+≤
0

0

)(
)()1(2

122
t

t

ss

dttxfe
k

s

sI

s

ξ

ξξΓ
 

2I )1(
)()(

)(

)1(2

1
0

0
2

0

1
0

2

1
0 ο

ξξΓ

ξ =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
≤

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

s

s

t

ss

e
tktk

tkt

s

sM  , +→ 0ξ   

elde edilir. )1(3 ο=I  ispatı da  2I  daki gibi gösterilebilir. 

Son olarak 4I  inceleyelim. 

dtexf
k

s

sI
o

s

t

t

ss
∫
∞ −

= ξ

ξξΓ
)(

)()1(
124   

ise  

dtexf
k

s

sI
o

s

t

t

ss
∫
∞ −

≤ ξ

ξξΓ
)(

)()1(
124  

dt
k

ettkxf
tkt

s

s

o

s

t ss

t

∫
∞

−

≤
)(

)()(
)()1(

12

00 ξξΓ

ξ

 

yazılabilir. Daha sonra bu integralde  

s
s

vt
=

ξ
 ⇒ . dvdt s

1

ξ=   

değişken değiştirmesi yapılırsa 

      ∫
∞

−=

s

s

t

v dvevvkxf
tkt

s

s

1
0

)()(
)()1( 00

ξ

Γ
 

elde edilir. +→ 0ξ   için  
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∞<∫
∞

−

0

)( dvevvk
sv    olduğu (3.2.6) da  gösterilmişti. Dolayısıyla  

     =4I ∫
∞

−

s

s

t

v dvevvkxf
tkt

s

s

1
0

)()(
)()1( 00

ξ

Γ
)1(ο=       . +→ 0ξ    

elde edilir. 4321 ,, IveIII  ü  birleştirirsek  

)1()1()1()1(4321 οοοΟ +++=+++ IIII   

)1(Ο=  , +→ 0ξ  

elde edilir. Böylece  

 ))(()();;(
11
ss kxfsxL ξξΟξ =−  , +→ 0ξ  

gerçekleşir. 

 
Teorem 3.2.2: ),()( 1 ∞−∞∈ Lxf  olsun. +→ 0u  için 

))(()( 2

0

ukudtt
u

Ολ =∫   ve  dxxftxftxft ∫
∞

∞−

−−++= )(2)()()(λ  

ise )(tk ’nin (3.2.4) şartlarını sağlaması durumunda 

))(()();;(
11
ss kdxxfsxL ξξΟξ =−∫

∞

∞−

 , +→ 0ξ  

olur. 

 
İspat (3.2.5) ifadesinden dolayı 

dtet

s

sxfsxL

st

x
s

ξφ
ξΓ

ξ
−∞

∫≤−
0

1 )(
)1(2

)();;(  

yazılabilir. Daha sonra her iki taraf )(
11
ss k ξξ  ile bölünürse 
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)(

1
11
ss k ξξ

dxdtet
k

s

sdxxfsxL
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x
ss

∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−∞

≤− ξφ
ξξΓ

ξ
0

12 )(
)()1(2

)();;(  

  dtdxet
k

s

s
st

x
ss
∫ ∫
∞

∞−

−∞

= ξφ
ξξΓ 0

12 )(
)()1(2

 

∫ ∫
∞ −∞

∞−

−

=
0

12 )(
)()1(2

dxetdte
k

s

s
ss t

x

t

ss

ξξ φ
ξξΓ

 

∫
∞ −

=
0

12 )(
)()1(2

dtte
k

s

s
st

ss

λ
ξξΓ

ξ  

elde edilir. Teorem 3.2.1 ispatındaki gibi   

)()(
0

tdss
t

Φλ =∫  denirse ))(()( 2 tktt ΟΦ =  olur. O taktirde 

∫
∞ −

0
12 )(
)()1(2

dtte
k

s

s
st

ss

λ
ξξΓ

ξ

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
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−∞−

∫∫ dtettde
k

s

s
ss t

t

t t
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ξξ λΦ
ξξΓ 0

0

)())((
)()1(2 0

12     

         21 II +=  

şeklinde yazılabilir. 

 1I  için 

))((
)()1(2

0

0
121 tde

k
s

sI
t t

ss

s

Φ
ξξΓ

ξ∫
−

=  

olup, 

)1(1 Ο=I    ,   +→ 0ξ  

olduğu önceki teoremden görülebilir. 2I  ise 
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dtet
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ξξΓ

−∞

∫=
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)()1(2
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dt
k
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s
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t
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s
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ξ
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∞
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σ
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=
s

t
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1
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)1()(
)()1(2

1
0
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s
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s

s

t

=≤ ∫
∞

− σσσ
Γ

ξ

σ        +→ 0ξ  

olur. 21 IveI  yi birleştirirsek 

 )1()1(
21 οΟ +=+ II  

  )1(Ο=    +→ 0ξ  

elde edilir. Böylece 

 ))(()();;(
1

ξξΟξ kdxxfsxL s=−∫
∞

∞−

 , +→ 0ξ  

 eşitliği gerçeklenmiş  olur. 

 
Teorem 3.2.3 : ),()( 1 ∞−∞∈ Lxf    0→u  için 

[ ] ( ))()(2)()(
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özelliklerini sağlasın. O taktirde ),0( ∞  aralığını ),0( 0t  ve ),( 0 ∞t  olarak 

ayırdığımızda 

))(()();;(
1
skxfsxL ξΟξ =−     ,    +→ 0ξ  

olur. 

 
İspat : (3.2.5) ifadesinden  aşağıdaki eşitliği yazabiliriz. 

 dtet

s

sxfsxL
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x
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          Her iki taraf )(
1
sk ξ  ile bölünürse 
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şeklinde yazılabilir. 1I  için 
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dvtd =))((Φ   vt =)(Φ  

dönüşümleri yapılırsa 
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görülür. Daha sonra ( ))()( ttkt ΟΦ =  olduğu için 

∫
−

−≤
0

0
11

''
1 )()(

)()1(2

t t

ss

s

edttk
k

s

sI ξ

ξξΓ
 

integralinde 

uttk =)(  duttkd =))((  

dved
st

=
−

)( ξ  ve

st

=
−

ξ  

dönüşümleri yapılırsa  

∫
−⎟⎟

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−≤

01
0

0
1
0

1
0''

1 ))((
)(

)(

)1(2

t t
t

ss

ttkdee
k

tkt

s

sI

s

s

s ξξ

ξξΓ
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ξξΓ
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bulunur. Eğer yukarıdaki  integralin yakınsak olduğu gösterilirse sınırlı olduğu 

gösterilmiş olur. Şimdi bu integralin yakınsak olduğunu gösterelim. 

)(
)(
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)1(2
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0
11 td
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tke
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sB
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t s

∫
−

=
ξξΓ

ξ

 integralinde  σ
ξ
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t
1   değişken değiştirmesi 

yapılırsa, 

σσ σ
ξ
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−∫=
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elde edilir. +→ 0ξ   için  
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0 10

)()()( σσσσσσ σσσ dekdekdek
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şeklinde yazabiliriz. )(σk  pozitif artan, 
σ
σ)(k  azalan olduğundan eşitliğin sağındaki 

∫
∞

−

1

)( σσ σ dek
s

  

integrali σ ile çarpılıp bölünürse 

∫
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−

0

)( σσ σ dek
s

σσσ σσ dekdek
ss −

∞
− ∫∫ +=

1

1
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)1()1(  

şeklinde yazılabilir. 

Birinci integral Reimann anlamında integrallenebilirdir. Dolayısıyla 

yakınsaktır. İkinci integralde karşılaştırma testinin limit formu kullanılırsa 

0lim
3

=
∞→ σσ

σ
e

, 12 >=p  

olduğundan yakınsak olduğu görülür. O taktirde   

∫
∞

−
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)( σσ σ dek
s

 



 71

integrali de yakınsaktır. Dolayısıyla sınırlıdır. Buna göre 

)1()1(1
'' Οο +=I   
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'' Ο=I .  

olur. 21 IveI   yi birleştirirsek 
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olur. )1(3 ο=I  olduğuda 2I  daki gibi gösterilebilir. Şimdi 4I ’ü inceleyelim. 
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(3.2.6)  ifadesinden 
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)1()()(
)()1(

1
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ο
Γ

ξ

== ∫
∞

−

s

s

t

v dvevkxf
tkt

s

s   

olduğu görülür. Sonuç olarak  

)1()1()1()1(4321 οοοΟ +++=+++ IIII   

)1(Ο=   +→ 0ξ  

elde edilir. Böylece  

 ))(()();;(
1
skxfsxL ξΟξ =−   +→ 0ξ  

gerçeklenir. 

Teorem 3.2.4 : 0),,()( 1 →∞−∞∈ uLxf  için ))(()(
0

uukdtt
u

Ολ =∫  ve 

dxxftxftxft ∫
∞

∞−

−−++= )(2)()()(λ  ise )(tk ’nin (3.2.4) şartlarını  sağlaması 

durumunda ))(()();;( ξΟξ kdxxfsxL =−∫
∞

∞−

   +→ 0ξ  dır. 

İspat : )(txφ  üzerine )(( ttkΟ  koşulunu uygulayarak teorem (3.2.2) deki ispat 

gösterilebilir. 

Sonuç: )(tk  ye farklı değerler verilerek aşağıdaki  sonuçlar elde edilebilir. 

αttki =)()(  ise o taktirde  
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elde edilir. 

ptttkiii
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)()()(
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= ψ   ise  o taktirde ))(()();;(
111

sspsxfsxL ξψξΟξ
−

=−  elde edilir. 
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4.TARTIŞMA VE SONUÇ 

 

 

      Bu çalışmada önce pL  uzayında Deltasal Çekirdekli lineer integral operatörünün 

yaklaşım özellikleri verilmiştir. Daha sonra normlu uzaylarda Picard, Poisson-

Cauchy ve Gauss-Weierstrass singüler integralleri için yakınsama problemleri farklı 

normlarda incelenmiş ve Genelleştirilmiş Gauss-Weierstrass singüler integralinin 

yaklaşım hızı belirlenmiştir.. 
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