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Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris icin ayrilmistir. ikinci
boliimde temel kavramlar ve yaklasim teoremleri verilmistir. Uciincii boliimde
Holder Uzaylarinda, Picard, Poisson-Cauchy ve Gauss Weierstrass singiiler
integralleri i¢in yaklasim teoremleri verilmis ve Genellestirilmis Gauss Weierstrass

integralleri yardimiyla Lipa ve Lip (a, p) smiflarina ait olan fonksiyon sinifinin

yaklagim hiz1 belirlenmistir. Dordiincii boliim ise tartigma ve sonug i¢in ayrilmstir.
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This thesis contains four chapters.First chapter is devoted to introduction. In the
second chapter, some fundamental concepts and approxmation theorems are given.
In the third chapter approxmation theorem for Picard, Poisson-Cauchy and Gauss
Weierstrass singular integrals in Holder space are discussed, and also the

approxmation rate of the class of functions belonging to Lipa and lip(a, p) are

found by means of the Generalized Gauss Weierstrass Singuler Integrals.
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1.GIRiS

Yaklasimlar teorisi fonksiyonlar teorisinin en dnemli alanlarindan birisidir. Bu
dalda amag; bir fonksiyon uzayinin elemanlarini belirli bir noktada ya da normda, bu
uzayin bir alt uzaymin veya daha iyi 6zelliklere sahip bir uzayin elemanlarindan
olusturulmus dizilerin limiti seklindeki bir gosterimini bulmaktir. Bu sekildeki diziler
verilen uzayin elemanlarini yaklastirir veya bu elemanlarla yaklasir denir. Fakat bu
durumda yaklasim dizisinin elemanlarinin iyi 6zellikleri olmasi gerekir. Ciinkii amac,
kotii 6zelliklere sahip elemanlari 1yi 6zelliklere sahip elemanlarla yaklastirmaktir. Bu
tiir 1yi Ozellikleri olan elemanlara 6rnek olarak cebirsel polinomlari, trigonometrik
polinomlari, tam fonksiyonlar1 gosterebiliriz. Bu ve benzeri elemanlar yaklasim
probleminin ¢dziimiinde yer alabilirler. Fakat genelde fonksiyonlar1 yaklastiran en
basit yapilar lineer pozitif operatdrlerin yardimiyla tanimlanabildiginden son kirk
yildir, yaklagimlar teorisindeki caligmalar lineer pozitif operatorler igin
yogunlasmistir. Bu operatorler pozitif fonksiyonlar1 pozitif fonksiyonlara
dontstiirdiiklerinden dolay1 pozitif operatorler icin 6nemli esitsizlikler ispatlamaya

imkan verir.

1.2 Kaynak ozetleri

Bu tez hazirlanirken materyal ve yontem kisminda H.Hilmi Hacisalihoglu ve
Akif Haciyev’in “Lineer Pozitif Operator Dizilerinin Yakinsakligi” kitabindan ve
Akif Hactyev’in “Deltasal Cekirdekli Integral Operatdr Ailesi ve Yaklasim Teorisi”

adli lisans dstii ders notlarindan yararlanilmistir. Daha sonra B.Firlej ve



L.Rempulska’nin “On Same Singular Integrals In Spaces” adli makalesinde [3] ve
[4] te verilen notasyonlar1 kullanarak Picard, Poisson-Cauchy ve Gauss-Weierstrass
singiiler integralleri i¢in yakinsama problemleri Genellestirilmis Holder uzayinda
incelenmistir.

Son olarak da A Khan ve S.Umar’in “On The Order Of Appoximation To A
Function By Generalized Gauss Weierstrass Singiiler Integrals” adli makalesinden
yararlanarak genellestirilmis Gauss Weierstrass singiiler integralleri yardimiyla

Hardy ve Littlewood tarafindan tanimlanan Lip(a ) ve Lip(a, p) smiflarina ait olan

fonksiyonlari igeren bir fonksiyon sinifinin yaklagim hizi belirlenmistir

1.3 Calismanin Amaci

Lineer Pozitif operatorlerin 6zel bir hali olan bazi singiiler integral operator
ailelerinin farkli normlarda yakinsamalari incelenmis ve Genellestirilmis Gauss

Weierstrass integral operatoriiniin yaklasim hizi verilmistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1 L, Uzaylan

Tanmm 2.1.1 : N bos olmayan bir ciimle ve R, reel sayilar cismi olsun. Eger

asagidaki sartlar saglaniyorsa N ye R iizerinde lineer uzay veya vektor uzayi denir.

(i) N, + islemine gore degismeli gruptur. Yani,

Al)Her x,ye N i¢in x+ y € N dir.

A2)Her x,y,ze N i¢in x+(y+z)=(x+y)+z dir.

A3) Her x e N i¢in x+6 =6 + x = x olacak sekilde § € N vardir.
A4)Her x € N i¢in x+ (—x) = (—x)+x =6 olacak sekilde —x € N vardur.

AS5)Her x,ye N igin x+ y =y +x dir.

(ii) x,y € N ve a,f € R olmak iizere asagidaki sartlar saglanir.
Bl) ax e N dir.
B2) a(x+y) =ox+ay dir.
B3) (a+ p)x =ox+ px dir.
B4) (af)x = a(px) dir.

B5) 1x = x dir.Burada 1, R nin birim elamanidir.

Yukaridaki B3 sartintaki + sembolii birinci tarafta R deki toplamayi; ikinci
tarafta ise N deki toplamay1 belirtmektedir. B4 deki carpma islemleride ayni

anlamdadir.



Tanima dikkat edilirse lineer uzay, N ciimlesi ve sirasiyla (7) ve (if) sartlarini
saglayan toplama ve skalerle carpma ddniistimlerinden ibarettir.

Tamim 2.1.2: N, bir lineer uzay olsun. | |: N — R fonksiyonun x deki degerini ||x|
ile gosterelim. Bu fonksiyon igin

i)|x|=0

i) =0 < x=0

i) x| = | | x|

)x+ 3] < [ + ]
sartlart saglaniyorsa | | fonksiyonuna N iizerinde norm denir. Eger bir Lineer uzay

tizerinde norm tanimlanmigsa bu uzaya normlu uzay denir.

Tamm 2.1.3: Bir L, uzaymin elemanlar1 olan 6l¢ilebilir fonksiyonlarin modiilleri;

p =1 olmak lizere p—inci mertebeden Lebesque anlaminda integrallenebilen
fonksiyonlardir. Eger integrallenme bolgesi bir (a,b) araligi olursa (tiim reel eksende

olabilir) L, de olan fonksiyonlar i¢in

[l o) dx < o0

olur. Bu uzaylarda

b ,
p
1, | Jrcop | <
seklinde bir norm tanimlarsak L, normlu uzay olur.
f,g€L, igin

£+l <A, +lel,



esitsizligine Minkowsky Esitsizligi denir.

D, ve D, tiimreel eksenler veya onlarin bir alt kiimesi olmak tizere

( p W% w %7
U | ro)K Gy J < | UIf(y)K(x,wl”dx |
DDy Dy\Dy

esitsizligine Genellestirilmis Minkowsky esitsizligi denir.

Tamm 2.1.4 : f € L, olmak tizere

7, 0.0 =sup([| /e 0= @] )

integraline f in L, -stireklilik modulii denir.

2.2. Lineer Pozitif Operatorler

Xve Y iki fonksiyon uzayi olsun. Eger X den aliman herhangi bir f

fonksiyonuna Y de bir g fonksiyonu karsilik getiren bir L kurali varsa bu durumda

X uzaywinda bir operator tanimlanmis olur ve

g(x) = L(f3x)

biciminde gosterilir. X uzay1 L operatdriiniin tanim bdlgesidir ve X = D(L) ile

gosterilir. Bu durumda L(f;x) = g(x), ¥ uzaymin bir eleman1 olur ve bu sekildeki

g fonksiyonlar1 kiimesine L operatoriiniin deger kiimesi denir. Bu kiime de R(L)

ile gosterilir.

Tamm 2.2.1: f, ve f,, X uzaymda herhangi iki fonksiyon, a ve b keyfi iki reel

say1 olmak {lizere L operatorii ;

L(af, +bf,;x) =aL(f;x)+DbL(f,;x)



kosulunu gercgekliyorsa L operatoriine /ineer operator denir.

Tamm 2.22: X" ={feX:f>0}, Y'={geV:g>0} fonksiyon  simflarmi
tanimlayalim.Eger X uzayinda tanimlanmis L lineer operatoriic X kiimesindeki
herhangi bir f fonksiyonunu pozitif fonksiyona doniistiiriiyorsa o taktirde bu lineer
operatdre Lineer Pozitif Operatér denir. f >0oldugunda L(f;x)>0 dir. Ozel

olarak L(0;x) =0 oldugu goriiliir.

Lemma 2.2.1:Lineer pozitif operatdrler monotondur.
Ispat: Her x igin g(x)> f(x) ise g(x)— f(x)=0 dir.L lineer pozitif operatdr
oldugundan
L(g-f:%20
L lineer oldugundan
L(g;x)—L(f;x) =20
dir. Dolayisiyla
L(g;x) 2 L(f;x)
dir. Bu esitsizlikte lineer pozitif L operatoriiniin monoton oldugunu gosterir. Ayrica

L operatdriin monotonlugundan

U relsl = Lcls

;x) < L(f3%) < L(|f

;X)
ve L nin lineerliginden

~L(f

;x) < L(f3x) < L( S

;%) = |[L(f30)| < L(f

;X)

yazilabilir.



2.2.1. Deltasal Cekirdekli Konvoliisyon Operatorler

Tanim 2.2.1.1: X, Dkiimesinde (D tiim reel eksen veya onun bir alt kiimesi) tanimli

Lebesque anlaminda integrallenebilen fonksiyon uzayir olsun. Bu uzaydaki bir

operator

L(x, f) = j fOK(x,t)dt  xeD,

seklinde ifade edilirse bu operatoriin yaklasim ozellikleri D x D ’de tanimli K (x,¢)

fonksiyonunun 6zelligine baghdir. Bu fonksiyona operatériin ¢ekirdegi denir. Her

K(x,t)=K(x —t) oldugunda

j FOK(x—1)dt

veya f ve K 2r periyotlu ise

T FOK (x—t)dt

seklindeki operatdre konvoliisyon tipli operatér denir. K cekirdegi integrallenebilir

veya tiirevlenebilir oldugunda

j FOK(x—1t)dt

operatorii x in bir fonksiyonu seklinde diisiiniilebileceginden

g(x) = [ fOK(x—1)dt

seklindeki tanim1 anlamlidir. L operatdrii 4 parametresine baglanirsa

L(x, 4 f) = [ f(OK, (x—t)dt

seklinde gosterilebilir. Eger yukaridaki integralin diizgiin yakinsakligi gosterilirse

K, tiirevlenebilir oldugunda g, fonksiyonu da tiirevlenebilirdir.



Tanmm 2.2.1.2: 4 indis kiimesi ve A€ A4olmak iizere, A1, bu kiimenin yigilma
noktas1 olsun. K ;(#) fonksiyonu asagidaki ozellikleri saglarsa K fonksiyonuna

deltasal ¢ekirdek denir.

a) K ;(¢) negatif olmayan ¢ift fonksiyondur. Ayrica,

Ve icin K;(0) sonludur ve lim K ;(0)=co dur.
A=A 0

b) Ve 4 igin TKﬂ(t)dt =1 dir.

—00

¢) Her belirli o sayis1 igin

lim (sup K, (t)J =0 ve lim [K,@0)di=0
Ao ‘t‘Zo‘ /L*)VOO_

dir.

K ;(t) deltasal ¢ekirdek olmak iizere lineer L integral operatorii

Len i )= [ fOK, (x-0ds

seklinde tanimlamistik. O taktirde

L: f — L(x,4; f) operatorii konvoliisyon operatoriidiir.
Eger yukaridaki tamimda K,(#) fonksiyonu 2z periyotlu ise 2z periyotlu

deltasal ¢ekirdek denir. Bu fonksiyon (c) sikkindaki
lim [k, (0dt=0

0zelligi hari¢ diger tiim 6zellikleri [— 7t,7t] araliginda saglar.



Ornek 2.2.1.1: P.(f,x) = £ J. f(@) ﬁdt seklinde tanimlanan Abel-Poisson
T®, e +({t—x

ifadesi deltasal ¢ekirdektir.

integralinin ¢ekirdegi olan 4, (x) = ————
Te +X

Gergekten,
(a) 4, (x) cekirdeginin negatif olmayan ¢ift fonksiyon oldugu agiktir.

A4.(0) —i sonlu ve hmL =oo dir. Ayrica x # 0 i¢in llmA .(x)=0 dir.

e e—0 e

~dx integralinde x =eu desisken degistirmesi yapilirsa,

(b) e 4 1g:1n—_[
et +x’

100

T w1+u

olur.

ifadesininx’ e gore tiirevi negatif oldugundan azalan bir

© A@=5"1
TE +X

fonksiyondur. O taktirde x > ¢ i¢in supremum degerini x = ¢ da alir. Dolayisiyla

hm[supA (x)J 0 olur.

e—0 ‘x‘>‘7

Ayrica ¢ >0 olmak lizere

0

¢ et 1
lim| A4 (x)dx =lim— dx =lim
590?[ F() 8*}071:0_82_'__)( e—0 1+u2

du=0

&

Boylece A4, (x) nin deltasal ¢ekirdek oldugu goriiliir.
Lemma 2.2.1.1: 1< p < oo olmak iizere L; operatdri stirekli olup L, (—o0,00) den

L, (—o0,0) ye doniistim yapan bir operatordir.



Ispat: :
|Gz 1), <M

smirliligr gosterilirse operatoriin siirekli oldugu sdylenebilir. Bunun igin

|2Ge 2 )], = ( [l /l;f)l”dxj

1/p
pdx}

yazilabilir. Genellestirilmis Minkowsky esitsizliginden

Tf(t)K/l(x—t)dt

—0o0

(
il

ST (iﬁf(t)Kﬂ(x_t)de] pdt

—o0 —00

x —t = u denirse

1/p
= T [T|f(x—u)|p1</’(u)du] dt

—00 \—00

- T[g (u)( T| flx— u)|pa’tj du

<|sl, TK 4 ()du

=7,
|LCe, 20|, <[ f], <oeolur. L, (=o0,0) = L, (=o0,0)

Ve ayrica

|2, 2.0,
L - SUp —
| ”LﬁLP P 7]

L,

oldugundan L operatorii sinirli ve stireklidir.

10



Bundan sonraki lemma ispatsiz olarak verilebilir.

Lemma 2.2.1.2: 1<p<o olmak iizere 2z periyotlu deltasal c¢ekirdekli
konvoliisyon operatorii siirekli olup L, [— T, 72'] uzaymdan L, [— T, 7r] uzayina

doniisiim yapan bir operatdrdiir.

2.3 Siireklilik Modiilii ve Ozellikleri

Tamm 2.3.1: f(x) ve g(x), [a,b] de siirekli iki fonksiyon olsun.

d = max

asx<b

f(x)-g(x)
sayistna f ve g fonksiyonlar1 arasindaki uzaklik veya f fonksiyonunun

g fonksiyonundan sapmasi yada sapma miktar1 denir.

Tamm 2.3.2: f, [a,b] de tamimli bir fonksiyon olsun. x,y €[a,b] igin |x—y| <9

esitsizligi saglanacak sekilde 0 > 0 sayisi i¢in | F(x)—f( y)| en kiiciik {ist sinirma

sup |/ (x) = f(»)| = W(3)

‘x—ﬂéé
dersek, W(0) degerine f in siireklilik modiilii denir. Bazen bu gosterim yerine

W, () veya W(d; f) gosterimleri de kullanilabilir. W(d; /) ; degiskenler farkinin en

fazla 6 olmasi durumunda iki fonksiyon degerinin en fazla ne kadar fark edecegini

belirler. W ,6 nin bir fonksiyonu durumundadir ve 6 >0 icin W (0; f) negatif

olmayan bir fonksiyondur.

Stireklilik modulii i¢in asagidaki lemmalar verilebilir.

Lemma 2.3.1: ' fonksiyonu monoton artandir.

11



Ispat: 0<J, <6, olsun.Bu durumda |x—y|£52 kosulunu saglayan (x, y) sayl1
giftlerinin kiimesi |x—)|<d, kosulunu saglayan say1 giftlerinin kiimesinden daha
kapsamlidir. Kiimelerdeki supremum kavramini diisiiniirsek siireklilik modiiliiniin

tanimi geregince W(9,; f) < W (d,; f) dur.

Lemma 2.3.2: f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli bir fonksiyon olsun. Bu
taktirde
limp(9; /) =0
dir.
Ispat : f siirekli ise Ve>0 icin bir # >0 vardir yleki |t—x|< n oldugunda
| f@-fr (x)| < ¢ dir. Siireklilik modiiliinde 0 <# aldigimizda W (J; f) <& olur. O
taktirde Ve >0 icin bir # > 0 bulunur dyleki 6 < # oldugunda W (9; f) < ¢ dir. Yani
lim(9; /) =0
dir.

Lemma 2.3.3: me N igin
W(ma; f) < mW(0; f)

dir.

Ispat :

W(md; )= sup |f(x)~f(»)

‘x—y‘ﬁm&

ifadesinde x = y + mh segilirse

W(mo; f) = ‘Shl‘l}jf (y+mh) = f(y)

12



=sup|f(y +mh) = f(y+(m=Dh)+ f(y+(m=Dh) +..+ f(y+h) = f ()

|h|<o

= sup|3. [/ (v + k) = £+ (k— D))

<o) k=1

W (md; f) < isupl[ﬂy +kh)— f(y +(k—1)h)]

k=1 |h|<o
ve toplamin i¢indeki ifade stireklilik modiilii ve toplananlarin sayis1 m tane oldugu
i¢in
W(mo; ) < mW(9; f)
esitsizligi elde edilir.
Lemma 2.3.4: 4 > 0 reel sayisi1 i¢in
W(A6; f) < (A+DW (S, f)

dir.

Ispat : m, A nin tam kism1 olsun. O taktirde m < A < m +1 olur. W nin monotonluk
Ozelliginden ve Lemma 2.2.3 den

W(20; f) < W((m+1)d; f)

W((m+1)0; 1) <(m+DW(0;f) <(A+DW(0; f)
olur. Dolayistyla

W(Ao; )< (A+1)W(0; f) olarak elde edilir.

Lemma 2.3.5: 6, sifira yakinsayan bir dizi ve K, f ‘e bagli bir sabit olmak

uzere,

dir.

13



Ispat: W(l; f) = W(éL J.; f) olarak yazilabilir.

n

Lemma 2.2.4 den

W@%@uvs&}+QW®ﬁf>

n n

1+0

< [THJW(@;f)

n

olur. Ayrica 0, yakinsak bir dizi oldugundan 6, +1<K seklinde bir K sabiti

mevcuttur. O taktirde

W@ﬁst@uv

olur. Eger K, = secilirse

W f)
K
W, f)2K,0,

yazilabilir.

Lemma 2.3.6: f fonksiyonu [a,b] araliginda siirh ise, her x, y € [a,b] igin

1S (x) = F ][ W(f;

x =y
dir.

Ispat : Tanim 2.3.2 yi g6z oniine alirsak

sup | f(x)— f( y)| =W (o) oldugundan

‘x—y‘SJ
)= <W©; 1)
yazilabilir. Lemma 2.3.4 den

-y .
)= ) W70 )

14



< (1 + @JW(&; )

elde edilir.

2.4.L, Normunda Yaklasim

D tiim reel eksen veya onun bir alt kiimesi olsun. X ise bu D kiimesi lizerinde
tanimli fonksiyonlardan olusan bir lineer normlu uzayr gostersin. ¥ — X olacak

sekilde X in bir alt uzay1 olsun. Her f € X igin

lim| /(x) ~ ¢, (x)

X = O
olacak sekilde ¢, €Y bulunabiliyorsa Y ciimlesine X ciimlesinin yogun alt uzay1

denir. Yaklasim teoremlerinde ¢, nin yapisim belirlemek bu teorinin esas

amaglarindan biridir.
Yaklagim teorisinin esas problemlerinden ikincisi ise yaklagim hizinin bulunmasi

problemidir.

lf()-¢,()||, =a, ve lima,=0

n—>0

ifadeleri ¢, (x) nin f(x)’e yaklasim hizini belirtir. Bu hiz1 bulmak i¢in «,’1 sifira

giden bagka bir dizi ile karsilagtirmak gerekir. Yani 0<a, <, ve limp, =0 ise

a,’nin fB ’den daha hizh sifira gittigini gosterir. Fonksiyon uzaylarinda g, dizisi
f fonsiyonunun siireklilik modiilii ile baglantili olarak incelenebilir. Ciinkii f in

stireklilik modiili W (4, f) ifadesi sifira yakinsayan bir fonksiyondur.

15



Teorem 2.4.1: 1, [a,b] kapali araliginda stirekli bir fonksiyon oldugunda derecesi
n’den biiyiik olmayan 6yle bir P,(x) polinomlar dizisi vardir ki bu araligin her
noktasinda

lim P, (x) = f(x) =lim max

P,(x)~ f(x)=0
esitliginin saglanmasi P (x) in f(x) e diizglin yakinsakligin1 gosterir.
Teorem 2.4.2: (Lusin Teoremi) f € L, (a,b), p 21 i¢in [a,b] kapal1 araliginda dyle
bir siirekli ¢ fonksiyonu bulabiliriz ki ¢ yeterine kiigiik bir say1 olmak {izere

| f@-09] <o
dir.

Bu teoremde L,’de olan bir fonksiyonu L, normunda bir P, polinomunun
limiti seklinde gosterebiliriz. Yani f € L, ise Lusin Teoremi geregince dyle siirekli
bir ¢ fonksiyonu bulabiliriz ki || f- ||p <¢& olur.

Yine ¢(x), [a,b] kapal1 araliginda siirekli oldugundan bir P, (x) polinomlar

dizisi vardir ki [a,b] kapali aralifinda ¢(x) ’e diizgiin yakinsar. Yani

Py(x)— 9 (x)=0

lim max
n—oo g<x<b

dir. Dolayisiyla P, (x) polinomu f(x)e L, normunda diizgiin yakinsar.

Teorem 2.4.3: Kabul edelim ki K,(r), A€ A, deltasal ¢ekirdek ve [ e L, (—0,0)

olsun. Bu durumda,
lim|L(x. % /)~ £ ()], =0

dir.
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Ispat :
L(x 0 f) = T Fe+0K ()i = i FOe+0K ()i + T Fx+0K, ()dt

toplamindaki ilk integralde # =—¢  degisken degistirmesi yapilirsa veK, mnin ¢ift

fonksiyon oldugu kullanilirsa,
L(x, 4 f) = T[f(x =)+ f(x+0)]K, (t)dt
0
olur. Diger taraftan deltasal ¢ekirdek taniminin b) sikkindan
% 0 % %
IKA (¢)dt = jKi (¢)dt + jKi (¢)dt = 2j K, (t)dt =1
B S 0 0
yazabiliriz. Bu son esitligin her iki yanin1 f'(x) ile ¢arparsak;
fx) = 2T JOK, (t)dt
0
olur. O taktirde
LG ds £) = () = [Lf G+ 00+ £Gr= 00K, (00 - [ 2 (OK, 0
0 0
yazabiliriz. Buradan
L(x, /)= f(x) = T[f(x +1)+ f(x =) =2 f(x)]K, (1)dt X € (—o0,00)
0

olup
»

|2Ge 45 )= F(0)], < [ | ( [LfG+n+fx=D-2f (DK, (t)dt] dx]

—oo\ 0

yazilabilir. Genellestirilmis Minkowsky esitsizliginden

|24 )= F()], < j ( j fx+)+ fx—)=2f(x)| dxjplg (t)dt

17



bigimine déniisiir. Yukaridaki integralde [0,00] araligs, [0,5] ve [5,0] bigiminde

ayrilirsa,

|2Ge 4 )= £, < j( [lre+n+fx-n-2/@) dx]plg (t)dt

00

1

+Tﬁ|f(X+ D+ f(x—1)- 2f(x)|pdx]pl(l (1)dt

O \—®©

LG22 )= f ), <1, + 1,

seklinde yazilabilir.

1 1

(I|f(x+t)+f(x—t)—2f(x)|pdx]p S(I|f(x+t)—f(x)|deJp +[J|f(x—t)—f(x)|pdep

oldugundan her iki tarafin supremumu alinirsa,

sug( j [+ + f(x—)=2(x)|" dxj <20, (8, 1)
yazabilir. Bu esitsizligi /, integralinde kullanirsak

I, <2W, (5, f)j. K, (H)dt <20, (3, f)

elde edilir. 7, de Minkowsky esitsizliginden

[J|f(x+t)+f(x—t)—2f(x)|pdep S(I|f(x+t)|pdx]]] +(I|f(x—t)|pdx]p

¥ 2( [l dx]p <47,

yazilabilir. Buna gore,
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1, <4|f] [ K, (&)t

dir. /, vel, birlestirilirse

L2 ) - F@), <2, 8, )+ 47, [ Ko 0

esitsizligi elde edilir. K, (¢) deltasal ¢gekirdek oldugundan tanim geregince

lim TKﬂ(t)dt =0
/1—)/10 o
oldugunu biliyoruz. Her iki tarafin 4 — 4, i¢in limiti alinirsa

lim [Lx, ) =/ (9], <20, (6.1

olur.
limp, (5,/)=0

oldugundan, her iki tarafin 6 — 0 i¢in limiti alindiginda
lim|LGe 2 )= £ ()], =0

olarak elde edilir.

Teorem 2.4.4: Kabul edelim ki K ,(¢), A€ A, 2z periyotlu deltasal ¢ekirdek ve

f €L,(—x,7) olsun. Bu durumda
lim|Z,, (x, 2 /)~ f ()], =0

dir.

Not : Bu teoremde ||| »= I Ly(-77) anlaminda kullanilmaktadir.

Ispat :

L, (5, 25 1) = £ ()| < [|F e+ 0) = F DK, (1)t

19



oldugundan

—T\—T

olur. Genellestirilmis Minkowsky esitsizliginden

V3

|2, G 25 )= £ ()], < j( [lfc+n-r|'k, (t)dxjpdr

—T\—T

1
x( ;
< j ( j [fx+t) - f(x) dxj K, (t)dt
olup Tanim 2.1.4 ve Lemma 2.3.4 den

|Lon e A5 )= £ @), < [, (b K, () ae

[, <|51|51,f>1<l (t)dr

< 1w, 6,0,
=1 £, 0% 2

—z 9,

Lo G2 1) = FN, < W, (850 f )( 5

1 T
=W, (5, f)[g— [k, 6yt + 1}
A -z
olarak elde edilir.

0, = j|£|t|K ,(0dt  seklinde secersek

-

|Lon (e, 25 1) = f ()|, <2W,,(5,, 1)

olur.

20
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limo, = hm J‘|t|KA (t)dt

A=A,

ifadesi igin, K ;(¢) ¢ift fonksiyon oldugundan,

lim &, = lim 2 j (K, (1)dt

A=A

olur. a > 0 keyfi sayisi i¢in,

lim 5, = hm[zj tK (t)dt+2jz1< (t)dt]

A2,

< 2a j K, (t)dt + 2 lim j tsup K, (t)dt

*)/L() t>a

}m} 0, <28+Q2r-a) hm (supK (t)j

tza
olarak yazilabilir. K ;(¢) deltasal ¢ekirdek oldugundan

Iim(supK, () =0

A0 i>a
ve a y1 istenildigi kadar kiiciik secersek

limo, =0

A=A,

olurkibu 6, - 0 iken W, (5,, /) — 0 oldugunu gdsterir ki bu da ispati

tamamlar.

2.5 Lipschitz Sitmifindan Fonksiyonlar

Tanmm 2.5.1:Bir f fonksiyonu bir < a,b > aralifinda tanimhi ve <a,b > ifadesi
[a,b] veya (a,b) araliklarim1 yada daha o6zel olarak (a,b], [a,b) , (—o©,©)

araliklarindan biri olarak tanimlansin. Her x,y e<a,b > i¢cin 0<a <1 olmak iizere

21



| f-f (x)| <M | y—x|a kosulu saglaniyorsa, bu durumda f fonksiyonuna a

mertebeli M katsayili Lipschitz simifindandir denir ve f € lip\? seklinde gosterilir.

2.5.1 Lipschitz Simifindan Fonksiyonlarin Ozellikleri

Lemma 2.5.1.1: f €lipy ise f,<a,b> de diizgiin siireklidir.
Lemma 2.5.1.2: a >1 ise f sabittir.
Lemma 2.5.1.3: < a,b > araliginda bir f fonksiyonu i¢in | f '(x)| <M olacak

sekilde bir f'(x) fonksiyonu varsa o taktirde f € lip!) sinifindandur.

Lemma 2.5.1.4: < a,b > araligi sonluise a < f i¢in lipf c lipa dir.

Lemma 2.5.1.5: f € lip\? ve W(5)<M.5" ifadeleri esdegerdir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. Hélder Uzayinda Bazi Singiiler Integraller

C, IR reel eksen iizerinde smirli ve diizgiin siirekli olan reel degerli

fonksiyonlarin bir uzay1 olsun. Bu uzay iizerinde bir norm
|71, = sup| 1 (x) 310
seklinde tanimlanabilir. Ger¢ekten de
@ |f] 20 dir. Cinki |.[:R— R negatif olmayan fonksiyondur.
Dolayistyla supremumu da negatif olamaz.
(i) |7], =0 & supl/(0[=0
& VxeR,|f(x)=0
S VxeR, f(x)=0
< =0
I7l. =0 1 =0 dr.
i) 7], = supl(4 ()
= suplA]f (x)
= |#fsuplf ()

=[Alls dir.

Dolayistyla,

z

=lls

. » 4 € R esitligi saglanur.
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) [/ +gf, = Su113|(f +2)(%)

= sup)| f (x) + g(x)|

X€R

< su§| f (x)| + sup g(x)|

XeR

=l

e

c

If+g

Ny

e

c

elde edilirki dolayisiyla norm aksiyomlar saglanir.

Verilen bir fe C i¢in
4f(x)=f(x+m)=f(x) , heR (3.1.2)

olmak tizere,

Ah f

W(t, f)=sup| L 1>0 (3.1.3)
| )<t

seklinde tanimlanan W(¢, f) fonksiyonuna siireklilik modiili diyoruz. Q ile

stireklilik modiiliniin sagladig1 kosullarla benzerlik gosteren fonksiyonlarin bir
climlesini gosterelim. Yani Q, asagidaki kosullara uygun tiim w fonksiyonlarin bir

climlesi olsun.
a) w, [0, oo) araliginda tanimli ve siirekli,
b) w, artan ve w(0) =0
¢) w(t)t™, t >0 icin azalandur.

Verilen bir we Q i¢in w ile

4,/
= < 1.4
T R G149

u

sartin1 saglayan tim fe C fonksiyonlarin siifint A" ile gosterelim ve H"’deki

normu
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I =0

A,
ile tanimlayalim.
Ayrica H' da,

4,71,

1 4 77 fe

h—0" W(h)

(3.1.5)

(3.1.6)

sartin1 saglayan f € H" fonksiyonlarinin siifin1 gostersin. Bu durumda H" normu

da (3.1.5) seklinde tanimlanir. (3.1.5) normu ile birlikte H" ve

genellestirilmis Holder uzayt denir. Eger w,u € Q ve

w0
q(t) 0

t>0

fonksiyonu azalmayan ise, o taktirde
H"cH" ve H' cH
dir. Bunlar1 gdsterelim.

Ik olarak H" < H* oldugunu gdsterelim;

f € H" olmak lizere w,u € [0, a] alalim.

I Z V) RO N 7
L, =50 oy =Sy P iy

C

H' ye

(3.1.7)

(3.1.8)

yazilabilir. Dolayistyla /4 > 0 i¢in % fonksiyonu [O,a]arahgmda tanimlidir. w, u
q

fonksiyonlar1 siirekli oldugundan R da stireklidir. L :[0,a] > R
q(h) q(h)

surekli bir

fonksiyon oldugu i¢in sinirlidir. Bu fonksiyon supremumunu [0, a] aralifinda alir.

Buda
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1
sup———=~¢
ot g(h)

gibi bir sabittir. O halde

I, = supl: I, s
(h) yei (h) o0 q(h)
1 4,71, .
esitliginde || f || ve sup—— sonlu olduklarindan sup———= da sonludur. Yani
h>0 q(h) h>0 ﬂ(h)

< oo dir. Buradanda f e H" elde edilir.
111, f

Simdi H cH" oldugunu gosterelim:

f e H' ise o halde

=0
h—)O W(h)

dir.

hm | o/l wih)
=1 ﬂ(h) ") )

A
TN ) P S ()
0" w(h) 0" u(h) h=>0" p(h)
=0
—w . w(h) . . <
dir. Burada f € H ve lim —— ifadesi sonlu oldugundan
=0 u(h)
2,71,
m—— =
=0 p(h)

dir. Dolayisiyla H < H'" elde edilir.
Eger f e H" ise

Wi, f)<

>0 (3.1.9)
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esitsizligi saglanir. Bunu gorelim:

(. 1)=supl4, /],
idi. Burada 4 <t alalim. w fonksiyonu artan oldugundan w(/) < w(t) olup % >1
w

dir. Son esitsizlik stireklilik modiiliinde kullanilirsa

( W(l‘ )

w(h)

sup|4, /]

W(t,f)ﬁ W(l‘)}DOM}T)

w(t, f)<wo|f]

elde edilir.
Eger f € H' ise, o taktirde

im P S) (3.1.10)
i—0* W(t)

dir. Bunu gérmek i¢in;

(t f —sup||A f|| esitligi

h
wes)= [m . ]%
<w(t)sup———— ”
| )<t W(]’l)
_wles)_ 14

W(t) \h\q W(h)

seklinde yazilabilir. Her iki tarafin + — 0" i¢in limiti alinirsa
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tim PS) ¢ iy [sup—”A”f J

0" w(t) =0" { |uze w(h)
tim 7S)
t—0* W(t)

elde edilir. Boylece genellestirilmis Holder uzayinin sagladigi baz1 6zellikler

gosterilmis oldu.

Sirasiyla P,Q,W ile gosterilen Picard, Poission-Cauchy ve Gaus-Weierstrass

singuler integralleri asagidaki gibi tanimlanirlar.

+o0 -1
Px,r; f):zi j F(x+t)e r dt (3.1.11)
r —0
0(x,7; f) =1+f f(x+1)— ! _di (3.1.12)
T t"+r
W(x.r: f) = %j Flestye  dr (3.1.13)
r .

Simdi bu integrallerin f e C,xeR,rel (0,1] ve r = 0" iken yakinsaklik

durumlarini inceleyelim.
Lemma 3.1.1: Eger f € C ise

a) ||P(.7; f)

Y

c

b) [0(.7; f)

=l

c

c) ||W(.,r;f)

N

dir. Yani, her » €[ sabiti icin f € C oldugunda P(.,r;f),Q(.,r;f) ve W(.,r;f)

integralleri de C ye aittir.

Ispat :

a) (3.1.1), (3.1.10) ve
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+oo —f] k-t -t

— je r dtzlimljerz= lime *
2;/- i k—o pr 0 k—w

=1

esitligini kullanirsak,

||P(x, r;f] = sup

jf(x+z)e dt

1

< sup— j|f(x+t)|e " dt

XeR

o
< sup[sup|f(y)|J lr j o dt

xeR yeR s

< suglf ()| =

elde edilir.

b) (3.1.1), (3.1.12) ve

r 7 1 2 ko1
—j > 2a’tz—lm
et A T koee tt +r

r.. 1 t
dt = —lim—arctan — ](j:l

2 JT koo p v

esitlikleri kullanilirsa

|o.r. ), =supl~
xeR |TT

jf(x+t) . ! —dt
et t"+r

re 1
<sup [l7Cr ol

xeR yeR 7”1‘ +r

< sup(sup|f(y)|} J- ! —-dt

|
< supl/ ()| [ 5t
yeR T —oot +r

< Su§|f ()=
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elde edilir.

c) jert =rr oldugunu gosterelim ve (3.1.1), (3.1.13) esitliklerini

—0

kullanalim.

—x? © o —x? —yz

I = Te’dx =1 = J.jeTerxdy

—00—00

-(x*+y%)

= TTe " dxdy

x=pcosf,y=psinf doniisiimleri yapilirsa J = oAxy) =p den
a(p,0)
dxdy = pdpd6 olur. Bu durumda
270 i
[2:_”6 " pdpd0
00
pz
—=u, 2pdp = rdu dontigimii uygulanirsa
r
k k
I* =arlim |e™du = —nrlime™| =ar
k—0 0 k—0 0

]2=7l7‘:>]=\/;

elde edilir. Simdi (3.1.1) ve (3.1.13) esitlikleri kullanirsa

2

1 ] =
||W(x,r,f)||c = sugﬁj.f(x+r)e T dt

<sup ﬁ.ﬂf(x + r)|e_7dt

X€R

2

-
e " dt

Ssup%_ﬂf(x+t)

xeR TT
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0 7[2

1 -
<sup | sup|f (V)| |—=|e " dt
wp s | -

—0

c

< supl ()] =1

olur.

Lemma 3.1.2:Eger f € H" ise,o taktirde
a) [pC.rs N, <[],
b) [oc.ri /)|, <[/,

o e, <l
esitsizlikleri saglanir. Yani her » € [ sabitiicin f € H" iken P(.,r; f), O(,r; f)

ve W(.,r; ) fonksiyonlar1 da H" ’ya aittir.

Ispat:(3.1.3),(3.1.10) ve (3.1.12) den x € IR, r €I ve he IR igin
A,P(x,r; )= P(x,r; 4, f)
4,00x,15 1) = Q(x,r, 4, f)
AW (x,r; f)=W(x,r,4, 1)

esitlikleri saglanir. (3.1.3) den

A,P(x,r; f) = P(x + h,r; ) = P(x,73 f)

mi

- .l
1 o
=Z_jwf(x+t+h)e dt —

;Z f(x+0)e " dt

% mi

zzij(f(x+t+h)—f(x+t))erdt
r—oo

Il

1 +00 ”
:;_J.Ahf(x+t)e dt
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= P(x,r;4,1)
olur. Benzer sekilde
4,00x,7; 1) =O(x + h,r; )= O(x, 73 f)

1
2+

=L festen dt—ijf(x+t)%dt
T, T:, " +r
I

dt
2+

:Lj[f(x+t+h)—f(x+t)]
71-*7{

S Py ey ——
T:®, t"+r

=0(x, 1A, f)
elde edilir.
Son olarak
AW, [)=W(x+h,r; f)=W(x,r; f)

2

\/j[_r ]r‘f(x+t+ h)e?dt - \/i_r jf(xw)e_;dt

2

:_\/1_ ]E(f(x+t+h)—f(x+t))e_idt
72’7/'—72
:%]{.Ahf(x+t)e_;dt

72’7/'—72

=W(x,r;4,f)

elde edilirler. Buna gore

Lemma 3.1.1 den Vr el ve VheR i¢in

|4, PG5 f)

¢ :”P(araAhf)

slas

(3.1.14)

c

|14,0C.7; 1)

 slas

(3.1.15)

c
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|4 Crs ), <|4.1]. (3.1.16)
olur. Simdi (3.1.13), (3.1.14) ve (3.1.15)’1 kullanarak, (3.1.4) yardimiyla || Ly
tanimlayalim.

[4,PC.r5.0),
P . e — c
D [PCrs /), = sup wih)
A
< supt7l
w0 w(h)
=71,
ol o 140G 1),

b 06 1), =supt== e

okl
n0  wW(h)
=|11,

|4, s ).

o Wer ), = G ——

olurlar.

Lemma 3.1.1 ve Lemma 3.1.2, rel i¢in P(,r;f), OCG,r;f) ve W(,r;f)
fonksiyonlarinin H " ’ya ait oldugunu gosterir.

Buna gore asagidaki sonucu yazabiliriz.
Sonug¢ 3.1.1: Eger f € H" ise

W) [PCrs e <
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b) [OC. 7./ o < [A1,-
o [ ) <[],
dir.
Lemma 3.1.3: Eger f eH' ise Vrel sabiti icin  P(,r; ), OC,r; f)

W(.,r; f) fonksiyonlari H" ya aittir.
Ispat :

a) P(,r; f) icin;h>0 , rel (3.1.14) esitsizliginden

C

o NaPCrOl PG, _[4.f
w(h) w(h) w(h)

olur. Her iki tarafin # — 0" iken limiti alinirsa

A P(.r: 4
T C2CEc) R UV N

h>0" w(h) “ -0 wih)

dir. f cH' ise

4,11, _

lim——=0
h—0" W(h)

oldugundan

B ||AhP(',r; DI,
m-—————=
h—>0" w(h)

elde edilir. Dolayisiyla P(.,7; f) € H' olur.

b) O(,r; f) i¢in; (3.1.15) esitsizliginden

C

o426l ot _|4.s
w(h) w(h) w(h)

yazilabilir. Her iki tarafin 2 — 0" iken limiti alinirsa
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N R OTD R
lim—— < < lim——%
h—0* w(h) h—0* W(h)

[4

elde edilir. Eger f eH ise

sl
im-——-=<=
0" w(h)

oldugundan

fim M2
h—>0" w(h)

olur. Dolayisiyla Q(-,7; f) € H'" olur.
c) W(,r; f) igin; (3.1.16) esitsizliginden

o A ennl _penanl 4.
w(h) w(h) w(h)

C

yazilabilir. Her iki tarafin 2 — 0" iken limiti alinirsa

N CACET0 R TV B
h—0" W(h) h—0" W(h)

olur. f eH i¢cin

A
1immz

h—0" W(h)
oldugundan

T A
h—0" W(h)

elde edilir. Dolayisiyla W(.,r; f) € H" olur.

Simdi L, (x,r; f) operatdriinii
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Pl,r f)-f(x) . k
Li(x,rs f)=10(x,rs )= f(x) , k
We,rf)-fx , k=

1
2

3.1.17
; ( )

seklinde tanimlayalim ve ||Lk C,r f )||C normunu inceleyelim.

Teorem 3.1.1: Eger f € C ise, o taktirde

a) |L,G.rs )| <2W (r, f) (3.1.18)

b)[L, G ), <20 (rin ™, £+ 2272 £ r (3.1.19)
r

L N, <A+a 2 W2, f)+2a | f]. 7> (3.1.20)

esitsizlikleri saglanir.

ispat :
+oo 1]
a) (3.1.17), (3.1.11) ve (3.1.2) tanimlar1 ve >, Ie " dt =1 esitligi kullanilirsa
r —o0
Li(x,r; )= P(x,r; )= f(x)
mid el

- jf(x+z)e ; dz—f(x)i je " dt

md

17 —
=— |4 f(x)e" dt
> j ()
yazilabilir. Bu durumda

|1Gers P, = supl - j A f(x)e L

< sup;_[

xeR
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1 [we, frer dt
%
olur.

A >0 olmak lizere A= L secilip W(Ar, )< (A + )W (r, f) Ozelligi
r

kullanilirsa

I, =W pfa+De d

yazilabilir. Son integralde L u denirse dt =rdu olup,
r

|,

= W(r;f)]E (1+u)e™“du

=W (r; f)( Te_”du + ]Eue_“du )

=W f)(1+1)
=20 (r; f)

olarak elde edilir. Boylece (a) ger¢eklendigini goriiliir.

b) (3.1.17), (3.1.12), (3.1.3) ifadeleri ve — J.t;dt =1 esitligi kullanilirsa
+r
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L(eri f) == [ £ di= f ()

r 1 | ,
_;'[rf(x+t)t2+r2 dt_f(X);'[oterrZ t

r 1
=— +1t dt
E_J;f(x )tz+r2

—f(x)( L j ! i+ - [
t +r’ T+ t +r’
yazilabilir.
J.gdt integralinde ¢=—¢ alinirsa
t +r
rt 1 1
=—j4fur7—7w—fu»—j - di
T t"+r t*+r

olur. L, (x,r; ) = A(x,r; f) — B(x,r; f) seklinde diislinelim ve

ro=r ln(z) bi¢iminde bir sabit se¢elim. Bu durumda
r
|4Cx, 75 1), = sup|- TAt O +r2) dt
xeR |TT h

<sup ﬁA, O +r2)dr
xeR T °

== [supl 4, f|c* +r*) " de
T~ xeR

=L f||4 L@+ ar
T -

<—jsup||A iINGEYR N
|
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251

olur. Burada 1 = t*
r

G, < Zwe na
T 0
olur.

dt < —ln(—) esitsizligi kullanilirsa

o'—.:n
<

l4C,r5 ), <—W( ) j(r +r )-ldt+j > +r*)"dt
Orln( )
<o ) s —— )
T 2r 2rln(£) r
r
. 3
=W, H+-)
T
<2 (', f)
olur. Yukaridaki esitsizlik
Tt 1 < 1 (*+r*) 1, o 3 =
—  dt=—In@®+r*) |"==In <=In(*)==In(=
!(ﬁwz) R = ( 7 j y MG =)
seklinde elde edilir.

0

. 1
Diger taraftan I 5
A o

—dt < I tlzdt =% esitsizligi kullanilirsa

2
|BC.r:1), = sup|—
xeR | T

f(x)T(t2 +r2)dt
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1

‘m

=2 1],

bulunur. Minkowsky esitsizliginden

2
L, e,rs )|, < 2w (7, ) +2rm 2| £,

elde edilir.

c), Ie " dt =1 esitligi kullanilirsa

\/_
Ly(e,rs f) =W (x,r; f) = f (%)

1 % - 1 % -
L,(x,r; )= (x+t)e " dt— f(x) e " dt
rif) = j / @)= j
yazilabilir.

(b) deki islemler benzer sekilde kullanilirsa

L(x,r;f)= % jAtf(x)e_Tdt _ 2\{%) J'e_Tdt

elde edilir. Dolayisiyla

Is i), = igfﬁilltf(x)e’t‘dt - 2\75) Ie;dt

<s)c1€11£)\/_JAf(x)e ’2dt+sr1€11[€) )T _i dt
\/_j‘ ta’t+sxl€1p T B
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S fswlaster an i fera

17 T
=ﬁ£W(|t|,f)e : dt—i-ﬁ”fncl.e " dt

\/_J.W(t fe dt+—||f|| je " dt
seklinde yazilabilir. Burada

2=-1 secilirse

Np

1L, (o5 1), < %W(\/;, f)]ze_idt+LW(\/;, f)]ite_;dt
r 0 0

Jar

olur.
2 T

\/_ _we r dt =1 oldugundan basit bir kiyaslama ile T .([e " dt <1

yazilabilir.
2 2

jte " dt integralinde P u  denirse

z[te’dt = —% ?[e”du = —ge“ ;r =—(l-e" )<=
elde edilir.
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o -2

— . . t .
J.e " dt integralinde —=u denirse

r

T

R k ‘ s

J.e " dt < J.e rdt = rlimJ.e_“du =—rlime™ |, =re’” <r

k—o k—x
T T L3 ,,
,
elde edilir.
Buna gore,

|G P, w2, A +7 2)+27 22| f].

olarak bulunur.

Sonuc 3.1.2: Eger f € H" ise, o takdirde

@|L, .m0, < 2|1, w(r) (3.1.21)

®|L, s 1), < [2+2Gw@) 1], wer 1n(§)) (3.1.22)
2 1 1

©|L; (. ), < {1+(l+m)n 2}” f e wr?) (3.1.23)

esitsizlikleri saglanir.

ispat :
a) (3.1.5),(3.1.9) ve (3.1.18) ifadeleri kullanilirsa

L G, <20 G )
<2w(|A],

<20,

olur.

b) (3.1.5),(3.1.9) ve (3.1.19) ifadeleri kullanilirsa
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|2, s 1), < 2w (r ln%, N+2z2| 1. r

. i)
<21, +22 |t
d w(rln(™))
r
T 2r
= w(rln(?))” f,.1 2+ -
°w(rn(=))
r
yazilabilir.
.. .. .. 2r 2 . N
Parantez i¢indeki ifade i¢in < oldugunu gosterirsek

A w(r 1n(§)) wow(D)
ispat tamamlanir.
re (0,1] icin r ln(%) artandir. Artan oldugu i¢in maksimum degerini » =1de
alir. Dolayistyla

0< rln(z) <Inz yazlabilir. Ayrica ¢ > 0 igin % artan oldugundan
r wi(t

n(")
rnr < Inz 0

W(ﬂn(g)) ~ w(lnr)

. T . T ;
dir. Diger taraftan 7 < — ise rInz <rIn— dir. Buna gore
r r

T
rinz d ln(;)

(D)

w(rinm) w(rln(E))
r

yazilabilir. (I) ve (II) den
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rin(%)
.

rinz Inz

w(rlnm) w(rln(z)) ~ w(lnx)
r

(110)

elde edilir. Ayrica 1 <Inz ve wartan oldugundan L >
w(l)  w(lnn)

i)  In(%)
' «—T  ve (III) kullanilirsa
w(nz)  w(l)

rln(g) 1n(§) In(")

rinz Inz

w(rinm) w(rln(g)) “w(nz)  w(nz)  w(l)
r

olup

r 1

<
wirin(®y O
r
elde edilir. Boylece

IL, (.75 1)

<l 2wy ], wrind)

olur.

¢) (3.1.5),(3.1.9) ve (3.1.20) ifadeleri kullanirsa

1 1

LG, Qe 2, fy+2m2 1] 2

1 -1 1 1

- 1
SW@2, f)+x 2 W@, f)+2x2 | f],,.r?

1
-1 1 W(I’E)
2w A
w(r?)

-1 1
gt nzw(rg )||f

< w(rE)”f

1

1 -1 2,2
=w(r )| A, 172 A+ )

w(ri)

olur.
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N
N | —

Parantez igindeki ifade — < E seklinde yazilabilir. Ciinkii » e (0,1]
oW
w(r?)
1
2
ici — ifadesi artan oldugundan maksimum degerini » =1 i¢in alir. Boylece
w(rE )

||L3 (ar’f)

N 1an2 (e 2
<A, i ){1+7r (1+W(1))}

olarak elde edilir.
Ozelolarak fe H”, w(t)=t" 0<a <1 igin

a) [L, (.5 f)

<Y

b) L, C.75.0)

s

1 T 4
H {1 + m}(r ln(;))

©) |75 /)

INE R
<AL {1 +(1+ m)n }r

esitlikleri gegerlidir.

Sonug¢ 3.1.3: Eger f € H" ise, o takdirde

IL, 75 f)

(a) lim <= (3.1.24)

r—0* W(I”)

L,(.r;
(b) lim ol (3.1.25)
" w(rin(M)
r
Lo(.,r;
(© lim M -0 (3.1.26)
w(r?)
olur.
ispat:
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a) (3.1.10) ve (3.1.18) ifadeleri kullanilirsa

| Dl _ 2w )
wr)  ow(r)
o< tim PGBl 270
r—0" w(r) r=0" w(r)
yazilabilir.

f eH oldugundan esitsizligin sag tarafi sifira esit olur. Sikistirma

teoreminden

T CICICED)
r—0" W(l")

olarak elde edilir.

(b) (3.1.10) ve (3.1.19) ifadelerinden

7

w(rln(%)) w(rln(%)) w(rln(%))

T
L ¢l 2P D 2

eripl, 2PN 2O
worin(D)  werln®)  wern()in)
r 2 r r
yazilabilir.
rin(%)

7

ifadesi artan oldugundan re(0,1] icin maksimum degerini
w(rIn("))
r

7 =1de alir. Bu durumda

46



T
rrnl, 20D 2, ins

wrin()  wirln®)  wnz) )
r r r
. W, f) 5 -
OslimMslim A ”fnclmm 1
Uo7 ey M
r r r

yazilabilir. Bu esitsizligin sag tarafi sifira esit olacagindan sikistirma teoremi
geregince

AT

T w(rin("))

0

olur.

(c) (3.1.10) ve (3.1.20) ifadelerinden benzer sekilde

lm||L<_f>0

w(ra)
esitligi elde edilebilir.
Teorem 3.1.2: w,ueQ ve (3.1.7) ifadesi ile tanimlanan ¢ azalmayan bir

fonksiyon olsun. Bu taktirde /e H" ise

@ L, Cors ] <2+ 62D]| 1], a() (3.1.27)

®)|L, Crs )], < {6+ 2u(nz)a+ @ w)) ™ |+ 4lz>w))” }|| ... q(rln(%))
(3.1.28)

©[L:Crs )]0 {4 + (1) + 7{3(1 + %}(2 + ()" }Ilfll,,w /) (3.1.29)

esitsizlikleri saglanir.

Ispat: Ispat igin (3.1.1)-(3.1.5) ifadelerini kullanalim. H” < H* oldugundan dolay1
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|Le o7 f)

=L )

LG,
oldugunu biliyoruz. Kabul edelim ki
IL, P, < S (s )+ T (s f) (3.1.30)

seklinde tanimlansin. Burada

Sl(”;f)ZsupM ve Tl(r;f):supw

0<h<r w(h) h>r u(h)

dir. Buna gore
(a) (3.1.21) esitsizliginden

IL, 75 f)

e S2YS]w)

yazilabilir.

0<r<1 ve u artan oldugundan

1< % & w(r) < g(ru()

olur. Dolayistyla

IL, Cors f)

<27, a(ru) (3.1.31)

yazilabilir. Diger taraftan

I, /1. <2|1]. (3.1.32)
esitsizligi kullanilirsa
2L, (s 1)
T,(r; f) < sup———¢<
() ssup=
SM (3.1.33)

u(r)

olur. Burada (3.1.9) ve (3.1.18) esitsizlikleri kullanilirsa
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T(r; 1) <41, a(r) (3.1.34)

elde edilir. Daha sonra (3.1.2), (3.1.14) ve |4, /| <2|f]. esitsizligi kullanilirsa

|4, L, e, 0| =[P rs 4, 1) = 4, 1], < 2|4, 7] (3.1.35)

bulunur. (3.1.34) den ise
|4,L,Cor ), wih)
S,(r; )= <
() = S )
294,11,
<sup ——=
0<hsr w(h)
<2|f]| q(r) (3.1.36)

olur. Son olarak
(3.1.30), (3.1.31), (3.1.34) ve (3.1.36) esitsizlikleri kullanilirsa

|2, Crs e <6+ 26M]11],. a(r)
elde edilir.

(b) (3.1.22) esitsizliginden

I Cors 0, <2+ 2G 2wy 7], w(rln(%)]
yazilabilir. » € (0,1] i¢in rinZ <Inz dir. w artan oldugundan

r
1< Lﬁ’;) = wirin@)) < q(r 1n(§))ﬂ(1n )
w(rIn(=))
r

olur. Bu durumda

IL,Cors 1), < [2 +2(*w(1)) ] 171,,- q(rln(%)),u(ln 7) (3.1.37)

yazilabilir. Diger taraftan ||Ah f ||C < 2|| f ||C esitsizligi kullanilarak
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2|L, 73 1))
T,(r; )< sup —————<
L5 1) AT

A6,

(3.1.38)
u[r 1n<”>]
r
elde edilir. Burada da (3.1.9) ve (3.1.20) esitsizlikleri kullanilirsa
) -1 T
T,(r; f)<2 [2 +2(xw()) ]|| 7, q(rln(;)j (3.1.39)

bulunur. $imdi (3.1.35) oldugu gibi
|4, L, e, )| <24, /], esitsizligini  elde edip (3.1.32) esitsizligi

kullanilirsa

14,L, (s )], wih)
0<h<rInZ u(h)w(h)

r

S,(r, f)=

2q(h)|4, 1],
w(h)

0<h<rin™
r

<2¢(rln §)|| . (3.1.40)

elde edilir. Son olarak (3.1.30) , (3.1.37) , (3.1.39) ve (3.1.40) esitsizlikleri

kullanildiginda
12, ), < {6 + u(na)a+ @ wn)) |+ 42w }| 1,.- q(r ln(%)j
bulunur.

(¢) (3.1.23) esitsizliginden

Iy s f)

2 4 ;
C{H(Hm)n }”f”wa(r )
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1
yazilabilir. » € (0,1] icin 2 <1ve uartan oldugundan

1< ’“‘(11) o w(r?) < q(r2)u()

u(r?)

olup, buradan

Iy s f)

< {1 +(1 +i)7{E }” . aGr>Hu) (3.1.41)
w(l)

yazilir. Diger taraftan (3.1.31) esitsizligi kullanilirsa

2|L, (s 1)),

I(r /)<
M T

h>r?

|

u(r?)

(3.1.42)

elde edilir. Burada da (3.1.9) ve (3.1.20) esitsizlikleri kullanilirsa

I,(r, f) < 2{1 AL }M fl,,.a(r®) (3.1.43)
w(l)

bulunur. (3.1.35) de oldugu gibi
|14, Ly (x, 75 )], <24, £]|, esitsizligini elde edip (3.1.31) esitsizligi
kullanilirsa

4,2, Cors )] i)

S;(r; f) = sup ()

1
0<h<r2

2q(h)|4, 1],
! w(h)

0<h<r?

<2q(r?)|f

(3.1.44)

w
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olarak bulunur. Son olarak (3.1.30), (3.1.41), (3.1.43) ve (3.1.44) esitsizlikleri

kullanilarak,

1

I, e < [4+ u(l) + n‘z[l +ij(2 +ﬂ(l))l}||f||,,wq(r2)
w(l)

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 3.1.3: w,ueQ ve g azalmayan fonksiyon olsun. Eger f eH' ise, o

takdirde
(a) lim M -0
0 g(r)
(b) 11r(1)1 M ~0
7 4rIn()
r
L.(.,7; f)|=«
(¢) rlg(l)l M =0
q(r?)
olur.
Ispat:

a) (3.1.5),(3.1.6), (3.1.7), (3.1.10) ve (3.1.18) esitsizlikleri kullanlarak

IL,Cors f)

7 =l Gl + LG,
= (@) + (i)

yazilabilir. Simdi (i) ve (i7) yi ayr1 ayri inceleyelim.

@) ||L1(.,r;f) << W, f) oldugundan

q(r) q(r)

L(.,r;
o<t B GROl 20 )

r—0" q(r) r—0* q(r)

yazilabilir. f € H" oldugundan esitsizligin sag tarafi sifira esittir. Dolayisiyla
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i L, G )
im——— ¢ =
r—0" q(r)

olur.

(@i)  (3.1.30), (3.1.33), ve (3.1.35) ifadeleri

AL (.,7; AL(.r
|24 )], < sup 4L i) +supM

0<h<r ,U(h) h>r ,u(h)

- oA Nl w2 G,
< sup +
0<h<r ILL(h)W(h) IL((I")

aO4L G, 2L G,
sup +
0<h<r ,H(h) :u(r)

esitsizligini verir. Bu durumda

L Crnl, gL GO, 2 G,
— < sup +
ar) oo q(udh) g(r)u(r)

C

I, s ), _ o 24l AL
—%<su +

q(ry o w(h) w(r)
lim —” 17 f)”” < lim sup ” 24P + lim ” X ’r’f)”“
r—0" q(l") r=0" g<p<r W(h) r—0" W(I")

yazilabilir. Bu esitsizligin sag tarafi f eH ve Sonug 3.1.3 den dolay sifira esit

olacagindan sikigtirma teoremi geregince

G,

r—0* q(r)

=0 elde edilir.

Simdi (i) ve (ii) yi birlestirirsek

L3 )] L (.,r; L (.7
hmM:lim” G, 1m|| (73 ),
r—0* q(’,.) 0" q(l") ey q(r)

lim ||Ll (’ rs f)”ﬁﬂ
=0t g(r)

=0 olur.
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b) (3.1.5),(3.1.6),(3.1.7), (3.1.10) ve (3.1.19) ifadeleri kullanilirsa

”L2 (.,I”;f)”ﬁﬂ = ”Lz (7 /)

AL,
= (i) + (id)

seklinde yazilabilir. Simdi (i) ve (ii) yi ayr1 ayr1 inceleyelim.

||L2 G, ) 2W(r ln(j),fj,u(rln(jf)j ) 27[2||f||clu(rln(7:)jr ln(%)

q(rln(ﬂ)j ) w(rln(”)j w[r 1n(”)J (™)
r r r r

esitsizligi yazilabilir

(i

—— ve u(t) t>0 fonksiyonlari artan olduklarindan » — 0" igin limite gegilirse

w(t)

T ICLT)) .

T
2W(r1n(r)afj T 2;;‘2||f|| ,u(lnn)lnn . 1
,u(r ln(—)) + < lim

W(ln 7[) r—0* T

g™y " W(rln(n)j in(%)
r r r

bulunur. f € H' oldugundan esitsizligin sag tarafi sifira esittir. Dolayisiyla

- ||L<_f> o
q(r ln(;))

r—0*

olarak elde edilir.

(@) (3.1.30) ve (3.1.38) ifadelerini goz oniine alirsak,

|14, L, G )| |4,L, .75 1)
——+ sup ———

L, Cors 1)
0<hering®) u(h) orin) u(h)

<
u

|4,L, Cors O wih) 2L, (73 f)
su +

- 0<h<rln(%) ’u(h)w(h) ILL(I"IH(%))

[4

g in(N4, L, (om0, .
o ) Ao,

0<h<rin() q(r ln(g))W(h) wu(r 111(%))(] (r 111(%))
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bulunur. Buradan

L 2LGr )
+

w(rln(%))

C

|2, .m0, - 24,1

q(r ln(E)) 0<h<rln(%) W(h)
r

|2, 1), Clim sup 2|4, /1. - 2L, (s ),

WA ey
r

lim !
g 1n(§)) 0 0<herin®)

yazilabilir. Bu esitsizligin sag tarafi f eH' ve Sonug 3.1.3 den dolay1 sifira esit

olacagindan sikistirma teoremi geregince

LG
lim —F—

£ =0 olur
* T
q(r ln(;))

r—0

Bu durumda (7)ve (i7) yi birlestirirsek

M

T CCTT) e ACL) N

=+
gorin(®)y 7" gy 7" g(rn®y)
r r r

LG
lim———

r—0*

lim ||L1(.,I"; f)”EN —

g
r

0

r—0

olarak elde edilir.

¢) (3.1.5), (3.1.6), (3.1.7), (3.1.10) ve (3.1.20) ifadeleri kullanilirsa

||L3 ('9r;f)||ﬁ“ = ||L3 (,I",f)

AL,
= (i) + (if)

yazilabilir.Bu esitlik ayr1 ayr1 incelendiginde i) icin a) ve b) dekine benzer sekilde

L,(-7;
il L

r—0" —
q(r?)

olarak elde edilebilir.
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(i) iginse (3.1.30) ve (3.1.42) den

C

. |4,y (o5 1) |4, Ly o5 f)
|Zs G, < sup PO

0O<h<r? h>r2

C

, |4,L; .73 1)), |4,Ls 75 1)
||L3 (-a’”af)”ﬂ < Supl ) + Sui D

0<h<r? h>r2

< oy LG

=T )

wh) 2Ly G ),
+ 1
0<h<r? ,U(”'E)

1

u(r?)

o aOAL G )
< sup -

et g(r)wh) urywir?)

2Ly )
+ 1

bulunur.Buradan

C

il A, i)

| T
q(r?) 0<h<r? wih) w(r?)

L.(.,r; -
limM < lim sup —2"Ahf <4 1imM
o 2 o0 T (k) e T

q(l"z ) 0<h<r? W(}"z )

yazilabilir. Bu esitsizligin sag tarafi f eH ve Sonug 3.1.3 den dolay: sifira esit
olacagindan sikigtirma teoremi geregince
Ly(ors f)
fim 27O : L _,
r—0" -
q(r?)

olarak elde edilir. Simdi i) ve ii) yi birlestirirsek

L, (75 )0 L,(.,r; L.(.,r;
TS N T R ) |
q(r?) q(r?) q(r?)
hmwzo

r—0"

q(r?)
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olur.

Sonug 3.1.4: w(t)=1t", u(t)=t", 0< f<a <1 t>0olmak iizere eger f < H ise,
o taktirde

@ L Crs O <81

®) L7 1), < [g +@+)(0n ﬂ)’}}llfﬂm (rin(y

a-p
2

©[L; . N, <GS+ D|f],. 7

esitsizlikleri gegerlidir.

Sonuc 3.1.5: w(t) =1, u(t)=t",0<f<a<l >0 olmak iizere, f € H ise o

taktirde
(a) lim M =0
r—0" ra
. ||L (,l",f) 7"
o) lim T <0
(rln())
r
L . N —u
(c) }E}? % =0

7 2

esitlikleri gegerlidir.
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3.2. Bir Fonksiyona Genellestirilmis Gauss Weierstrass Singiiler Integrali le

Yaklasim Hizi

f(x), L (—o,0) uzayma ait integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Asagidaki
gibi tanimlanan f(x)’in genellestirilmis Gauss Weierstrass tek katli integralinin

yaklagim hizini belirleyelim.

s >0 i¢in
s K 4
L(x,&;5) = ——— j flx+te S dt , &0 (3.2.1)
2re)es
s
0. ()= f(x+0)+ f(x=1)=2f(x) (3.2.2)
ve
o(t) = [ g, (v)dv (3.2.3)
0
olsun.
. e ) . k(t)
Tanim 3.2.1: Integrallenebilir bir f* fonksiyonunun, k(¢) pozitif artan ve -

azalan olmak lizere k(¢) smifina ait olabilmesi i¢in agsagidaki sartlar1 saglamasi
gerekir.
(@) k(xy) = k(x)k(y)
®) |G+ 0= /)] = Ok()
Eger,
(i) k(t)=t" O0<a<]1 ise smifimiz lip a ’ya indirgenir.

1

(i) k(¢) = z‘(Z Pve f(x)eL, (p>1) isesmfimz lip(a, p)’ya indirgenir.
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1
(iii) k(1) =w()t ¥, w pozitif artan fonksiyon ve f(x) e L” ise sinifimiz
Yy

(l//(t), p) sinifina indirgenir.
Buradaki amacimiz, daha genel siiftan olan k(¢)’yi dikkate alarak f(x)’in

genellestirilmis  Gauss Weierstrass tek katli integrallerinin yaklagim hizin

belirlemektir. Simdi asagidaki teoremleri ispatlayalim.

Teorem 3.2.1: f(x) e L,(—,) olsun. u — 0 i¢in

[[fGe+n+ fx—0) =2 (0t = Olu*k(w))
ve k(t)

1

2 _’0}
L to)e[é‘ —o(1) ve %(zzk(t))=0(tk(t)) (3.2.4)

1 1

&) k(ET)

ozelliklerini saglasin. O taktirde (0,00) aralig (0,z,) ve (¢,,%0) olarak ayrilirsa

|L(x;&38) = f(x)| = O(Ek(E)) , €0

olur.
) o
Ispat 1 Ie < dt =1 dir. Gergekten bu integralde
2I'(—)¢s ™~
s
K 1 1 1

t - - —1 . .. .
g =u = t=(Cu)* = dt =¢° —u® du degisken degistirmesi yapilirsa
s

0 1
L (e du =1 elde edilir.

r@w

Simdi L(x;¢;s)— f(x) farkini hesaplayalim.
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\f\‘ o -
L(x:gis) = f() =—— j flrtte * di=f()—— fe < ar
2F(S)§ - 20 )

i mlil » —\f\

= jf(x+z)e dt+jf(x+t)e dz—zf(x)j
2F( )5 -

0 il
yazabiliriz. Bu esitlikteki .[ f(x+1t)e < dt integralinde ¢ = —¢ degisken degistirmesi

ve (3.2.2) den gerekli diizenlemeler yapilirsa

iy
L(xéi) = f(x) =— j p.(t)e © dr (3.2.5)
2F(S)§

1 1

bulunur. Daha sonra her iki taraf &*k(&*) ile boliindiigiinde

N I mid
e | UL E N (XY
ERE®) 2F(;)é?k(5 )L ’

ve (3.2.3) ifadesinden gelen d(D(t)) = ¢ (¢)dt esitliginden dolay1 ise

y A
- S j : d((b(t))+_|.f(x+t)e < dt
2r(;)f?k(f?)

mdl M“'

+jf(x—t)e ‘ dz—zf(x)j

|L(x,fl;S)—1f(x)| =1+, +1,+1,
Eh(E)

seklinde yazilabilir.

Simdi /, inceleyelim.
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ty ﬁ
I=—r e ¢ d(@)
2r(;>f?k<f?> ’

integralinde

o i

e =u de < Y=du
d@@)=dv D(t)=v
doniistimleri yapilirsa

i Jool* Jool*

I, = e d(t,)- j d(t)d(e < )

2F(i)¢”k(¢“)
=11 +1

bulunur. (3.2.4) ifadesinden

2 Jto]

s |t | k@) e_u ®(t,)
£y k(1)

[1' = 1 1 1
2F(§) é:; k(f;)

=o(l) oldugu goriiliir.

Daha sonra @(¢) = O(tzk(t)) oldugundan dolay1

mldl

I <- [k ¢

ar)e k)

S

integralinde kismi integrasyon kurali uygulanirsa

tk()=u  d’k(t))=du

d(e < )=dv e* =v olup
’ -l I
" s t k(t o o -
I s ———| (Ol)e « +je S At k()
20\ ) ke ’
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olur. (3.2.4) den

1 <o(l)y+—2 tfef’k(t)d( LA

2L ek &

seklinde yazilabilir. Eger yukaridaki integralin yakinsak oldugu gdosterilirse sinirli

oldugu gosterilmis olur. Simdi bu integralin yakinsak oldugunu gosterelim.

BN
A=—2" 0 jlel tk(t)d( —) integralinde
20C) 0 & k(er) &

1
t . -
— =0 denirse dt=¢*do

és

ak(a)e ‘do 0"

ot_."\;‘_‘g

olur. £ - 0" i¢in

© 1 ©
J.O'k(O')e_JS do = J-ok(a)e_gs do + J‘O'k(a)e_"s do
0 1

0

k(o)

o

yazabiliriz. k(o) pozitif artan, azalan oldugundan

I ok(o)e™ do
1
integrali ¢ ile ¢arpip boliiniirse
0 . 1 , © )
[ok(0)e ™ do = k(1)[oe™ do + k()| o*e ™" do
0 0 1

seklinde yazilabilir.
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Toplamdaki birinci integral Reimann anlaminda integrallenebilirdir.
Dolayisiyla yakinsaktir. Ikinci integralde karsilastirma testinin limit formu

kullanilirsa

4

limZ-=0, p=2>1

0—>0 e

oldugundan yakinsak oldugu goriiliir. O taktirde
J.ak(cr)e_gs do
0

integrali de yakinsaktir. Dolayistyla sinirli oldugundan

Tak(a)e-“’ do = 0(1) (3.2.6)

seklinde yazilabilir. O taktirde /" de
I't =o(1)+0()
I''=0Q)
seklinde yazilabilir.
I, =1 +1, oldugundan
=o0(1)+0()
=0(1) , >0
olur. Simdi /, yi inceleyelim.

% Ll
I, = SEE— jf(x+t)e < dt

arHe ke

S

Her iki tarafin mutlak degeri alinirsa
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ol

1 s — S T|f(x+t)|dt
20 k(E?) N
s
A Uy

1
2ECONE ) k&)1 k()
elde edilir. 7, =o(1) ispati da 7, daki gibi gosterilebilir.

Son olarak 7, inceleyelim.

o
I, :%f(x)-[e < dt
r(;)é?k(é?) g

ise

mll

|I4|S%|f(x)”.e < di
r (;)é k() .

_Mx

<l [

F(;)tok(to) b ESK(EY)

yazilabilir. Daha sonra bu integralde

s 1

t —
—=v' =>.dt=C¢%dy
¢

degisken degistirmesi yapilirsa

= SR f(x)ﬁvk(v)e-”dv

F(;)tok(to) %

&

elde edilir. £ — 0" i¢in
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J.vk(v)e_vé dv <o oldugu (3.2.6) da gosterilmisti. Dolayisiyla

0

+| f()| Tvk(v)e-”dv =o(l) .£-50°
I'()tk(t,) Ut
S —

&

I, =

elde edilir. 7,, 1,, I;ve I, Ui birlestirirsek
I +1,+1,+1,=0(01)+0()+0()+0(1)
=0(),¢—>0"
elde edilir. Boylece
1
[L(x;&:5) = f(0)| = O k(&) L € >0
gergeklesir.

Teorem 3.2.2: f(x) € L,(~o0,0) olsun. u — 0" igin

_T/l(t)dt =0’ k(u)) ve At)= T| fx+0)+ f(x=1)=2f(x)|dx
ise k() nin (3.2.4) sartlarim saglamas1 durumunda

_TlL(x;f;s> — f(x)ldx = O(fék(éé)) , &0

olur.

Ispat (3.2.5) ifadesinden dolay1

© Ul

Lesess) = f@ < — ¢ [lo. @ < dr
2r( )

1 1
yazilabilir. Daha sonra her iki taraf &*k(&*) ile boliintirse
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mil

! p.(0)e  didx

— JJengs) - fldr s ——— [
EhE) 2 )EkE) ™

mldl

¢, (e * dxdt

- 1 SE 1 .[.[
2 k)

S

o i il

= lszlj <

¢ dtT¢x(t)|e < dx

2F(§)é?k(é?)° -
) o A

-—— —[e < iy

2F(;)é?k(é?) ‘

elde edilir. Teorem 3.2.1 ispatindaki gibi

J/l(s)ds = @(t) denirse ®(1) = O(t’k(t)) olur. O taktirde
0

o I y e
Ky - Ky - -
s jeW(z)dtz s je< d(qs(z))+jz(t)e< dt
2F(;)§*'k(e“) ° ZF(;)é‘*'k(fS) ’ o
=1,+1,
seklinde yazilabilir.
1, i¢in
S " ﬂ
I, = — je S d(D(1))
2F(;)é*'k(é"‘) ’
olup,

I,=0(1) , £>0°

oldugu onceki teoremden goriilebilir. 7, ise
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o A
I,= at 1 j,l(t)efdt
270 (;)5 k(&))"

|
sM Tth(t) e ©

1

Zf(i)tok(l‘o)fo f; k(f;)

A

dt

1

L:cr = dz‘:é;da

é‘-’s

I, < M j oe " k(o)s =o(l)  &—0°

B 1
ZF(;)tok(to) %

olur. 7, vel, yi birlestirirsek
I +1 =0()+o(])
=0(1) E—>0"
elde edilir. Boylece
» 1
[lLxgs) - =0 k@) . &0
esitligi gerceklenmis olur.

Teorem 3.2.3: f(x)e L,(-0,0) u— 0 i¢in

f[f<x+r>+f(x—r>—2f<x>]dr = O(uk(u))

k(t) ise

1

{t—iJ ) [ —o(l) v k() = O(k(0)

&) k&)
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ozelliklerini saglasin. O taktirde (0,00) araligin1 (0,¢,) ve (#,,) olarak

ayirdigimizda

L(x;&5) = f(x)| =0(k(¢7)) , €07

olur.

Ispat : (3.2.5) ifadesinden asagidaki esitligi yazabiliriz.

-M

L&s)— £ =—— [, © dr
2F(S)és °

1

Her iki taraf k(&) ile boliiniirse

- _ _M T _M
|L(x,é,S)1 SO _ : S1 j(/,x(;)e : dt+j¢x(f)€ S di

k(&) 2r( ) k(é‘ )L

6 " -
- SHE— j : d(cp(z))+jf(x+t)e S di
2rC)e kel

mdl i

+jf(x—z)e , dt—zf(x)je ¢ dt

=l +1,+1,+1,
seklinde yazilabilir. /, igin

’Oﬁ

S -
I, = — [e < d@)
2F(;)5‘“k(5“) ’
integralinde
- 1] I
e ° = u d(e < )=du
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d(D(1)) = dv () =v

dontistimleri yapilirsa

it t ul”

S e R
L= {e Cd(1,) - [(n)d(e * )]
2I(C)E k() ’
=71 +1
elde edilir.
: t, | k(t o Dt . .
1 =—1 - (t) e~ &:0(1) oldugu (3.2.7) ifadesinden

2F(i) & ke Lok(ty)

goriiliir. Daha sonra @(¢) = O(tk(t)) oldugu i¢in

midi

" s o .
1 <- — th(t)d(e* )

arHe k)

S

integralinde
thk(t)=u d(thk(t))=du

e i

d(eT) =dv e‘ =v
doniisiimleri yapilirsa

A

1 ty _w
I < Sl L | ) e +[e < dik)
200\ e ke ’
olur. (3.2.7) den
1 <o+ [ F D40 , £ 0
20C) k(&)
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bulunur. Eger yukaridaki integralin yakinsak oldugu gosterilirse sinirli oldugu
gosterilmis olur. Simdi bu integralin yakinsak oldugunu gosterelim.

_f

s e Sk@t) .. .. . t .. e
B = ——d(t) integralinde —- =0 degisken degistirmesi

2F(;) O Ek(ED) &

yapilirsa,

)
T

&
B= j k(o)™ do
0
elde edilir. £ - 0" i¢in
< s l s b s
J.k(a)e_” do = J.k(a)e_” do + Ik(a)e_” do
0 0 1

k(o)

o

seklinde yazabiliriz. k(o) pozitif artan, azalan oldugundan esitligin sagindaki

[k(@)e do
1

integrali o ile carpilip boliiniirse
0 . 1 . © .
jk(a)e-“‘ do = k(1) j e do + k(1) j ce™ do
0 0 1

seklinde yazilabilir.
Birinci integral Reimann anlaminda integrallenebilirdir. Dolayisiyla

yaksaktir. Ikinci integralde karsilastirma testinin limit formu kullanilirsa

3

limZ-=0, p=2>1

0—>X0 eg

oldugundan yakinsak oldugu goriiliir. O taktirde

Tk(a)e”“' do
0
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integrali de yakinsaktir. Dolayisiyla sinirlidir. Buna gore
I'' =o(1)+0()
I'=0().
olur. 7, vel, yibirlestirirsek
I =11+1I
=o(l)+0()
=0(1) , &->0
elde edilir. 7, ise

I’

I, = 1 Sl J-f(x+t)e5 dt
200" k(é )"
&
|1, < lsl e * [lfCe+ e < le ’_OIL%I)e “) = o(1)
2PCIkE) 20N e Jk(E)

& — 07 igin

olur. 7, = o(1) olduguda 7, daki gibi gosterilebilir. Simdi /7, ’ii inceleyelim.

s
I, =%f(x)je S dt
rgﬁ%@h g
S —M
|14|<1—|f(x)| Jedie— |« ol [we
rOEkE) " FOik(t,) o g K& )

s 1

% =Vv'=.dt=Edv degisken degistirmesi yapilirsa

(3.2.6) ifadesinden
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_ +| f(x) j k(v)e™ dv = o(l)

F(E)tok(to) t%

o
oldugu goriiliir. Sonug olarak
IL+1,+1,+1, =01)+o(l)+0(1) +0o(1)
=0() E—>0"

elde edilir. Boylece

IL(x;&:5) = f(x) = O(k(&)) E—0°

gerceklenir.

Teorem 3.2.4 : f(x) € L,(—»,©), u — 0 igin ]ii(t)dt = O(uk(u)) ve
VOE T| f(x+0)+ f(x—1)=2f(x)|dx ise k(r) nin (3.2.4) sartlarm1 saglamas

durumunda T|L(x;§;s) — f(®ldx =O0(k(&)) & — 0 dur.

Ispat : ¢_(¢) iizerine O(tk(t) kosulunu uygulayarak teorem (3.2.2) deki ispat

gosterilebilir.

Sonug: k() ye farkli degerler verilerek asagidaki sonuclar elde edilebilir.

(i) k(t) =" ise o taktirde

I+a

IL(x;&5)— f(0)] = O0(& *)

elde edilir.

1

a—

(ii) k(t) =t 7 ise o taktirde

L(x:&s)— f(0)] =0E" " 7)
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elde edilir.

1 11 1

(iii) k(t) = l//(l‘)l‘_; ise o taktirde |L(x;&;s)— f(x)| =0 Tw(é 5)) elde edilir.
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4.TARTISMA VE SONUC

Bu ¢alismada 6nce L, uzayinda Deltasal Cekirdekli lineer integral operatdriiniin

yaklagim ozellikleri verilmistir. Daha sonra normlu uzaylarda Picard, Poisson-
Cauchy ve Gauss-Weierstrass singiiler integralleri i¢in yakinsama problemleri farkli
normlarda incelenmis ve Genellestirilmis Gauss-Weierstrass singiiler integralinin

yaklagim hiz1 belirlenmistir..
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