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OZET

BIRIM DiSK VE HALKASAL BOLGEDE KOMPLEKS KISMi TUREVLI
DENKLEMLER ICIN SINIR DEGER PROBLEMLERI

GENCTURK, Ilker
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Doktora Tezi
Danigman: Prof. Dr. Kerim KOCA
Temmuz 2019, sayfa

Bu tezde, belli tipten bazi kompleks kismi tiirevli denklemler i¢in temel sinir deger
problemlerin ¢oziilebilme kosullar1 ve ¢oziimleri incelenmistir. Bu cercevede, tezin gi-

ris boliimiinde calismanin amaci ve 6nemi belirtilmistir.

Ikinci boliimde temel tanim ve kavramlara yer verilmis, belli siniftan fonksiyonlar icin

bazi integral gosterimlerini iceren teoremler ifade edilmistir.

Sonraki boliimde ise, birim diskte sinir deger problemleri incelenmis, boliimiin so-

nunda orijinal bir sonuca yer verilmistir.

Uciincii ve son boliimde ise bir halkasal bolgede simir deger problemleri incelenmis,

boliim ve tez yine orijinal bir sonug ile sonlandirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sinir de8er problemi, kompleks kismi tiirevli denklem,

Cauchy-Riemann denklemi, Bitsadze denklemi.



ABSTRACT

BOUNDARY VALUE PROBLEMS FOR COMPLEX PARTIAL DIFFERENTIAL
EQUATIONS IN UNIT DISC AND A RING DOMAIN

GENCTURK, Ilker
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Ph. D. Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Kerim KOCA

July 2019, [68| pages

In this thesis, solvability conditions and solutions of basic boundary value problems
for some models complex partial differential equations are investigated. In this way,

aim and importance of the study is given in Introduction chapter of thesis.

In the second chapter, basic concepts and definitions are given and important integral

representations for some class of functions are obtained.

In the next chapter, boundary value problems in the unit disc are investigated and at

the end of chapter, original result is given.

In the last chapter boundary value problems in a ring domain are investigated and with

an original result chapter and thesis are finished.

Key Words: Boundary value problem, Complex partial differential equations,

Cauchy-Riemann equation, Bitsadze equation.
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Calismalarim boyunca; tecriibe ve katkilar ile beni yonlendiren, tez konusunun olus-
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oD
C(D;C)
C"™(D;C)
C%(D;C)
L,(D;C)

c%1(D;C)

Ck(D;C)

WZLP(D; C)
W.?(D;C)
WZIHX(E;(C)

WZH_OC(E;(C)

SIMGELER DIiZIiNi

Kompleks diizlemin bir alt bolgesi

D bolgesinin kapanisi

D bolgesinin sinir1

D bolgesinde siirekli kompleks fonksiyonlar sinifi

D bolgesinde m. basamaga kadar siirekli kismi tiirevlere sahip kompleks
fonksiyonlar sinifi

D bolgesinde tamml1 o iisteli ile Holder siirekli kompleks fonksiyonlar
sinifl

D bolgesinde p. kuvvetleri integrallenebilir kompleks fonksiyonlar si-
nift

D bolgesinde 1. basamaktan kismi tiirevleri mevcut ve ¢ iisteli ile Hol-
der siirekli kompleks fonksiyonlar sinifi

D bolgesinde k. basamaga kadar tiirevlere sahip tiim test fonksiyonlari
sinift

Birim disk

L,(D;C) sinifinda genellestirilmis birinci basamaktan z e gore tiirevli
fonksiyonlarin uzay1

L,(D;C) sinifinda genellestirilmis birinci basamaktan Z e gore tiirevli
fonksiyonlarin uzayi

D de genellestirilmis birinci basamaktan z gore tiirevli Holder siirekli
fonksiyonlarin uzay1

D de genellestirilmis birinci basamaktan 7z gore tiirevli Holder siirekli

fonksiyonlarin uzay1

vi



1. GIRIS

B. Riemann ve D. Hilbert tarafindan Riemann ve Riemann-Hilbert problemleri [10] ile
baglayan kompleks kismi tiirevli denklemler i¢in sinir deger problemleri matematigin
kompleks analiz, kismi tiirevli denklemler, fonksiyonel analiz, matematiksel fizik gibi
cesitli dallarindaki bilgi ve metodlar: bir araya getirir. Son yillarda diinya ¢apinda ce-

sitli aragtirma gruplar1 bu teoriye ilgi ¢ekici katkilar saglamaktadir.

Cauchy-Riemann denklemi, Beltrami denklemi, Bitsadze denklemi, sabit veya analitik
katsayili eliptik denklemler gibi baz1 6zel denklemler icin ortaya konulan smir de-
ger problemlerinde, teorinin ana amaclarindan birisi olarak problemlerin analitik veya
Ozel ¢coziimii verilmektedir. [4, [8, 11, 16, 20, 22, 23]]. Bununla beraber yapilan ¢alis-
malar ¢ogunlukla birim disk, yar1 diizlem gibi basit baglantili bolgelerde ele alinmustir.
Coklu baglantili bolgelerde ise sinir deger problemlerinin incelenmesi en basit durum
olan analitik fonksiyonlarda bile beraberinde cesitli zorluklar1 getirir. Ortaya ¢ikan ana
sorun ¢oziimlerin tek tiirlii gegerliliginin basit baglantili bolgelerden ¢oklu baglantili
bolgelere gecerken karsilagilan durum ile ilgilidir.[21]]. Bu konu da bilinen az sayida

sonug vardir. [1} [18]].

H. Begehr integral gosterim formiilleri kullanarak keyfi basamaktan kompleks kismi
tirevli denklemler icin sinir deger problemlerinin sistematik olarak incelemeyi bas-
latmistir. Begehr bunu yaparken ilk olarak kompleks Cauchy-Riemann operatorii d-
ve onun eslenigi d, operatdriiniin kuvvetlerinin bir ¢arpiminin olusturdugu denklemler
icin temel sinir deger problemlerini olan Schwarz, Dirichlet ve Neumann problemle-
rini ele almigtir. Bu incelemenin ana metodu kompleks diizlemde bir diizgiin D bolge-
sinde birinci basamaktan siirekli kismi tiirevlere sahip ve bolgenin sinirinda siirekli bir

fonksiyon i¢in uygulanan Gauss teoreminin kompleks formu ile ortaya ¢ikan Cauchy-



Pompeiu gosterim formiillerinin kullanilmasidir. Bu formiil kompleks analizde analitik
fonksiyonlar i¢in bilinen Cauchy integral formiiliiniin bir genellestirilmesidir. Cauchy-
Pompeiu gosterim formiillerinde ortaya ¢ikan bolge integrali 6zel olarak Pompeiu ope-
ratorii olarak adlandirilir ve bu operatér kompleks kismi tiirevli denklemler i¢in sinir
deger problemlerinin ¢dziimiinde onemli rol oynar. Pompeiu operatoriiniin dzellikleri

[22]] nolu kaynakta incelenmistir.

1.1. Tezin Amaci

Kompleks kismi tiirevli denklemler icin sinir deger problemleri 15181n kirinimi (diff-
raction) teorisi, medikal goriintiilleme, elastisite teorisi, potansiyel teori, kirig teorisi,

akigkanlar dinamigi gibi bircok alanda ¢esitli uygulamalara sahiptir.

Bu tezde birim disk ve halkasal bolgede homojen ve homojen olmayan Cauchy-Riemann
denklemi ve Bitsadze denklemi i¢in temel sinir deger problemleri olan Schwarz, Di-
richlet, Neumann ve Robin problemleri incelenecektir. Bu problemlerin ¢oziilebilme

kosullar1 ve ¢oziim gosterimleri 6zel formda verilecektir.

Bu tezin ana amac1 birim disk ve halkasal bolgelerdeki sinir deger problemleri incele-
nirken ortaya cikan ve daha dnce goz Oniine alinmamus ¢esitli tipten denklemler i¢in

sinir deger problemlerinin ¢oziilebilme kosullar1 ve ¢oziimlerini ortaya koymaktir.

1.2. Kaynak Ozetleri

Bu tezin hazirlanisinda once [4, 5] nolu kaynaklardan bazi kompleks fonksiyon sinif-
lart i¢in integral gosterilimleri 68renilmistir. Tezin ana bagliklarindan biri olan birim
disk icin sinir deger problemleri incelenirken daha 6nce birim diskte yapilan ¢alisma-

lar olan [3} 15,16, 7,19} (12} |13} [14]] kaynaklar1 incelenmistir.



Halkasal bolge goz Oniine alindiginda ise [21] nolu kaynak ele alinmistir. Bu kaynak
bir doktora tezi olup burada cesitli tipten kismi tiirevli denklemler i¢in sinir deger prob-

lemleri halkasal bolgede incelenmistir.



2 . TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Cauchy Tipli Integraller

Bu boliimde C kompleks diizlemde diizgiin egriler tizerinde Cauchy tipli integrallerin

bazi 6zellikleri verilecektir.

Bir diizgiin I" egrisi, siirekli olarak degisen tegetlere sahip bir kapali veya acik Jordan
yayidir. Boyle bir egri, R reel ekseninin [0, 1] araligin1 C nin i¢ine doniistiiren ve [0, 1]

tizerinde 7/(7) # 0 olan siirekli tiiretilebilir bir z fonksiyonu yardimiyla

seklinde temsil edilebilir.

Tamim 2.1.1. 7o € D sabit bir nokta olmak iizere, her z € D i¢in

lu(z) —u(zo)| < H|z—2z0]“* 2.1.1)

esitsizligi saglanacak bicimde H pozitif reel sabiti ve 0 < o < 1 olacak sekilde o sabiti

varsa u(z) fonksiyonuna zy noktasinda Holder siireklidir denir.

Eger her z1,22 € D i¢in (2.1.1) yaziliyorsa u(z) fonksiyonuna D de Hoélder siireklidir

denir.

D iizerinde tamimli Holder siirekli fonksiyonlar kiimesi C*(D) seklinde gosterilirken,
C%(D;C), D de tanimli kompleks degerli Holder siirekli fonksiyonlari; C*(D;R), D

de tamimli reel degerli Holder siirekli fonksiyonlar: ifade eder.



Tanim 2.1.2. I', kompleks diizlemde verilmis bir egri ve ¢, 1" boyunca integrallenebilir

bir fonksiyon olsun. Bu durumda,
1 d
00) = 5= [ 9022 2.12)

olarak tanimlanan integrale Cauchy tipli integral denir.

(2-1.2) seklinde tanimlanan ¢(z) fonksiyonu, C (= CU{e}) genisletilmis kompleks

diizlemi gostermek iizere, C \ I' da analitiktir ve sonsuzda sifir degerini alur.

Burada dikkat edilmesi gereken nokta, genelikle ¢ (z) nin, I iizerinde mevcut olmadi-

Sidir.

Ornek olarak bir [a, b] reel araligini goz dniine alalim. a < ¢ < b olsun. Bu durumda

b

/ dx (2.1.3)

X—cC

a

genellestirilmis integrali mevcut degildir. Ciinki

c—E b
. dx dx . b—c €
lim + = lim |log +log —
£1—0, XxX—cC xX—c £1—0, c—a &
&—0 a c+& &—0

ifadesi genellikle mevcut degildir. Fakat eger limitler € = € = & — 0 olacak sekilde

simetrik olarak alinirsa bu durumda

c—¢& b
. dx dx b—c
lim + =log
£e—0 XxX—c xXxX—c c—a
a c+E€

olur ki elde edilen bu degere (2.1.3)) integralinin Cauchy Esas Degeri denir.

Tamm 2.1.3. T', C de diizgiin bir egri olsun. I" izerinde bir ¢ noktas1 i¢in, ¢ fonksiyonu
{ = ¢ de singiileriteye sahip ve I'\ {c} de integrallenebilir bir fonksiyon olsun. € > 0
icin

Fe:=T\{C:|C—c| <&}

5



olarak tamimlansin. Bu durumda,

tim [ p(C:e)dg
Le

degeri mevcutsa, bu degere singiiler integralin Cauchy Esas Degeri denir ve

C.E.D. /(p(C;c)dC

Te

veya kisaca

[olcios

r

seklinde gosterilir.

Benzer sekilde, eger D C C bir bolge ve ¢, ¢ € D de bir singiileriteye sahip ve €

yeterince kiiciik pozitif bir say1 olmak iizere
D¢ :=D\{z:|z—c| < €}

bolgesi lizerinden

/ ©(z;c)dxdy
D¢

integrali mevcut olacak sekilde D \ ¢ de tanimli bir fonksiyon olsun. Bu durumda
lim [ ¢(z;c)dxdy

e—0
De

mevcut ise, bu degere

/(p(z; c)dxdy
D

singiiler integralinin Cauchy esas degeri denir ve

/(p(z;c)dxdy :=C.E.D. ;1_% ¢(z;¢)dxdy
D De

seklinde gosterilir.



Teorem 2.1.4. [4] I', C de diizgiin basit kapali (pargali) bir egri ve ¢ € C*(I") olsun.

Bu durumda

06 =5 [ (0 ds (2.1.4)

fonksiyonu, I" izerinde Cauchy Esas Degeri anlaminda mevcuttur.

Teorem 2.1.5. [4] I" ve ¢ bir 6nceki teoremdeki gibi olmak {izere

w(z) = %mr/wdg, TeT 2.1.5)

fonksiyonu, limit I" nin iki tarafindan tegetsel olmayacak bir sekilde alinmak kosuluyla

lim y(z) = y(7) (2.1.6)

—7T

ifadesini saglar.

Teorem 2.1.6. (Plemelj-Sokhotzki) Teorem deki sartlar altinda (2.1.4) Cauchy
integrali, D, dD* =T ile sinirlanmis bolge ve D~ = C\ (D* UT') olmak iizere

6t(0)= lm 02, 97()i= lim 02 .17
ZZED+ ZZGD*

sinir degerlerine sahiptir.
Ayrica, T € I'igin

1 _ 1
07 (0) =50(1)+9(7), 07 (1) =—59(1)+9(7) (2.1.8)
gecerlidir. Burada ¢ (7) Cauchy Esas Degeri anlamindadir.

Tanmm 2.1.7. (2.1.8)) ifadelerine Plemelj-Sokhotzki formiilleri denir. Bunlara esdeger

olarak

97 (1) =9 (1) =9(7), ¢ (1)+¢ (1)=2¢(1), 7€l

seklinde de yazilabilir.



2.2. Integral Gosterilimleri

Tanmm 2.2.1. Bir f(z) kompleks fonksiyonu zy noktasi ve bu noktanin bir komsulu-

gundaki her noktada tiirevli ise f ye zo da analitik fonksiyon denir.

Bir f fonksiyonu D bdlgesinin her noktasinda analitik ise f ye D bolgesinde anali-
tiktir denir. Kompleks diizlemin her noktasinda analitik olan bir fonksiyona da tam

fonksiyon denir.

C kompleks diizlemde, z = x + iy, (x,y € R) olmak iizere w = u + iv kompleks degerli
fonksiyonu bir ¢ift reel degerli u = (x,y) ve v = (x,y) fonksiyonlar1 yardimiyla verilir.
Ayrica, z nin reel ve sanal kisimlar1 yardimiyla yine w fonksiyonu z ve Z nin bir fonk-

siyonu olarak da yazilabilir.

Bilindigi gibi, w = u + iv fonksiyonu D bolgesinde analitik ise u ve v fonksiyonlar
Cauchy-Riemann denklem sistemini saglar. Tersine u ve v fonksiyonlarimin kismi tii-
revleri siirekli ve Cauchy-Riemann denklem sistemini saglarsa, bu durumda w, D bol-

gesinde analitiktir.

w = u+ iv fonksiyonu analitik olsun. Bu durumda; u,v

ux - Vy, uy - _VX

Cauchy-Riemann sistemini saglar. Burada

kompleks kismi tiirev operatorleri kullanilirsa,

2w, = Uy + vy — ity + vy = 2(uy + ivy)



elde edilir. Boylece Cauchy-Riemann sistemi
Wz = 0

kompleks homojen Cauchy-Riemann denklemi ile gosterilebilir.

Teorem 2.2.2 (Cauchy teoremi). Y basit kapali diizgiin bir egri ve D, v tarafindan
sinirlanan bir bolge olsun. Eger w fonksiyonu D de analitik ve D de siirekli ise bu

durumda

/w(z)dz =0 (2.2.1)
Y

dir.

Cauchy teoreminden Cauchy tipli integral yardimiyla analitik bir fonksiyonun goste-

rimi elde edilebilir.

Teorem 2.2.3 (Cauchy Integral Formiilii). D bir bolge ve y bu bolge icinde bir kapali

egri olsun. Eger z, ¥ i¢inde bir nokta ve w(z), D de analitik ise,

() = — / w(e)-22 (2.2.2)

T 2mi

dir.

Teorem 2.2.4 (Cauchy Tiirev Formiilii). D bir bolge ve y bu bolge i¢inde bir kapali

edri olsun. Eger z, ¥ i¢inde bir nokta ve w(z), D de analitik ise,

w (2) ”_!/—(Cvi(giﬂdg (2.2.3)

dir.

Birinci basamaktan kompleks kismi tiirevli denklemler i¢in sinir deger problemlerini
incelerken kullandigimiz temel kaynaklar Gauss teoremi ve Cauchy-Pompeiu gosterim
formiilleridir. Bu formiillere gegmeden 6nce baz1 fonksiyon siniflarinin tanimini vere-

lim: Bir kapali D C C bélgesinde siirekli fonksiyonlarin kiimesini C(D;C) ile, D C C



bolgesinde m. basamaga kadar siirekli kismi tiirevlere sahip fonksiyonlarin kiimesini

de C"™(D;C) ile gosterelim.

Teorem 2.2.5 (Gauss teoreminin kompleks formu). [4] D, C kompleks diizlemin

diizgiin bir bolgesi, w € C!(D;C) NC(D;C) olsun. Bu durumda

/Wz(z)dxdy = %/W(z)dz, (2.2.4)
D aD

/wz(z)dxdy = —%/w(z)dz (2.2.5)
D aD

ozdeglikleri gecerlidir.

Gauss teoreminden asagidaki gosterim formiilleri elde edilebilir:

Teorem 2.2.6 (Cauchy-Pompeiu Gosterimleri). [4] D ¢ C ve w € C'(D;C)NC(D;C)

olsun.

Bu durumda, her z € D i¢in § = £ + in olmak iizere;

1 d 1 déd
W@ = 5 [ WO 1 [we ) F 226
aD D
ve B
1 d¢ 1 d&dn
W@ = [ w2 = [, () @27)
27:134 -z nZ -z
ozdeslikleri gecerlidir.
Tamm 2.2.7. [22] f € L;(D;C) olmak iizere;
1 dEdn
Tf)=—— D/ FOPL zeC 22.8)

operatoriine Pompeiu Operatorii denir.

f€C*D;C) veya f € L;(D;C) olmasi durumunda (2.2.8)) ifadesi daima mevcuttur.
Hatta
T :C%*D;C) — C*!(D;C)

10



seklinde sinirl1 bir operatordiir. Burada C*! (D;C), 1. basamaktan kismi tiirevleri mev-
cut ve Holder siirekli fonksiyonlarin sinifidir. Pompeiu operatorii homojen olmayan

Cauchy-Riemann denklemi i¢in sinir deger problemlerini ¢6zmek i¢in kullanilir.

Tanim 2.2.8 (Test Fonksiyonu). D C C alt bolgesi verilsin. ¢ € C¥(D) olmak iizere
reel degerli bir fonksiyon olsun. ¢ fonksiyonu tamamen D nin icinde bulunan, kom-
pakt bir alt bolgenin sinirinda ve disinda 6zdes olarak sifir ise ¢’ye D bolgesinde

test fonksiyonu denir.

D’ye ait k.basamaga kadar tiirevlere sahip tiim test fonksiyonlarinin sinifi da C’g(D; C)

ile gosterilir.

Tanim 2.2.9. Her ¢ € C(l) (D; C) test fonksiyonu icin verilen f fonksiyonuna kargilik

// (faa—(f-f-g(p) dxdy = 0 (2.2.9)
D

// (f%—?u(p) dxdy = o) (2.2.10)
D

kosulu saglanacak sekilde bir g fonksiyonu var ise g ye f in z (Z) ye gore birinci basa-

maktan Sobolev anlaminda (genellestirilmis, zayif) tiirev denir ve

af _ [(df _
8_z_g’ (8_Z_g>’

seklinde gosterilir.

Not 1. g € C1(D) ve g = f icin ¢ € C}(D;C) oldugunda, Gauss teoreminin kompleks
formiilii (2.2.5) geregince

] t@e@+s@o@)dsty = [[ (R0 dxdy
D

D
= 5 [ FDed=0
oD

elde edilir.
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Buradan, eger f klasik anlamda tiiretilebilir ise ayn1 zamanda Sobolev anlaminda tii-

retilebilirdir ve onun Sobolev tiirevi klasik tiirevine esittir sonucu cikar.
Teorem 2.2.10. [22] f € L, (D;C) ise, bu durumda her ¢ € C(l) (D;C) i¢in

/f() dxdy+/f (z)dxdy =0 (2.2.11)

D

dir.

Teorem 2.2.11. [22]] Eger f € L;(D;C) ise bu durumda Pompeiu integrali 7 e gore
Sobolev anlaminda tiirevlenebilirdir ve D bolgesinde 0;T f = f dir. Ayrica, z € C\D
icin T f analitiktir.

Teorem 2.2.12. Eger f € L,(D;C), p > 1 ise bu durumda 7'f in z ye gore tiirevi

O.Tf(2) =TIf(2) = — /f "’5‘”’

seklinde ifade edilir. Bu singiiler integrali Cauchy esas degeri anlaminda vardir.

Pompeiu operatoriiniin tanimi ve ozellikleri [22] nolu kaynaktan alinmistir. Ayrica

daha fazla bilgi i¢in [4] ve [S)] kaynaklarina bakilabilir.

Kompleks diizlemde orjin merkezli birim disk olarak D = {z € C: |z| < 1} yi g6z Oniine
alalim. Birim disk i¢in Gauss teoremi kullanilarak (2.2.6) dan elde edilen Cauchy-

Pompeiu formiiliiniin bir diger versiyonunu asagidaki sekilde verebiliriz:

Teorem 2.2.13. [4] w € C!(D;C) NC(D;C) ise her z € D igin

W) = o [ Rew@ % L Imw@)%
1

2%1‘ ! {—z ¢ |C\:
L (vl oD
ﬂgzl (C—z s dédn 2.2.12)

ifadesi gecerlidir.
(2.2.12)) gosterilimi Schwarz-Poisson-Pompeiu formiilii olarak adlandirilir.
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Sonuc 2.2.1. [4] Her w € C'(D;C) NC(ID; C) fonksiyonu her z € D igin

(—z¢ 2n C -z ¢ 1-z¢

I¢[=1 1¢]<1

+iImw(0) (2.2.13)

W) = zm /R Z,’—l—de 1 / (Wg(g)§+z+wg(§)l+z§>déd

biciminde gosterilebilinir.
(2.2.13)) formiilii Cauchy-Schwarz-Poisson-Pompeiu formiilii olarak adlandirtlir.

Not 2. Birim diskin icinde analitik ve sinirinda siirekli olan fonksiyonlar i¢in (2.2.13)
formiilii
C +2zd¢
Rew(C)=—— +il 0 2.2.14
W) 2m/ ()2 Hitmw(0) Q2.14)
seklini alir ki bu formiil Schwarz-Poisson Formiilii olarak adlandirilir. Bu formiil birim

disk i¢in sinir deger problemlerini incelemede baglangi¢ noktasidir.

Not 3. Birim diskte
wz = f, (Re)|op =7, Imw(0) =c (2.2.15)

olarak verilmig sinir deger problemi gozoniine alinirsa (2.2.13)

_ {+zdf 1 f©)E+z  f(O)1+2C
w0 = g [ MO T 5 | ( {2 ¢ 1—zc>d§d

ICl=1 1¢]<1
+ic (2.2.16)

halini alir ki (2.2.16) nin, Dirichlet Problemi olarak adlandirilan (2.2.15]) sinir deger

probleminin bir ¢oziimii oldugu goriiliir.
Bu bize integral gosterimlerinin sinir deger problemlerini ¢dzmede nasil kullanildiginm

gostermektedir. Bu metot sadece birim disk icin gecerli olmamakla birlikte bu bolgede

problemlerin ¢oziimlerinin 6zel olarak verilmektedir.
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Tanim 2.2.14.
Stz

-z’

cekirdegi birim disk i¢cin Schwarz cekirdegi olarak adlandirilir. Schwarz c¢ekirdeginin

zeD, (edD

reel kismi ise

Stz _ & +i—1, zeD, {ecdD

ReC—z_C—z -z

D icin Poisson ¢ekirdegidir.

Schwarz, [19] da birim disk i¢in Poisson ¢ekirdeginin y € C(dD;R) olmak iizere

d ;—1]ﬁ = 1) (2217

1
lim — / —+
lz]—1, |z|<1 27”|§ Y(C) [C—Z C—Z C
ozelligini sagladigini ispat etmistir.

(2.2.17) den D, ={z € C: |z| < r} olmak iizere ¥ € C(dD,;R) i¢in

o [ 10 li+ : —1]ﬁ = 1) @218)

m -
|z|—=r, |2|>r 271
Cl=r

ifadesi gecerlidir. (2.2.17) den farkli olarak (2.2.18]) in ters isaretli olmasinin sebebi

donme yOniiniin degisimindendir.
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3 . BIRIM DISKTE KOMPLEKS KISMI TUREVLI DENKLEMLER ICIN
SINIR DEGER PROBLEMLERI

Bu boliimde birim diskte kompleks kismi tiirevli denklemler i¢in temel sinir deger
problemleri olan Schwarz, Dirichlet, Neumann ve Robin sinir deer problemlerinin

coziimlerini ifade eden teoremler ispatsiz olarak verilecektir.

3.1. Analitik Fonksiyonlar icin Sinir Deger Problemleri

En basit ve temel durumlar analitik fonksiyonlar i¢in sinir deger problemlerini inceler-

ken ortaya ¢ikmaktadir.

wz = 0 denkleminin ¢oziimleri analitik fonksiyonlar oldugundan analitik fonksiyonlar

icin verilen tiim sinir deger problemlerin ¢oziimleri de analitik bir fonksiyondur.

Tanim 3.1.1 (Schwarz Smr Deger Problemi). D = {z € C: |z| < 1} birim diskinde

wz = 0 denkleminin

Rew |jp=17, Imw(0) = ¢, y € C(ID;R), c € R

sinir kosullarini saglayan w(z) ¢oziimiiniin bulunmasi problemine analitik fonksiyonlar

icin Schwarz sinir deger problemi denir.
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Teorem 3.1.2. [5] D = {z € C: |z| < 1} olmak iizere;

Wz = 07 zeD
Rew(z) |op=¥(z), r€C(dD:R)

Imw(0)=¢, c€R
Schwarz problemi tek ¢dziime sahiptir ve bu ¢6ziim

w(z):L / Y(C)%%+ic (3.1.1)

27
I¢l=1

dir.

Tanim 3.1.3 (Dirichlet Simir Deger Problemi). D = {z € C : |z| < 1} birim diskinde

wz = 0 denkleminin
w(z) |ap=¥(2) , z € ID,y € C(ID;C)

sinir kosullarini saglayan w(z) ¢6ziimiiniin bulunmasi problemine analitik fonksiyonlar

icin Dirichlet sinir deger problemi denir.

Teorem 3.14. [S]D={z€ C:|z| < 1}, y € C(dD;R) olmak iizere
wz = 0 denkleminin

w(z) lop=7(2),2€D

kosulunu saglayan ¢oziimiiniin mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter sart |z| < 1 i¢in

1
27

/ y(C)&dCZO (3.1.2)
[Gl=1

olmasidir. Bu durumda da problemin tek ¢oziimii

W@ = [ MOZE 6.13)

§=1

Cauchy integral formiilii ile verilir.
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Uciincii sinir deger problemi olan Neumann sinir deger problemini ifade etmek igin

oncelikle diizgiin bir sinira sahip bir bolgenin sinirinda normal tiirevini tanimlamak

z—a| = r ¢emberi iizerinde yaricap vektorii yoniindedir. Yani;

birim normal vektorii v = @ olmak iizere bu yondeki normal tiirev

gerekir. Bu yonlii tiirev,

dy=0p = 0.+ -0
r r
olarak yazilir. Ozel olarak birim disk icin
0y = 20, +20;

dir.

Tamim 3.1.5 (Neumann Simir Deger Problemi). D = {z € C: |z| < 1} birim diskinde

wz = 0 denkleminin ¢ € C olmak iizere
ovw(z) logp=Y(z), w(0) =¢, z€ID, ye C(dD;C)

sinir kogullarini saglayan w(z) ¢oztimiiniin bulunmasi problemine analitik fonksiyonlar

icin Neumann sinir deger problemi denir.

Teorem 3.1.6. [9]] Birim diskte analitik fonksiyonlar icin Neumann sinir deger prob-

leminin ¢oziilebilir olmas igin gerek ve yeter sart |z| < 1 i¢in

1 _ds
ngzl "0 g =0 (3.1.4)

olmasidir. Bu durumda problemin ¢oziimii

W) == [ HOoe(1-D) G.15)

€1=1

d¢
¢

dir.
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Bir diger sinir deger problemi olan Robin sinir deger problemi aslinda Dirichlet ve

Neumann sinir deger problemlerinin bir birlesimidir.
Tanim 3.1.7 (Robin Smir Deger Problemi). D = {z € C : |z| < 1} birim diskinde
wz = 0 denkleminin

(w+dyw)(2) op=1(2) , z€dD, yeC(ID;C)
sinir kosullarini saglayan w(z) ¢oziimiiniin bulunmasi problemine analitik fonksiyonlar
icin Robin sinir deger problemi denir.

Teorem 3.1.8. [9] D = {z € C: |z] < 1} birim diskinde y € C(dD;R) olmak iizere
wz = 0 denkleminin

w(2) lop=1(z), z€D

kosulunu saglayan ¢dziimiiniin mevcut olmast i¢in gerek ve yeter sart |z| < 1 igin

2%. / v(C)&dc —0 (3.1.6)
|C]=1

olmasidir. Bu durumda da problemin tek ¢oziimii

W)= e [ g G.17)

formundadir.

3.2. Birim Diskte Homojen Olmayan Cauchy-Riemann Denklemi icin Sinir Deger

Problemleri

Bu boliimde bir 6nceki boliimde verilen sinir deger problemlerinin homojen olmayan

Cauchy-Riemann Denklemi i¢in ¢oziimleri incelenecektir.
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Teorem 3.2.1. [5] D = {z € C: |z| < 1} birim diskinde f € L;(D;C) olmak iizere

wz = f homojen olmayan Cauchy-Riemann denkleminin

Rewlyp =7, Imw(0)=c

kosullarini saglayan ¢oziimii vardir ve bu ¢oziim

_ {+zdf 1 f§)C+z  f(O1+2C N
W(Z)_zni / Y(C)C—zé 27 / [ 4 C—z+ ¢ 1-z¢ dodn +i

E1=1 ¢<1

(3.2.1)

formilii ile tek olarak belirlenebilir.

Teorem 3.2.2. [5] D = {z € C: |z| < 1} birim diskinde

wz=f, z€D, feL(D;C)

wlop=7, y€C(dD;C)

olarak tanimlanan homojen olmayan Cauchy-Riemann denklemi i¢in Dirichlet proble-

minin ¢6ziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul |z| < 1 birim D diskinde

1
o / 1) = / FE)—zpadn (3.2.2)
E1=1 |g\<1
olmasidir.
Bu durumda Dirichlet probleminin tek ¢oziimii
1 d¢ 1 dédn
wiz) =5 / U / U(Oh (3.2.3)
§I=1 ¢]<1

olur.
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Teorem 3.2.3. [5] D= {z€ C: |z| < 1} birim diskinde f € C*(D;C), 0 <o <1, y€
C(dD;C), c € C olmak iizere

Wz = f7 aV"V|8]D) =%, W(0> =,

homojen olmayan Cauchy-Riemann denklemi i¢in Neumann sinir deger probleminin

¢oziilebilir olmast igin gerek ve yeter sart |z| < 1 i¢in

| O et | FOT sty [ tagin =0

27i 1-z8)¢  2mi 1-z¢ z8)?
I€l=1 I€l=1 I€l<1
(3.2.4)
olmasidur.
Bu durumda tek ¢oziim
1 _
W@ =c- gz [ O-Trost - D% — / Lagan 325)

dir.

Teorem 3.2.4. [9] Birim diskte homojen olmayan Cauchy-Riemann denklemi i¢in Ro-

bin sinir deger problemi

WZ:fa (W+8VW)|19]D) =7 feLl(D,C)ﬁC(QDC)

tek tiirlii ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul |z] < 1 igin

[ {10-T00} 541 [ gl (©dan =0 G26)

|z|=1 \z\<1

dir.

Bu durumda ¢6ziim

vv(z)zzim.| ‘ [ (Er@-n0) @dé—a lﬂidwn 327
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olarak verilir.

3.3. Birim Diskte Beltrami Denklemi icin Sinir Deger Problemleri

l9(z)| < go < 1 kosulunu saglayan ¢(z) fonksiyonu i¢in
wz+q(2)w;

formunda kompleks gosterime sahip Beltrami denklemi birinci basamaktan kismi di-

ferensiyel denklemlerden olugsan Cauchy-Riemann sisteminin daha genel halidir.

Burada ¢(z) tizerine konulan kosul sistemin kuvvetli eliptikligini saglar ve eliptiklik
kosulu olarak adlandirilir. Beltrami denkleminin ¢éziimleri geometrik fonksiyon teori-
sinin temel konularindan birisi olan quasikonform doniisiimlerdir. Calismanin bundan
sonraki boliimlerinde z € D i¢in g(z) = ¢ (c sabit) alinacaktir. Yine bu boliimde Belt-

rami denklemi ile ilgili teoremler de ispatsiz olarak verilecektir.

Teorem 3.3.1. [12] Birim diskte f € L,(D), p > 2, ¥y € C(dD,R) ve a € R olmak
lizere;

WZ+CWZ:f7 Rew’aD:% Imw(O) =a

olarak verilen Schwarz sinir deger problemi ¢oziilebilirdir ve ¢6ziim

" _ > B k"'li Ck k —c ! i
(Z) (P(Z)+];)( 1) Zn_g[l{ Hl(f (P)(C)C(C_Z)
AT —co) i}d d 33.1
+T (= Oz pdEdn 33D

dir.
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Burada ¢(z) fonksiyonu ve I1; operatorii

oz) = 2% / Y(C)gfz%ﬂa (3.3.2)
g=1
Mp(z) = %C/]{(é’(CZ))ZJr(I’_)(S%)z}dédn (33.3)

dir.

Teorem 3.3.2 ([12], [17]]). Birim diskte p > 2 i¢in f € L,(D) ve y € C(dD;C) olmak

iizere;

wztew=f, wlop=7v

Dirichlet sinir deger probleminin ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Z - okt
ﬁ / Y(C)chz—c'lzilgc:k;)(—l)kck% / f(C)(C—z)k% (3.3.4)
Cl=1 - [4S!

esitliginin saglanmasidir.

Bu durumda problemin tek ¢oziimii

w(z) = (¢ v(¢ —
271?1|C/1 —Z anc/l _Z_C(C z)

d&dn
1 33.5
/ E—z—c(§—2) (332

|§\<1

dir.

Teorem 3.3.3. [13] Birim diskte Beltrami i¢cin Neumann sinir deger problemi

WZ+pWZ:f7 fELq(]D);(C)vq>2ap€(c? |p|<17
(aVW)b]D) =7, W(O) = 07 Ye C(&D,C),

¢oziilebilirdir ancak ve ancak |z| < 1 igin
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1+ pZ?

v(¢
—d
2”’|§/1 - pC I—ZC—pZ(z—C) :
D\ —
- /f (1+p)z SdEdn =0 (3.3.6)
"< 1—ZC pz(z—¢)
saglanmasidir.
Bu durumda tek ¢oziim
¥ - pl
1 =——d
2’”|g|/1 B
1 A
> | 4=

) dEdn (3.3.7)

dir.
3.4. Birim Diskte Bitsadze Denklemi icin Simir Deger Problemleri

Ikinci basamaktan temel kompleks kismi tiirevli denklemlerden birisi de wz; = f for-

munda homojen olmayan Bitsadze denklemidir.

Bu boliimde literatiirde yapilan Bitsadze denklemi i¢in bazi sinir deger problemleri
birim disk esas alinarak ¢oziilecektir. Bu boliimiin 6nemi bir sonraki boliimiin konusu
olan halkasal bolgede ayni problemlerin ¢éziimlerinin arastirilmasinda yardimci olma-

sidir.

Teorem 3.4.1. [3]] Birim diskte
z=f, wlap = 10, wzlap = 1; f € Li(D;C), 0, 11 € C(dD;C), [z] <1 (3.4.1)

olarak verilen homojen olmayan Bitsadze denklemi i¢in Dirichlet sinir deger proble-
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minin ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul |z| < 1 i¢in

z w(@)  n@) /
= - 4.2
i | (1-2@ co )4t | 1O G:42)
I€I=1 \CI <l
ve
1 zd¢ 1 zdEdn
— —— = 4.
s | O7 5 [ HOTF =0 (343)
I61=1 ¢]<1
kosullarinin saglanmasadir.
Bu durumda ¢6ziim
WZZZm/Y —z 271:1/1/1
Cl=1 I¢]=1
1 _
[ s ()
Cl<1
olarak verilir.
Teorem 3.4.2. [3]] Birim diskte
wz = f, wlagp = W, dvwzlgp =71, wz(0) = ¢
feLi(D;C)NC(dD;C), 1, 1 € C(ID;C), ceC (3.4.5)

olarak verilen homojen olmayan Bitsadze denklemi i¢in Dirichlet-Neumann sinir deger

probleminin ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul z € D igin

1 1—!4\2
27”'/1 0127+ |§Zlf gy d5dn =0 (3.4.6)

veE

! L S 1 NP
- |/ - Uy / gl eaD

kosullarinin saglanmasadir.

24



Bu durumda ¢6ziim

o | (n©-87@) g - 0%

2 2
WL polRokP

=/ = dEdn (3.4.8)

ile verilir.

3.5. Beltrami Denklemine Indirgenebilen n. Basamaktan Bir Denklem icin Siir

Deger Problemleri

[12] ve [13] nolu kaynaklarda wz+cw, = f Beltrami denklemi i¢in Dirichlet, Schwarz,
Neumann ve Robin sinir deger problemleri incelenmistir. Ayrica, yine [[12] de Beltrami
denklemine indirgenebilen 2. basamaktan w z +cwz = f, (z € D, |c| < 1) denklemi igin

bir Dirichlet probleminin ¢6ziimii hakkinda bilgi verilmistir.

Bu bolimde, D = {z € C : |z| < 1} birim diskinde sabit katsayili n. basamaktan

2"w(z) N 2"w(z)

S T3 gzt = (@), 2€D, fELD,C) n=1.2,., (3.5.1)

kompleks kismi tiirevli denkleminin

Hwlop =% ,0<k<n—1, % €C(D,C) (35.2)
Dirichlet sinir kogullarini saglayan ¢dziimiiniin mevcut olmasi icin gerek ve yeter ko-

sullar altinda elemanter ¢6ziim ortaya konmaktadir.

(3.5.1)-(3.5.2) problemini incelemeden 6nce polianalitik fonksiyon olarak tanimla-
nan d7'w = 0 formundaki kompleks kismi tiirevli denklemin homojen olmayan tipi

(07w = f) igin Dirichlet simir deger probleminin ¢oziilebilme kosullarini ve ¢oziimiinii
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veren teoremi ifade edelim:

Teorem 3.5.1. [14] Birim diskte f € L, (]D);C),}/k S C(&]D,(C),O <k <n-—1 olmak
uzere

Iw=f(z), Fwlogp=m%, 0<k<n—1,

seklinde tanimlanan Dirichlet i¢in sinir deger probleminin ¢oziilebilir olmasi icin gerek

ve yeter kosullar 0 < k < n— 1 olmak lizere

v 2 (8 =2+
=2 R T (35.3)
(ko ofe) @tk
L Zéléll_zc (”_1—k)!d5dn_0

esitliklerinin saglanmasidir. Bu durumda tek ¢6ziim

n—1/_1\k T \k
wz) = Z<22 % / n(@%_f dg (3.54)
"y Igi=1
(=" 1 (§—2)"2
p mq/l f(C)?dédn

dir.

Teorem 3.5.2. D = {z € C: |z| < 1} birim diskinde |c| < 1 olmak iizere

olw+cd.02 'w= f(2), f € L,(D,C), p>2,n=2,3,..., (3.5.5)

¥ wlop =%, % € C(AD:C), 0<k<n—1, (3.5.6)

seklinde tanimlanan sinir deger probleminin ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart-

lar her z € D i¢in f, %, fonksiyonlarinin

n—k+v-—1

- 7)1 r r 7 \n—k+r—1
II(Z’C):;‘Z(—I)r_IcrL Z(_l)v( )(C 2) +

veE
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olmak tizere
S I N (9 ) (s
E"zmml( 1) 2t R d¢
(_l)n_k_l_ (C=2)m k—1
27 ZMZI O i
_1\n—k—1 kel
=1 <1

N 2+cz{ % Yy £(&)
i | PO G | e

esitliklerini saglamasidir.

Bu durumda verilen problemin tek ¢oziimii

W(Z) — nZZ(_l)k M(E)kdc

& o )oK (§—2)
27; 1 / Bkl Cd—
1¢[=1
Ujlgél m%":)(c5 2)?

dir.
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Ispat. (3.5.5) denkleminde

azflflw =g (357)

seklinde bir degisken degistirmesi yapilirsa bu denklem
gzt+cg: = fif € Lp(D,C),p>2 (3.5.8)

Beltrami denklemine indirgenir ve (3.5.6) daki son sinir kogulundan

glom = ta-1 (3.5.9)
Dirichlet kosulu yazilabilir.
Diger taraftan
o2 'w=g(z), g € Li(D;C), (3.5.10)
I’wlap =1, 0<k<n—2, % € C(dD,C), (3.5.11)

polianalitik fonksiyonlar i¢in Dirichlet sinir deger problemi ortaya ¢ikar.

Dolayisiyla Teorem ve Teorem uygulanabilirdir. g(&), (3.5.3) de yerine

yazilarak integrasyon sirasi degistirilirse

" 2 ax (8 (C—2)*

Ek%lé’él (=1) kl—zé; (A —k)! ds

(=)t 1 (C—2)"* 2 d&dn
T om Z| /1 "”‘1(’)%(“/1 n—k—2)(1—20) -

G 1 (E—2" 2 c(t—0C)  d&dny
o Z[Y"—l(’)E/ kDD

—dtdty;

— \n—k—2 — i
__/f(t)l (£-2) 1 d&dn E=&+in

elde edilir.

(n—k=2)'r—¢—c(t—C)1-2C t=t+i



Burada Cauchy-Pompeiu gosterilimi kullanilarak (3.5.12) nin ikinci terimi i¢in

n—k—2 dédn
_/ (n— k 2 (1-28) t—=¢ (3.5.13)
I¢l<1
_ (=2 ! _L/ (E)n—k—] ¢
C(n—k=1D!(1-2) 2ml§\*1 (n—k—11(1-28) ¢ —
elde edilir.
L. / (m)f*kfl d[; _ _L‘ / (G)nfkfl dz_
2717l|€|:1 (1-20) &-—t 2m\<§|:1 C—2) 1-1C
L
2ni§|[1 (l—tf) e

oldugu goz oniine alinirsa

= k2 dgdn _ (ap!
1) —k—2)1(1-20)1—-C  (n—k—D)I(1—z)

[453]

yazilabilir. Benzer sekilde (3.5.12) in diger terimlerindeki integraller i¢in de

1 / (E—2)" %2 c(t—C)  d&dn

n|C|<1 (n—k=2)' r—¢—c(r— &) (1-28)
B o (_1)r—1cr — — r (ﬁ)n—k—l—r—l
_r;l(n_k 1_117\/240 ()n k+v—1

ve

I / (C=g)yr*2 1 dEdn
(n—k=2)' ¢ —¢—c(t— ) (1-2C)

B oo (_l)r—lcr (Z)r r v r (m)n—k+r—l
CE(n—k=2)' (1 —z)rt! ;0(_1) h (v) n—k+v-—1

oldugu goriilebilir.
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Dolayisiyla (3.5.3)) ¢oziilebilme kosulu

2z L) =
Ekz_mmzl -1’ kl—ZC o %
(_1)n7k71 . (G)nfkfl
27 Z|§|[1 7”‘1(4)(n—k—1)!(1—z<:)d§
( 1)n—k—1_ o0 (_1)r—lcr (Z)r—l r o[ (E)n—k—i—r—l
+ 2mi Z|§|[1 ynil(g)r; (n—k—2)! (I—ZC)’EO(_D (v) n—k+v-—1 ds
(_l)nfkfl_ oo (_1)rflcr (Z)r r v r (G)nfkqtrfl
+TZ|C|[1 ﬂg); (n—k—2)! (1—z{)+1 vg(‘” b <v) n—k+v—1 dsdn
=0
sekline gelir.

Problemin ¢oziimii i¢in (3.3.3) deki g({) degeri, (3.5.4)) de yerine yazilarak integras-

yon siras1 degistirilirse, t = t] + it olmak iizere

(1 %(8) (§—2)F
W) = Zb 2w |§|/1 K (C—2) ds
(—1)! 1 ({—2)"% dédn
o /Y”‘l(t) T / (n2)!(§z)t§]dt

lr[=1 | gl

-l T2 i—¢
! 17)ri /Ynl(t) . / ((C 0 : C)—dédn] di

2 T n=2)(0—2)tr—¢—c(t-20)

=1 | gl

(= 1 (§—2)"? d&dn
|,Zl f() |€L ("@KC@ICc(ﬁ)] dndn

(3.5.14)

elde edilir.
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Burada

T

[45S]

1 (C—2)"2 1 1
RN (g5 )eson

(=2 1 1
T (n=Dl(r—z2) 2mi(n—1)(t—2) EMZI
_ (= 1 1 w1 1 1 \dg
09 2w i z)m/fg ()
B (t—z)”fl

C(n—-1)!(t—2)

oldugu goz oniine alinarak diger integraller hesaplanirsa

! C-a'? =0
- / :

w00

I - G e o VA s
_(n—Z)!r:Z’lc (r—2)r v;)n+v—1(v>

d&dn

__/ - dédn
it (n— 2 —c(t=0)
= 7 Zcfﬁi Ziii Lol
elde edilir.

Sonug olarak bu degerlerin (3.5.14) de yerine yazilmasiyla
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&ﬂ—ﬂk w(&) (€ —2)"

wis) — d
(2) & o S K (§-2) .
(—1)n-! (C—2)!
L |C[1yn_1<c>(n_l)!(c_z)dc
1yt L e E
+ 2T |§/] Yn—l(C)(n_z)";C (C_Z)r \/;On+v—1(V>dC

(=~ 1
o /f((:)(n—Z)!

r=1
[4S}

elde edilir.

Not 4. n =1 igin (3.5.3)-(3.5.6) sinir deger problemi Beltrami denklemi i¢in Dirichlet

problemine denk oldugu goriilebilir.
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4 . HALKASAL BOLGEDE SINIR DEGER PROBLEMLERI

Calismanin bu kisminda halkasal bolgede analitik fonksiyonlar i¢in temel sinir de-
ger problemlerin 6zel formda ¢oziimleri verilecektir. Daha sonra da homojen olmayan

Cauchy-Riemann Denklemi i¢in sinir deger problemleri incelenecektir.
4.1. Integral Gosterilimleri

r bir reel pozitif say1 olmak tizere kompleks diizlemin halkasal R := {z € C,0 < r <
|z| < 1} bolgesini goz oniine alalim. R halkasal bolgesinde analitik fonksiyonlar i¢in

sinir deger problemlerini ¢c6zmek icin agagidaki gosterim formiilii 5nemli rol oynar:

Teorem 4.1.1. [21] w, R halkasal bolgede analitik ve R de siirekli olsun. Bu durumda

w(z) 2m/R C+Z+2nzl{ 2n§z+CCr2nZ}]%ﬁc/ W%

4.1.1)
gosterilimi gecerlidir.
ispat. Cauchy teoreminden (Teorem [2.2.2)) herhangi bir z € R ve n € N igin
1 > b4 4 dg
— — =0 4.1.2
2ni/w(z>,§(r2nc—z+c—r2nz> ke #12
JdR a
1 - z¢ d¢
— [ w(z — =0 4.1.3
27171'8/ [1 -z¢ nz::1 (rznzc —1 zC )] 4 ( )
R

yazilabilir.

(4.1.3) tin kompleks eslenigi ve (4.1.2), R de w fonksiyonu i¢in uygulanan (2.2.2) Ca-
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uchy integral formiiliiniin sag tarafina eklenirse, bu durumda

S B S Y I S Y
o) = 5 /w<c>g_z+2m.a£ <c>n;(r2n§_z+§_r2nz)g

JdR

1 [—| 28 & 24 d¢
+2_7ti/w [ n;( -1 zC—r2”>]?

JoR

veya diizenleme ile

oo

_ ZICI2 g
wiz) = 27cz/ReW [ - ZICI2 Z(rz"ij Z+C—r2”z

) 2
—rznzmcwz—c‘z|C|Z2|€|r2nc)}dC 2 l/Im e

¢ ¢ gt \] ¢
*Z(ﬂ"c ” c—rznﬁrz"zw—c*acrt%)]c

elde edilir.

Sinir integrallerini ayirip ve bazi kisaltmalar yapilirsa

C+z d Z g ¢
;' k (rznc—z+c—r2"z)] ¢

olup buradan

W) = 5o [Rew(d)

ifadesi yazilabilir.
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1 d
Burada w, R de analitik oldugundan 7 / Imw({ )?
JdR
ispat tamamlanmis olur. [

= 0 oldugu go6z Oniine alinirsa

Sonug 4.1.1. R de siirekli ve R de analitik bir w fonksiyonunun reel kismi

2n 2ny
Rew(z) = /Rew L—1~|—Z 2r 6 +i
27i C—z rnl—z ¢
on 2n=
re'z r'z
— = J|Z=-— [ R
+C—r2nz+§_r2nz> 2mi / ewl

Cl=r
formunda gosterilebilinir.

Bu boliimde L,(D;C) smifinda genellestirilmis birinci basamaktan z ye ve Z ye gore
tirevli fonksiyonlarin uzay1 sirasiyla Wzl’p (D;C) ve WZLP (D;C) ile ifade edilirken,
W, (D;C) (W) **(D;C)) ise D de genellestirilmis birinci basamaktan z (Z) ye gore

tiirevli Holder siirekli fonksiyonlarin uzayin ifade eder.
4.2. Halkasal Bolgede Analitik Fonksiyonlar I¢cin Temel Siir Deger Problemleri
4.2.1. Schwarz Simir Deger Problemi

Teorem 4.2.1. [21] R halkasal bolgesinde c € R ve r < p < 1 olmak iizere

9 yecOrRR) @2

1
> = R; R =Y — 1
WZ O,ZE H eW|aR Y? 27_“ / mW(C) C

ICl=p

olarak tanimlanan analitik fonksiyonlar icin Schwarz sinir deger probleminin tek tiirlii

coziilebilir olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul her z € R i¢in

o | 10 =5 [ M0%F =0 @22

§1=1 |Cl=r
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olmasidir. Bu durumda tek ¢oziim

w0 =5 [ 10 |FE 52 Cf’;inz}]%—zim/m%w

JoR

dir.

ispat. (4.2.3) formiilii R de analitik bir fonksiyon belirtir ve reel kismi

},.an
Rew(z) = 27rz/y [ §—_1+Z<rZ”C—z 21—

rZ”ZICIZ 7’2n|Z|2C dC 1 dC
+r2nz|z,‘|2—|z|zc+z|<:|2—r2"|z|2z;)]?‘ng/ T

olur. Buradan

lim Rew(z)= lim L / }/(C)[ 4 + ¢ —1] dC,

lz|—1, zeR \zHl,zeRanml (-2 C—g ?
1 ¢ ¢ d¢
li R — — i 1=
lz\—:rHEER ew(?) 27n/y |z|—>1:r;€R27l'l| / v(¢) [C—er(:_Z ] 4
olur.
Burada _
S
-z {—z

ifadesi (|z| < 1i¢in |{| =1 veya |z| > rigin |{| =r), |z| < 1 birim disk ve |z| > r bol-
geleri i¢in Poisson cekirdegidir. Poisson ¢ekirdegi |z| < 1 ve |z| > ricin y € C(dR;C)

olmak tizere

1 ¢ ¢ _
Iﬁgrllmﬁmzl e e ARG
Jim s [ cézﬂ;i‘l T - o @2

|E]=r - -
ozelliklerini saglar. Buradan (4.2.3)) fonksiyonun (4 in ilk kosulunu saglamasi igin

36



gerek ve yeter kosulun (4.2.2)) oldugu goriilebilir.

Normalizasyon kosulu da denilen ikinci kosul ise

1 dz 1 1 C+z & ¢ ¥z dzd{
27i / W(Z)? N %/Y@)%/ §+2Z’1(r2”§—z+é—r2”z>]?§

n—=

lzl=p JdR lz|l=p
1 dg
o / Y(C)?Jﬂc
|Cl=r
1 g .
= o / Y(C)?JFZC
I¢]=1
oldugundan yine gecerlidir. [

4.2.2. Dirichlet Sitmir Deger Problemi

Teorem 4.2.2. [21] R halkasal bolgede ¥ € C(dR;R) igin
wz:=0,Z€R; wyr =7, (4.2.6)

analitik fonksiyonlar icin Dirichlet probleminin tek tiirlii ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul her z € R icin
1 zd 1 zd
[r0 =k [ra 2 o0 @27

27i 1-z¢  2mi -z
JoR oR

dir.
Bu durumda tek ¢6ziim Cauchy integrali ile tek tiirlii
| d¢
= — — 4.2.8
W) = 5 [ 1072 @28)
JdR

olarak verilir.

Ispat. #.2.8) ile verilen w, Dirichlet probleminin bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda, Ca-
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uchy integrali R de ve C = CU {0} olmak iizere C \ R de siirekli sinir degerlerine sahip

bir analitik fonksiyon oldugundan

lim  w(z) = y(¢) (4.2.9)

7—C, zER

yazilabilir. |z| < 1 i¢in

hy_ ! W _ 1 2 dg_ 1 d°¢ ¢
W(%) _%/M)zc—l " 2ni / "O=%7 "om / U T

IR I€l=1 Cl=r
(4.2.10)
olduguna dikkat edelim.
n 1 ¢ 4 d¢
w(Z)—W<%) = z—m.g'[l v(¢) (C—Z+ C—Z_1> ?
1 4 2*¢ ) d¢
_%KZ Y(C)(C—z+|z\2C—z>f (4.2.11)

1
farki, #.2.9) ve |{| =1 icin Poisson cekirdeginin ozelliginden ve  lim w (—)

=, Jzl<1 Z
varolmasindan dolay1

1
lim w(z) — lim w (;) = ¥(0) (4.2.12)
7= = Z
lz]<1 lz]<1
olur.
(4.2.9) tekrar g6z Oniine alinirsa
) 1
lim w (;) —0 4.2.13)
7—C Z
lz]<1

olur.
|z| > 1 de w(z) analitik ve sonsuzda sifir degerini aldigindan analitik fonksiyonlar i¢in
maksimum prensibi geregi |z| > 1 i¢in w(z) = 0 dir ve alir. Buna denk olarak |z] < 1

icin w(1/Z) = 0 dur. Yani; de ilk kosul saglanir.
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o(2) = o [ 102 < @214
¢

o (%2> ) 2Lm.|c[1 1 <C€z B \z!2|2|2—cr2z) %

b ¢ . ¢\
Z”ic//@)(Cﬁﬁ 1)5 (4.2.15)

farki ve |{| = r igin Poisson ¢ekirdeginin 6zelliginden

2
lim w(z) — lim w <Q) =) (4.2.16)
= =& Z
|z|>r |z|>r
elde edilir. (4.2.9) a gore,
2
lim w (Q) —0 4.2.17)
7—C Z
|z|>r

dir. Analitik fonksiyonlar i¢in maksimum prensibi geregi |z| > r igin

()

dir. Boylece nin ikinci kosulu da gecerlidir.

Sonug olarak nin gerekli oldugu ispatlanir. Yeterliligi ise agiktir. O

Not 5. Daha genel bolgelerde analitik fonksiyonlar i¢in Dirichlet problemi (2.1.8)
Plemelj-Sokhotzki formiilleri ile ele alinir. Bunun i¢in sinir degerinin Holder siirekli
olmasi gerekir. Halkasal bolgelerde ise Holder siirekliligin gerekli olmamasinin nedeni
bu bolgelerde Poisson ¢ekirdegi yerine Cauchy c¢ekirdeginin ¢oziilebilme kosullarinda

yer almasidur.
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4.2.3. Analitik Fonksiyonlar icin Neumann Simir Deger Problemi

Uglincii sinir deger problemi olan Neumann sinir deger problemini formiilize etmek
icin Oncelikle diizgiin sinira sahip bir bolgenin sinirinda normal tiirevi tanimlamak

gerekir. R halkasal bolgesinde normal tiirevinin yonii, birim ¢ember iizerinde yaricap

vektoril ile ¢akigirken, |z| = r gcemberi iizerinde ise ters yonliidiir.

Bu durumda, R halkasinin sinir1 iizerinde normal tiirev operatorii

d;+70;, =1,
5, = Wt [ (4.2.18)

4 —
30—l =n

seklinde olur.

Teorem 4.2.3. [21]] R halkasal bolgede y € C(dR;R), ¢ € C, zp € R sabit bir nokta
olmak tizere;

Wz = 07 ZWZ|8R =7 W(ZO) =, (4219)

analitik fonksiyonlar icin Neumann probleminin tek tiirlii ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek

ve yeter kosullar her z € R i¢in

= [0 = o [0 =0 @2

2_7ri| /, 1-2¢ 2_m'|g_ 1-z¢
1 df 1 df
2—7”.'(:/ Y(C)m = z—m.lg/ Y(C)m =0 (4.2.21)
—1 —

saglanmasidir.

Ayrica eger yukaridaki kosullara ek olarak

. / 1OF =0 (4.2.22)
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saglanirsa bu durumda problemin ¢oziimii

—2 e 2

) { 1—ZOC dc 1 ZOC—}"Z dC

W(Z)_C—'_%Cl[l Y(C)log 1_Zz ?_%lclr ’}/(C)log Zz_rZ ?
(4.2.23)

olur.

Ispat. ¢ := zw_ olacak sekilde yeni bir fonksiyon tanimlayalim. w analitik oldugundan

¢ fonksiyonu da analitiktir.

w i¢in (4.2.19) Neumann problemi, ¢ analitik fonksiyonu i¢in Dirichlet problemine
denktir. Teorem {.2.2] gére ¢oziimiin
1 d¢
o) =5 [ 1)

o ) 107
JdR g

olmasi icin gerek ve yeter kosul z € R icin

1 zd§ 1 7d§
i | MOz =7 | MO =0

JdR JoR

olmasidir.

Bu durumda

1 d¢ 1 4 1\ d¢
@) = g [ MO =5 | 7(6)(1_Zz+2>?

dir.
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Bu ifadenin z ye gore integrali alinirsa ¢y € C i¢in

W) = co——m/ly og(1 ~20) %+ [ (€0l - A%

8 | y(é)%
JOR

oldugu goriiliir.

Eger (4.2.22) ek kosulu altinda ¢

0—c+—g|/ly log(l—zoC)?C %Clry(é’)log(zgz-rz)%

olarak belirlenirse (4.2.19) Neumann probleminin (4.2.23) ¢6ziimii elde edilir. O

Not 6. Eger

1 zd¢ 1 zd§
2—%[1 MO1op = 2_’%[ 1O o

1 d¢ 1 zd¢
= z—mgzl Y(C)m—z—ﬂﬂg[ Y(C)m,

% / Y(C)% — 0 (4.2.24)

kosullart saglanirsa (4.2.19) Neumann probleminin ¢6ziimii

w(z) = _L 1_ZC dC lo Zz—rz 2%
@ Mgl[lm tl| T 2’“|¢|[rm (| =) %
(4.2.25)

formunda olur.

Gergekten, (4.2.25) 7 ye gore tiirev alinirsa ve (4.2.24]) ilk kismi1 kullanilirsa

1 d¢ 1 dg
WZ(Z):Z—m. / Y(C)q—z—m. / Y(C)QZO

§=1 |Cl=r

42



oldugu goriilebilir.

Yani, (4.2.25]) daha 6nce belirtilen sinir kosullarini saglar, ¢iinkii (4.2.24) kosulu (4.2.20)
ve (4.2.21)) kosullarini icerir.

4.3. Halkasal Bolgede Homojen Olmayan Cauchy-Riemann Denklemi i¢in Simir

Deger Problemleri

Bu boliimde, homojen olmayan Schwarz, Dirichlet ve Neumann sinir eger problem-
lerin halkasal R bolgesinde Pompeiu operatoriiniin 6zellikleri kullanilarak homojen
durumdaki hallerine yani analitik fonksiyonlar i¢in sinir deger problemlerine indirge-

nerek ¢oziimleri incelenecektir.
Teorem 4.3.1. [21] R halkasal bolgesinde f € L,(R;C), p>2, y€ C(dR;R), c € R

ve r < p < 1 kosulunu saglayan keyfi p reel sabiti i¢cin

1 d
w;=f,Z€R; Rew|aR:'y, 2_71'1 / ImW(C)TC:C, 4.3.1)
Cl=p

Schwarz problemini goz oniine alalim. Bu problemin tek tiirlii ¢oziilebilir olmasi icin

gerek ve yeter kosul her z € R i¢in

(f(C) + D) dEdn (4.3.2)
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olmasidir. Bu durumda tek ¢oziim w(z) € W; ’

m/y I

w(z) =

p<|Cl<1

olarak verilir. Burada

Ki(z,¢) =
K(z,6) =

dir.

P(R;C) olmak iizere

|5 ne0| G- [ 0%
El=r
%—HIQ( C)}d&dn
+ZC+1+K2( ¢)| dedn
[1-2¢

( c z >d§dn+

00 2n 2n
rng r'z
2
nzl{"Z"C—erC—rz”z}’

oo p2n anZz
2,;1{ —zC 1—7’2”12}

Ispat. Detayli ispat icin [21] nolu kaynak incelenebilir.

Teorem 4.3.2. [21] R halkasal bolgesinde f € L,(R;C), p > 2, y € C(JR;R),

WZ:fv ZER; W|8R:%

(4.3.3)

4.3.4)

(4.3.5)

(4.3.6)

homojen olmayan Cauchy-Riemann denklemi i¢in Dirichlet probleminin ¢oziilebilir

olmasi icin gerek ve yeter kosul her z € R i¢in

zim./ﬂé)l_

JdR

— [10)=

JdR

- 1,
olmaasidir. Bu durumda ¢oztim W P

e RS ry Bitoe

w(z) =

271

JdR

zd¢

7d§
_ZC

1 Z
> = ER/f(C)l—ZC

1 Z
= - / 1(8) = pddn

{—z

—z =«
R
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(R;C)NC(R;C) sinifinda olup tek ¢oziim

4.3.7)

(4.3.8)

(4.3.9)



dir.

Ispat. Eger problem coziilebilirse, bu durumda (#.3.9) formiilii Cauchy-Pompeiu gos-
teriminden elde edilebilir. Coziimiin tekligi ise Teorem 4.2.2] nin bir sonucudur. Yeni

bir ¢ fonksiyonunu

o=w-Tf

seklinde tanimlayalim. Bu durumda

¢:=0, @lor=7—Tf (4.3.10)

sinir deger problemi elde edilir. Bu ise (4.3.6) problemine denk olan bir simir deger

problemidir.

Teorem {.2.2]den, (4.3.10) denklemi i¢in ¢oziilebilme kosullar:

— [ ) -150) lzflgg ~ 0, (43.11)
OR

o [ O =T 5 = 0 @3.12)
JR

olur. Diger taraftan

1 Wl 1
Z_M/Tf(C)l—ZC - / 2m/1—zCC— dndn

OR R
- %/f()l_Z did,
I Wl
Tma/Tf(C)l—zc B / 2m/1—zc—d“dt2
R

-2 / 1) dndr,
R

degerleri g6z oniine alimirsa (@.3.11)) ve (4.3.12) kosullar1 (4.3.7) ve (@.3.9) ile aym

olur.
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Pompeiu operatoriiniin 6zelliginden
! ¢ g dg
w(z) = —/Y(C)[ +ﬁ_1]_

2Ti {—z
it rolie e

1€1=1
ifadesinin z € R i¢in |z] — 1 iken ¥(z) ye yaklagmasi ve

| 10

|Sl=r

W@ = oo [ 10 |t |
€1=1
! ¢ &

—%R/f(é) g dgan

ifadesinin de z € R i¢in |z| — r iken Y(z) ye yaklasiyor olmasi gbz Oniine alinarak,

@377 ve (4.3.8) kosullar1 altinda, (4.3.9) un (4.3.6) nin ¢oziimii oldugu goriiliir. [

Lemma 1. [21] |z, |t| > ri¢in

1 log(z¢ — r2) B

dir.

Teorem 4.3.3. [21] R halkasal bdlgesinde f € C*(R;C), 0 < o < 1, y € C(dR;C),

c € C, z9 € C olmak iizere

1= |Z| - 17
we=f, (Alzlovw) |or =7, w(zo) = ¢, A = Lo (4.3.14)
- 1, < = r7

olarak verilen homojen olmayan Cauchy-Riemann denklemi i¢in Neumann problemi-
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nin ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar her z € R i¢in

L./Y(C) 48 / CdC + / déd" =0, (4.3.15)

2mi 1— ZC 27i (1 —ZC
JdR JR
1 ¢ 1 [Z14 dEdn
3 | 1O 5 MO /f =0 @310
JdR JdR
olmasidir.
Ayrica, eger Y ve f
1 - d
o | [0 -] F =0 (43.17)
JR

kosulunu saglarsa bu durumda ¢6ziim WZHO‘(F; C) sinifindan olup tek ¢oziim

W) = ege [ [7(C)—ff(€)}10g<l_zg>dc

meﬂ 1—2¢) €
%”'.C/ &) ~Z()] tog ( ZCC"’ )é
1 2—20
2 1O R

dir.
Ispat. problemini homojen duruma indirgemek icin
o=w-Tf
seklinde yeni bir fonksiyon tanimlayalim. Bu durumda
@:=0, (2:)|or = v — A1 =Zf, @(z0) = ¢ =T f(20) (4.3.19)

olur.

Burada f € C%(R;C) i¢in ILf € C*(R;C) oldugu [22] nolu kaynakta belirtilmistir. Do-
layisiyla (4.3.19) de sinir kosulunun sag tarafi siirekli bir fonksiyondur.
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(4.3.19) problemi, analitik fonksiyonlar i¢in Neumann sinir deger problemidir. Buna

gore, Teorem 4.2.3| uygulanirsa, problemin ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter ko-

sullar
. / ~¢nr() - TA0) 155 =0 (4320
_/ _LTIf(E Ef(g)} rzd—gzg —0, (4.321)
- [ [no- @ -] 4 =0 @3.22)
JdR

olarak yazilabilir. Bu durumda, yine ayni teoremden indirgenen problemin ¢éziimii

Tt enpe) - (0] og [ 1735 ) 46
0() = c~Tf() ’ﬂgll 78) - ¢A(K) <_:f<c>}1g<1_zoz>c
-
o [ [0 - - Cf(C)]log<ZZ0%_rz>% (43.23)

IC\

dir.

Lemma [I] ve Pompeiu operatdriiniin tanimi kullanilarak, r = ¢ + it igin

[ ws@est -0t = 1 [ s | %dm

ICl=1 R ICl=1
(4.3.24)
Al =
L[ s - g = / 10)5 / 1"“”%_‘5) © dndry
|Cl=r |C=1]
(4.3.25)
r 0 —r
= —%/f(t)%m/l ! g((rzf_ Ct))dcdtldtz_o

oldugundan, bu degerler (4.3.23) de yerine yazilirsa, (4.3.18)) in (4.3.14) probleminin

¢cOziimil oldugu goriiliir.
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Diger taraftan,

1 a1 1 cdc
%lmﬂg)ﬁ = _E/ﬂt)ﬁ/(C—t)2(1—2§)dtldt2

= / f(t) flt_'i? (4.3.26)

ﬁa{ (ML, = -2 / )5 / g
= J—/f@)%, (4.3.27)
2%. / [f(8)de = ——/f 2m/ C) dndi =0 (4.3.28)

|E=1

oldugundan, (.3.20)-@.3.22) esitlikleri (4.3.13)-(#.3.17) kosullarini verir.

4.4. Bitsadze Denklemi icin Sinir Deger Problemleri

Bu boliimde sirasiyla Schwarz, Dirichlet ve Dirichlet-Neumann Sinir deger problem-
lerinin homojen olmayan Bitsadze denklemi i¢in varsa ¢oziilebilme kosullar1 ve ¢o-

zimleri incelenecektir.

4.4.1. Bitsadze Denklemi icin Schwarz Simir Deger Problemi

Teorem 4.4.1. [21] R halkasal bolgesinde f € L,(R;C), 9,7 € C(dR;C),cp,c1 € R

olmak tizere

wz = f, Rew|yr = 1, Rewz|og = 11, (4.4.1)
1 dz 1 dz
— |1 Zee, — | Imws()= = 4.4.2
27i / mw(z) z 0, 27i / mwz(z) Z “l ( )
ISl=p I¢]=p
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olarak verilen homojen olmayan Bitsadze denklemi i¢cin Schwarz sinir deger proble-

minin ¢oziilebilir olmast i¢in

IO N (SN0
27:1/% T " <T+T>d‘§d”’ 4
o [ @ -n©@+0] % = o | (@+%) ¢+ )z
JdR R

kosullarmin saglanmasi gerekir. Bu durumda problemin ¢oziimii reel kismi R de siirekli

tiirevlebilir olmak iizere WZZ’P (R;C) smifindan olup tek tiirlii olarak

w(z) =ico+i(z+7)c1

5 | [0~ n(@¢-+T79] |2 k0|
o [ WO-n@©¢ -+ T0] F
|Cl=r
+% ]% %Hﬁ( C)} (C z+6— )didﬂ
R
+$R/%_i+ig+l<z< C)] (¢—z+T—2)dgan

1©) Q|
: C]c 2+{—z)dédn

r<|¢l<p

r2 2 _ 2 —
L c>df % [ ne-0%

) m = ¢l=r ¢
27; ;rpr / déa’n
<Itl<
27:1 j1Lp ) c/ dédn
" 27;(;rfr2)p<|§/<l [L? - %} dgdn
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1’2 1 2 rIray
* 27r(i(1+—pr2)) | c/ [% - %g)] dgdn (4.4:5)
r<|G|<p

ile verilir.

Burada
B anC rZ”Z
Ki(z,¢) = 2; <r2nC—z Z_,’—rz”z)
- r2n r'z¢
(.6) = 2,;’1 (rZ”—ZC 1—”2"ZC>
dir.

4.4.2. Bitsadze Denklemi icin Dirichlet Sinir Deger Problemi

Teorem 4.4.2. [21] f € Li(R,C), 1, 71 € C(JdR;C) olmak iizere,

wz = f, Wlor = Y0, wzlor = "> (4.4.6)

olarak tanimlanan Bitsadze denklemi i¢in Dirichlet sinir deger probleminin ¢oziilebilir

olmasi icin gerek ve yeter kosullar

F4 a¢ z G r
3 [ MO = %/7‘@[1—2@‘?1 s

JdR JdR
7 T r2
1
eri/ O(C>r2—' 27l'l/% [ zC C] ds
JdR

_ER (&) [m C] d&dn (4.4.8)
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veE

o [0 = 1 [0 @49
JdR R

o 0 = 1 [105 D 4.4.10)
JoR R

olmasidir.
Bu durumda problemin tek ¢oziimii f € L,(R,C), p>2, 1, 1 € C(IR;C) igin
1 ¢ 1 -z r d¢
W@ = 5 [0OF= @A [n©
JR JR
1 (= r? dEdn
+%R/f((:)zd5dn+n—zglf@)7 (4.4.11)

formundadir.

Ispat. Verilen simir deger problemi

wz =0, Wor =", (4.4.12)
o:=f, Olor=m, (4.4.13)

homojen olmayan Cauchy-Riemann denklemi i¢in Dirichlet sinir deger problemleri

sistemine indirgenir.

Teorem 4.3.2] nin sonucunu kullanarak

o [0 = 1 [eFELL @414
JdR R

o 00 = 1 [eFEL 44.15)
JdR R

}ma/ nO 2% = 2 / 0¥, @416
R

o 0 = 1 [105 D @417
JR R
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coziilebilme kogullar altinda,

W@ = 5 [ 007 -1 [o0F L @a18)
JdR R

0@ = 5 (1071 [0 44.19)
JoR R

coziimleri yazilabilir.
(4.4.19) ifadesi, (4.4.18) de yerine yazilirsa

1 d¢ 1 1 d&dn
w(z) = ngéyo(g)cj—z+2_m84%(I)ER/mdt

L) [ d5am
_JTR/f(t)ﬂR/(C—t)(C—z)dtldtz (4.4.20)
elde edilir.
Diger taraftan
1 d&dn 1 1 rdédn 1 [d&dn
P = — —= | 4421
ﬂZ(C—t)(C—Z) C—z|m) E—t m) Lz ( )

dEdn
{—z

nilirsa integralin degeri

1
oldugundan p / integralini hesaplamak i¢in Cauchy-Pompeiu gosterimi kulla-
R

olarak bulunur.

(@.4.21)) in degeri (4.4.20) de yerine yazilirsa ¢6ziim elde edilir.

Diger taraftan ¢(z) fonksiyonun (4.4.19) daki degeri, (4.4.14) ve (4.4.15) de yerine

yazilirsa
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2%”/70(5)12?% = 2m/ / _ngihlzg

OR
1 | zZdEdn
+ER/f(t)%R/(C_t)(l_zc)dtldtz (4.4.22)

veE

I Wl 1 1 zdEdn
Tm/YO(C)rZ—ZC - _TM/YI(I)ER/(C—QOZ—ZC)C”

R IR
1 1 zdEdn
+ER/f(t)%R/(C_t)(rz_zé,)dtldtz (4.4.23)
elde edilir. Ayrica
! dédn  _ 1—z 1 [ (§-2)d¢
E/(C—t)(l—zc) - 1—zt+2m(){(é—r)(l—25)
=z (1512 ~z8)dg
a _1—Et+2_7ri/(é—t)(1—2~§)
OR
P =z
R

\

d&jdn -z 1 1 (§-2z)dE
_/ rr-z8) r2—2t+2m‘/(é 1)(r* —z¢)

R
o i—z 1 (I¢1> —z8)dg
- _l—Zt+2_7ri/(C—t)(r2—ZC)
R
=
N _rz—Zt t

olup bu degerler (4.4.22)) ve (4.4.23) de ilgili yerlerde yerine yazilirsa (4.4.7)) ve (4.4.8))
¢oziilebilme kosullari elde edilir. Diger ¢oziilebilme kosullari olan (@.4.9) ve (4.4.10))

esitlikleri, (4.4.16) ve (4.4.17) ile aym ifadelerdir. ]
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4.4.3. Bitsadze Denklemi icin Dirichlet-Neumann Simir Deger Problemi

Teorem 4.4.3. R halkasal bolgesinde f € C*(R;C), 0<a<1,z0€R, c€C, %, 71 €
C(dR;C) igin

I, |z=1,
= f.wlor = W, (A|z]dvwz) g = V1, wz(20) = ¢, A = { - (4.4.24)
— zZl = r,

probleminin ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar her z € R i¢in

1 _ a1 dédn
%/ [YI(C)—Cf(C)} qJFER/f(C)m—O, (4.4.25)

JoR

271 r-—z 2 _5¢)?
b r?—z{)

| nO-T0) 2+ 2 [0 50— wa
R

1 df y 1 b g7\ 48
o [ O = <1r2>z{c2—m/[mc><:f<c>} <‘C|2_ZOC>§

JdR

1 (/&) (1-1¢P) d&dn
+ER/ T l—zc} (4.4.27)

ve

_ 2N ~ ’
ziniaéyo(@rzziié B (%)Z{C%m/[yl((:)Cf(o]log(CfZOZ)%
/f dédn}
-2

z [f(E)( ICI2
-2 R/ C e D g an (4.4.28)

ifadelerinin saglanmasidir.

55



Ayrica, eger ¥ ve f |
= [ [n©-2r@)] Z =0 (4.4.29)

27
JR

kosulunu saglarsa bu durumda tek ¢oziim

w(z) = 2m/yo 072~ L= )
! z 817 —2¢
5 | [n©)- QﬂCﬂ[U—kﬂ) gQCP—mC)

JR
—(1=r)1o e _)]ﬁ
(=) g(KV—mC 4

+13/f<c>PCP“ﬂ‘5j2>—+dz__ﬂa1 agan

) E—z z2¢ | €—20
(4.4.30)
ile verilir.
Ispat. (#.4.24) problemi
wz =g, wlor =10, (4.4.31)
gz=f, (Alzlovg)lor =11, 8(20) = ¢ (4.4.32)
sistemine denktir. Teorem (4.3.2)) e gore (4.4.31)) in ¢oziilebilme kosullart
1 zd§ 1 Z
— = — 4.4.33
2m‘/y°<c>1—z§ n/g@l 2 (4433)
JdR
1 zd¢
— = a’ d 4.4.34
3 | MO /g dn (4434)
JR
olarak verilirken bu problemin tek ¢oziimii
1 dédn
——— 4.4.35
mu/%> zé“)i—z 44.39)

ile verilir.

Diger taraftan, Teorem (4.3.3)) yardimiyla, (4.4.32) nin ¢6ziilebilir olmasi i¢in gerekli
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ve yeter kogullar

! 7 d¢ 1 dédn
2—%{ 7@ -TrO) 1+ 2 / O =0 6ao
! 7 dg r? dédn
Tml [VI(Q‘U(C)] m+51[f(§)m:0 (4.4.37)
dir.
Ayrica y ve f
ﬁ/ M(&)=Cr(©)] % =0 (4.4.38)
JR

kosulunu saglarsa bu durumda tek ¢oziim

s@) = =5 [ [n(é)—ff«:)}log(l‘zz)dg

271:zm:1 I—ZOE 7
p 27
e [ [n©)-Tr(0)] og (rz_;% ) s
Gi=r
1 72— 20
_%R/f@ (€ —20)(& —z)dédn (4.4.39)

ile verilir.

Hesaplamalarda kolaylik olmasi i¢in # = #; + if; olmak tizere (4.4.39)

2 7 _
f0) = e g [ I -iroe (=50 ) § - L 502 psanan

t2—zt) t =« t—2z0)(t—
A t]* =20 J 0)(t—2¢)

(4.4.40)

olarak yazilabilir.
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Eger (#.4.40), (#.4.33) de yerine yazilirsa
1 1 i} t]2 -7 dt Z
- = - - ] =
7rR/ {C 27ri8/ e —if()]log <|t|2 —z0t )t [ 1-32C
R

1 1 {—20 Z
E/{E/f@_(t—zo)(z c)d“‘”z} -z edn

R R

%/g(‘:)l—zzc

R

elde edilir. Integrasyon siras1 degistirilirse

1 Z _ ¢z [d&dn
ER/g(C)l—zz: P AR
32 | MO =170 [ /1°g<||tt||22—mt) fé:d;}]?
IR
Z 1 C—z()dédn dndt
_E/f(t) [ER 1—C IZC] t—20
bulunur.

Integral gosterilimleri kullanilarak elde edilen

cz (dédn  Z [dédn % d¢ _ch2 d¢
ER 1-z¢ Tmaécl—zc_z_mm/ (1-z6)¢ 2mi / (1-z8)¢

= ¢|=r

= (1 _rz)czv

‘/ o (r‘;f—zm) f‘f‘i’é - ﬁa{ Zk’g(r‘rt”j:fff)liczc

1 |t|? — ¢t d¢
. %IQA e (|t|2—zof) (1-z8)¢

~ (P-r\ _dg
_2mllr log <|t|2—zof) (1-z8)C

= (1—-r%)log (L)
|t’2 — 20t

58



—z0dfdn 1 C—Zodﬁdn_f(f—ZO)_L/Z(C—Zo) dg
1

x) 1-C1-z2  w)1-z2(C—t 11—z 2mi —z (-t
R R JR
B f(t—z())_i §—z0 dC +i §—2z0 dC
T o1z 2m|§| 11_ZC (= 27rim: 1-z8 £(E—1)

_ i(t—z2) 1 & —z0 1 1 r’zo
T 2m|C| 1= zg( (g-g‘Z)dC*T

2 _ _
= %((M 1)<_t Z())—zo(l—rz))

1—zt

degerleri yardimiyla (4.4.33)) iin sag tarafi

: : _ ! 7 g2 )¢
;R/g“)l_zg = (1r2>z{c2—ma{ 1(0)=TF(E)| 1og <|¢|2—zoz> T
2 @dﬁdn
2 /4 }
£ 10 e
%IZ & 1-z¢ dsdn
(4.4.41)

olarak yazilabilir.

Dolayisiyla (#.4.24) probleminin ¢6ziilebilme kosullarindan birisi olarak

| d¢ } 1 = 1>\ da¢
Z_M/YO(C)l—ZC = (1r2)z{c2—m./[71 C)—Cf((:)} 10g<|§|2—ZoC> ¢

JdR JdR

20 [ f(§)dEdn
Tz / Czo}

z [ f(E) |(§|2
E/ 1-z¢ dédn

—~

(4.4.42)

elde edilir.
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Benzer bir yolla, (4.4.40) @.4.34) de yerine yazilir ve integrasyon sirasi degistirilirse

/ 8(¢ didn = C—EZR :ié_dgc
—2%/[ { o155 o |

—_/f C—2z0 d&d?’] dtidty
I—C r?=z§ [ t—2

elde edilir.

Diger taraftan,

cz [ dédn Z [wdE&dn  cz d¢ czr? d¢
) - %/Cﬂ—zc_% / (P?—20)¢  2mi / (P -z0)¢

IR ¢l=1 ¢l=r
2
= (1;2;" )cZ,
%R/ o (e ) 5% - 2L e (15
2
- ZLC (||;|2_Z0t) —im
2 2

27 / <\|rt|’2—fotf) <r2i€c>c

I€l=

log
1—r2 i |t]?
= (0] p
r? S\ =z
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l/C—ZO dédn 1 §—z0 didn _f(t—Zo)_L Z(C—Z()) d¢
n) t—-¢r2-z¢  wm) -zl -t -zt 2mi) r2-7z (-t
R R R
_ i(t—z) 1 -z d¢
22—zt 2mi r2—z8 8¢ —1)
£]=1
r -z d€

()

|Sl=r

B E(I—ZO)_L —2z0 1 1 20
RRCE iy ig)e

rr—zt  2mi 2z \t(l—1) 1L

)

oldugundan (#.4.34)) iin sag tarafi
e % ) at }
) { 2 a{ (|§|2—zo<: C

. / O ptean — (1
+(1;r> /(CC)Cé

2
-z / (CC ) (|f2’_-(;)d5d” (4.4.43)
R

olarak yazilabilir.

Buradan (4.4.24)) probleminin bir diger ¢6ziilebilme kosulu

L ) 2 (12){ o [ 1@ -0 ( < )"’C

Py 0\S) 5 —— — < 1

2 2 _ 2 2 2 _

maR r*—z¢ r ”aR 1E2—20¢ ) €
o /f dédn}

2
/f |€| 2 dédr] (4.4.44)

olur.
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@.4.42), (@.4.44) ile beraber (@.4.36), (@.4.37) esitlikleri (4.4.24)) probleminin ¢ozii-

lebilme kogullaridir. Bu kosullar saglandig1 takdirde problem ¢oziilebilirdir.

Ayrica, ) ve f

o [ 10 -2 % =o 44.45)

27
IR

kosulunu saglarsa ¢6ziim tektir.

(4.4.24) probleminin ¢6ziimiinii bulmak i¢in (4.4.35) denklemini goz Oniine alalim.
(@.4.40), @.4.33) de ilgi yerlerde yerine yazilirsa

1 dédn 1 1 _ t]2 —CF\ dt | dédn
ER/g(C) 7 %R/ C_Z_jtia{[yl(t)_tf(t)]log<|l|2—Z02)7 =

1 1 ¢—20 d&dn
=2/ Ormaapide T G440

R R

elde edilir.

Buradaki

L/ d¢ cr? d¢ e
RLSERENREE
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1 12— $7 d&dn 1 / AN ]
— /1 _ = — [1 : —zlog [ ———
nR/Og(|t|2—zot {2 2mi ) B\ =) Tz TR\ Pz

1 2 —¢r\  d¢
) %CZI 8 (|t|2_ZOf) ¢(C—2)

_% / log (”;E_f;) g(gc—z) —zlog (”;”;:j;)

=r

() ()

1 (8—zd8dn 1 1 f-x 1 1 7r8-2
ER/(t—g)g—z__r—mR/ g—tdgd”+r—zn1[§—zd5d”’

2| e - zima/@—zo)%—f(r—zo)
R

= 1= () + P -r)

ve

1 18—z 20
. / 2agdn = 1= (12) + (- )
Z
integral degerleri goz oniine alinirsa (4.4.46) nin son terimi

%Zé:—é‘;‘f—f’j = (- Rup )

w1 )+ 2062 - )

|t|2 — 2 (-2 rz
t—z r—z zt

olur.
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Buradan

! dgdn c
%/g((:)c—z - g<r2_|2|2)
_ o
o [ [n©-Tr@)] [(1_|Z|2) 10g<’|€c||2 _;% )

R
OR
e (1R Y] g
S )1g<|4|2—z£>]€

1 L& —20)—2(z—z20) r’z0| dédn
__/f(C)[ C_Z ZC]C 20

elde edilir.

Sonug olarak problemin ¢oziimii

(r* —|2I?)

w(z) = ZEI/YO
1 p P =L
b | [m(é)—mé‘)} [“"Z' Jlo (mtm)

OR
e (g Y] g
S )1g<\C|2—zoZ>]€

Z(z— ZO) r<zo | dédn
+/f [ C]CZO

olarak bulunur. O
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5 . SONUC

Bu tezde once kompleks kismi tiirevli denklemler i¢in tanimlanan c¢esitli sinir deger
problemleri ile ilgili temel kavramlar ve tanimlar verildi. Daha sonra homojen ve ho-
mojen olmayan Cauchy-Riemann denklemleri i¢in birim diskte Schwarz, Dirichlet ve
Neumann sinir deger problemleri incelenerek yine birim diskte belli tipten bir sinir de-

ger probleminin ¢oziilebilme kosulu ile beraber ¢oziimii verildi.

Son olarak halkasal bolgede cesitli sinir deger problemleri incelendi. ilgili kaynak-
larda verilen ¢6ziim metodlar1 ve ¢oziilebilme kosullarindan yararlanilarak halkasal
bolgede Bitsadze denklemi icin Dirichlet-Neumann sinir deger probleminin ¢oziimii

elde edildi.
Ileri bir ¢alisma olarak farkli bolgelerde gesitli tipten kompleks kismi tiirevli denklem-

ler icin sinir deger problemleri incelebilir. Alternatif bir yol olarak da temel kompleks

sinir deger problemlerinin g veya pg-analoglarinin elde edilmesi diisiiniilebilinir.
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