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ÖZET

BİRİM DİSK VE HALKASAL BÖLGEDE KOMPLEKS KISMİ TÜREVLİ

DENKLEMLER İÇİN SINIR DEĞER PROBLEMLERİ

GENÇTÜRK, İlker

Kırıkkale Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı, Doktora Tezi

Danışman: Prof. Dr. Kerim KOCA

Temmuz 2019, 68 sayfa

Bu tezde, belli tipten bazı kompleks kısmi türevli denklemler için temel sınır değer

problemlerin çözülebilme koşulları ve çözümleri incelenmiştir. Bu çerçevede, tezin gi-

riş bölümünde çalışmanın amacı ve önemi belirtilmiştir.

İkinci bölümde temel tanım ve kavramlara yer verilmiş, belli sınıftan fonksiyonlar için

bazı integral gösterimlerini içeren teoremler ifade edilmiştir.

Sonraki bölümde ise, birim diskte sınır değer problemleri incelenmiş, bölümün so-

nunda orijinal bir sonuca yer verilmiştir.

Üçüncü ve son bölümde ise bir halkasal bölgede sınır değer problemleri incelenmiş,

bölüm ve tez yine orijinal bir sonuç ile sonlandırılmıştır.

Anahtar Kelimeler: Sınır değer problemi, kompleks kısmi türevli denklem,

Cauchy-Riemann denklemi, Bitsadze denklemi.
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ABSTRACT

BOUNDARY VALUE PROBLEMS FOR COMPLEX PARTIAL DIFFERENTIAL

EQUATIONS IN UNIT DISC AND A RING DOMAIN

GENÇTÜRK, İlker

Kırıkkale University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics, Ph. D. Thesis

Supervisor: Prof. Dr. Kerim KOCA

July 2019, 68 pages

In this thesis, solvability conditions and solutions of basic boundary value problems

for some models complex partial differential equations are investigated. In this way,

aim and importance of the study is given in Introduction chapter of thesis.

In the second chapter, basic concepts and definitions are given and important integral

representations for some class of functions are obtained.

In the next chapter, boundary value problems in the unit disc are investigated and at

the end of chapter, original result is given.

In the last chapter boundary value problems in a ring domain are investigated and with

an original result chapter and thesis are finished.

Key Words: Boundary value problem, Complex partial differential equations,

Cauchy-Riemann equation, Bitsadze equation.
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SİMGELER DİZİNİ

D Kompleks düzlemin bir alt bölgesi

D D bölgesinin kapanışı

∂D D bölgesinin sınırı

C(D;C) D bölgesinde sürekli kompleks fonksiyonlar sınıfı

Cm(D;C) D bölgesinde m. basamağa kadar sürekli kısmi türevlere sahip kompleks

fonksiyonlar sınıfı

Cα(D;C) D bölgesinde tanımlı α üsteli ile Holder sürekli kompleks fonksiyonlar

sınıfı

Lp(D;C) D bölgesinde p. kuvvetleri integrallenebilir kompleks fonksiyonlar sı-

nıfı

Cα,1(D;C) D bölgesinde 1. basamaktan kısmi türevleri mevcut ve α üsteli ile Hol-

der sürekli kompleks fonksiyonlar sınıfı

Ck
0(D;C) D bölgesinde k. basamağa kadar türevlere sahip tüm test fonksiyonları

sınıfı

D Birim disk

W 1,p
z (D;C) Lp(D;C) sınıfında genelleştirilmiş birinci basamaktan z e göre türevli

fonksiyonların uzayı

W 1,p
z̄ (D;C) Lp(D;C) sınıfında genelleştirilmiş birinci basamaktan z̄ e göre türevli

fonksiyonların uzayı

W 1+α
z (D;C) D de genelleştirilmiş birinci basamaktan z göre türevli Hölder sürekli

fonksiyonların uzayı

W 1+α
z̄ (D;C) D de genelleştirilmiş birinci basamaktan z̄ göre türevli Hölder sürekli

fonksiyonların uzayı

vi



1 . GİRİŞ

B. Riemann ve D. Hilbert tarafından Riemann ve Riemann-Hilbert problemleri [10] ile

başlayan kompleks kısmi türevli denklemler için sınır değer problemleri matematiğin

kompleks analiz, kısmi türevli denklemler, fonksiyonel analiz, matematiksel fizik gibi

çeşitli dallarındaki bilgi ve metodları bir araya getirir. Son yıllarda dünya çapında çe-

şitli araştırma grupları bu teoriye ilgi çekici katkılar sağlamaktadır.

Cauchy-Riemann denklemi, Beltrami denklemi, Bitsadze denklemi, sabit veya analitik

katsayılı eliptik denklemler gibi bazı özel denklemler için ortaya konulan sınır de-

ğer problemlerinde, teorinin ana amaçlarından birisi olarak problemlerin analitik veya

özel çözümü verilmektedir. [4, 8, 11, 16, 20, 22, 23]. Bununla beraber yapılan çalış-

malar çoğunlukla birim disk, yarı düzlem gibi basit bağlantılı bölgelerde ele alınmıştır.

Çoklu bağlantılı bölgelerde ise sınır değer problemlerinin incelenmesi en basit durum

olan analitik fonksiyonlarda bile beraberinde çeşitli zorlukları getirir. Ortaya çıkan ana

sorun çözümlerin tek türlü geçerliliğinin basit bağlantılı bölgelerden çoklu bağlantılı

bölgelere geçerken karşılaşılan durum ile ilgilidir.[21]. Bu konu da bilinen az sayıda

sonuç vardır. [1, 18].

H. Begehr integral gösterim formülleri kullanarak keyfi basamaktan kompleks kısmi

türevli denklemler için sınır değer problemlerinin sistematik olarak incelemeyi baş-

latmıştır. Begehr bunu yaparken ilk olarak kompleks Cauchy-Riemann operatörü ∂z̄

ve onun eşleniği ∂z operatörünün kuvvetlerinin bir çarpımının oluşturduğu denklemler

için temel sınır değer problemlerini olan Schwarz, Dirichlet ve Neumann problemle-

rini ele almıştır. Bu incelemenin ana metodu kompleks düzlemde bir düzgün D bölge-

sinde birinci basamaktan sürekli kısmi türevlere sahip ve bölgenin sınırında sürekli bir

fonksiyon için uygulanan Gauss teoreminin kompleks formu ile ortaya çıkan Cauchy-
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Pompeiu gösterim formüllerinin kullanılmasıdır. Bu formül kompleks analizde analitik

fonksiyonlar için bilinen Cauchy integral formülünün bir genelleştirilmesidir. Cauchy-

Pompeiu gösterim formüllerinde ortaya çıkan bölge integrali özel olarak Pompeiu ope-

ratörü olarak adlandırılır ve bu operatör kompleks kısmi türevli denklemler için sınır

değer problemlerinin çözümünde önemli rol oynar. Pompeiu operatörünün özellikleri

[22] nolu kaynakta incelenmiştir.

1.1. Tezin Amacı

Kompleks kısmi türevli denklemler için sınır değer problemleri ışığın kırınımı (diff-

raction) teorisi, medikal görüntüleme, elastisite teorisi, potansiyel teori, kiriş teorisi,

akışkanlar dinamiği gibi birçok alanda çeşitli uygulamalara sahiptir.

Bu tezde birim disk ve halkasal bölgede homojen ve homojen olmayan Cauchy-Riemann

denklemi ve Bitsadze denklemi için temel sınır değer problemleri olan Schwarz, Di-

richlet, Neumann ve Robin problemleri incelenecektir. Bu problemlerin çözülebilme

koşulları ve çözüm gösterimleri özel formda verilecektir.

Bu tezin ana amacı birim disk ve halkasal bölgelerdeki sınır değer problemleri incele-

nirken ortaya çıkan ve daha önce göz önüne alınmamış çeşitli tipten denklemler için

sınır değer problemlerinin çözülebilme koşulları ve çözümlerini ortaya koymaktır.

1.2. Kaynak Özetleri

Bu tezin hazırlanışında önce [4, 5] nolu kaynaklardan bazı kompleks fonksiyon sınıf-

ları için integral gösterilimleri öğrenilmiştir. Tezin ana başlıklarından biri olan birim

disk için sınır değer problemleri incelenirken daha önce birim diskte yapılan çalışma-

lar olan [3, 5, 6, 7, 9, 12, 13, 14] kaynakları incelenmiştir.
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Halkasal bölge göz önüne alındığında ise [21] nolu kaynak ele alınmıştır. Bu kaynak

bir doktora tezi olup burada çeşitli tipten kısmi türevli denklemler için sınır değer prob-

lemleri halkasal bölgede incelenmiştir.
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2 . TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Cauchy Tipli İntegraller

Bu bölümde C kompleks düzlemde düzgün eğriler üzerinde Cauchy tipli integrallerin

bazı özellikleri verilecektir.

Bir düzgün Γ eğrisi, sürekli olarak değişen teğetlere sahip bir kapalı veya açık Jordan

yayıdır. Böyle bir eğri, R reel ekseninin [0,1] aralığını C nin içine dönüştüren ve [0,1]

üzerinde z′(τ) 6= 0 olan sürekli türetilebilir bir z fonksiyonu yardımıyla

Γ = {z : z = z(τ),0≤ τ ≤ 1}

şeklinde temsil edilebilir.

Tanım 2.1.1. z0 ∈ D sabit bir nokta olmak üzere, her z ∈ D için

|u(z)−u(z0)| ≤ H|z− z0|α (2.1.1)

eşitsizliği sağlanacak biçimde H pozitif reel sabiti ve 0 < α ≤ 1 olacak şekilde α sabiti

varsa u(z) fonksiyonuna z0 noktasında Hölder süreklidir denir.

Eğer her z1,z2 ∈ D için (2.1.1) yazılıyorsa u(z) fonksiyonuna D de Hölder süreklidir

denir.

D üzerinde tanımlı Hölder sürekli fonksiyonlar kümesi Cα(D) şeklinde gösterilirken,

Cα(D;C), D de tanımlı kompleks değerli Hölder sürekli fonksiyonları; Cα(D;R), D

de tanımlı reel değerli Hölder sürekli fonksiyonları ifade eder.
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Tanım 2.1.2. Γ, kompleks düzlemde verilmiş bir eğri ve ϕ , Γ boyunca integrallenebilir

bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

φ(z) =
1

2πi

∫
Γ

ϕ(ζ )
dζ

ζ − z
(2.1.2)

olarak tanımlanan integrale Cauchy tipli integral denir.

(2.1.2) şeklinde tanımlanan φ(z) fonksiyonu, C̃(= C∪{∞}) genişletilmiş kompleks

düzlemi göstermek üzere, C̃\Γ da analitiktir ve sonsuzda sıfır değerini alır.

Burada dikkat edilmesi gereken nokta, genelikle φ(z) nin, Γ üzerinde mevcut olmadı-

ğıdır.

Örnek olarak bir [a,b] reel aralığını göz önüne alalım. a < c < b olsun. Bu durumda

b∫
a

dx
x− c

(2.1.3)

genelleştirilmiş integrali mevcut değildir. Çünkü

lim
ε1→0,
ε2→0

 c−ε1∫
a

dx
x− c

+

b∫
c+ε2

dx
x− c

= lim
ε1→0,
ε2→0

[
log

b− c
c−a

+ log
ε1

ε2

]

ifadesi genellikle mevcut değildir. Fakat eğer limitler ε = ε1 = ε2→ 0 olacak şekilde

simetrik olarak alınırsa bu durumda

lim
ε→0

 c−ε∫
a

dx
x− c

+

b∫
c+ε

dx
x− c

= log
b− c
c−a

olur ki elde edilen bu değere (2.1.3) integralinin Cauchy Esas Değeri denir.

Tanım 2.1.3. Γ, C de düzgün bir eğri olsun. Γ üzerinde bir c noktası için, ϕ fonksiyonu

ζ = c de singüleriteye sahip ve Γ\{c} de integrallenebilir bir fonksiyon olsun. ε > 0

için

Γε := Γ\{ζ : |ζ − c|< ε}
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olarak tanımlansın. Bu durumda,

lim
ε→0

∫
Γε

ϕ(ζ ;c)dζ

değeri mevcutsa, bu değere singüler integralin Cauchy Esas Değeri denir ve

C. E. D.
∫
Γε

ϕ(ζ ;c)dζ

veya kısaca ∫
Γ

ϕ(ζ ;c)dζ

şeklinde gösterilir.

Benzer şekilde, eğer D ⊂ C bir bölge ve ϕ , c ∈ D de bir singüleriteye sahip ve ε

yeterince küçük pozitif bir sayı olmak üzere

Dε := D\{z : |z− c|< ε}

bölgesi üzerinden ∫
Dε

ϕ(z;c)dxdy

integrali mevcut olacak şekilde D\ c de tanımlı bir fonksiyon olsun. Bu durumda

lim
ε→0

∫
Dε

ϕ(z;c)dxdy

mevcut ise, bu değere ∫
D

ϕ(z;c)dxdy

singüler integralinin Cauchy esas değeri denir ve

∫
D

ϕ(z;c)dxdy := C. E. D. lim
ε→0

∫
Dε

ϕ(z;c)dxdy

şeklinde gösterilir.
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Teorem 2.1.4. [4] Γ, C de düzgün basit kapalı (parçalı) bir eğri ve ϕ ∈Cα(Γ) olsun.

Bu durumda

φ(z) =
1

2πi

∫
Γ

ϕ(ζ )
dζ

ζ − z
(2.1.4)

fonksiyonu, Γ üzerinde Cauchy Esas Değeri anlamında mevcuttur.

Teorem 2.1.5. [4] Γ ve ϕ bir önceki teoremdeki gibi olmak üzere

ψ(z) :=
1

2πi

∫
Γ

ϕ(ζ )−ϕ(τ)

ζ − z
dζ , τ ∈ Γ (2.1.5)

fonksiyonu, limit Γ nın iki tarafından teğetsel olmayacak bir şekilde alınmak koşuluyla

lim
z→τ

ψ(z) = ψ(τ) (2.1.6)

ifadesini sağlar.

Teorem 2.1.6. (Plemelj-Sokhotzki) Teorem 2.1.4 deki şartlar altında (2.1.4) Cauchy

integrali, D+, ∂D+ = Γ ile sınırlanmış bölge ve D− = C̃\ (D+∪Γ) olmak üzere

φ
+(τ) := lim

z→τ

z∈D+

φ(z), φ
−(τ) := lim

z→τ

z∈D−
φ(z) (2.1.7)

sınır değerlerine sahiptir.

Ayrıca, τ ∈ Γ için

φ
+(τ) =

1
2

ϕ(τ)+φ(τ), φ
−(τ) =−1

2
ϕ(τ)+φ(τ) (2.1.8)

geçerlidir. Burada φ(τ) Cauchy Esas Değeri anlamındadır.

Tanım 2.1.7. (2.1.8) ifadelerine Plemelj-Sokhotzki formülleri denir. Bunlara eşdeğer

olarak

φ
+(τ)−φ

−(τ) = ϕ(τ), φ
+(τ)+φ

−(τ) = 2φ(τ), τ ∈ Γ

şeklinde de yazılabilir.
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2.2. İntegral Gösterilimleri

Tanım 2.2.1. Bir f (z) kompleks fonksiyonu z0 noktası ve bu noktanın bir komşulu-

ğundaki her noktada türevli ise f ye z0 da analitik fonksiyon denir.

Bir f fonksiyonu D bölgesinin her noktasında analitik ise f ye D bölgesinde anali-

tiktir denir. Kompleks düzlemin her noktasında analitik olan bir fonksiyona da tam

fonksiyon denir.

C kompleks düzlemde, z = x+ iy,(x,y ∈ R) olmak üzere w = u+ iv kompleks değerli

fonksiyonu bir çift reel değerli u = (x,y) ve v = (x,y) fonksiyonları yardımıyla verilir.

Ayrıca, z nin reel ve sanal kısımları yardımıyla yine w fonksiyonu z ve z nin bir fonk-

siyonu olarak da yazılabilir.

Bilindiği gibi, w = u+ iv fonksiyonu D bölgesinde analitik ise u ve v fonksiyonları

Cauchy-Riemann denklem sistemini sağlar. Tersine u ve v fonksiyonlarının kısmi tü-

revleri sürekli ve Cauchy-Riemann denklem sistemini sağlarsa, bu durumda w, D böl-

gesinde analitiktir.

w = u+ iv fonksiyonu analitik olsun. Bu durumda; u,v

ux = vy, uy =−vx

Cauchy-Riemann sistemini sağlar. Burada

∂

∂ z
=

1
2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)
,

∂

∂ z
=

1
2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
kompleks kısmi türev operatörleri kullanılırsa,

2wz = ux + ivx− iuy + vy = 2(ux + ivx)

2wz̄ = ux + ivx + iuy− vy = 0
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elde edilir. Böylece Cauchy-Riemann sistemi

wz̄ = 0

kompleks homojen Cauchy-Riemann denklemi ile gösterilebilir.

Teorem 2.2.2 (Cauchy teoremi). γ basit kapalı düzgün bir eğri ve D, γ tarafından

sınırlanan bir bölge olsun. Eğer w fonksiyonu D de analitik ve D de sürekli ise bu

durumda ∫
γ

w(z)dz = 0 (2.2.1)

dır.

Cauchy teoreminden Cauchy tipli integral yardımıyla analitik bir fonksiyonun göste-

rimi elde edilebilir.

Teorem 2.2.3 (Cauchy İntegral Formülü). D bir bölge ve γ bu bölge içinde bir kapalı

eğri olsun. Eğer z,γ içinde bir nokta ve w(z), D de analitik ise,

w(z) =
1

2πi

∫
γ

w(ζ )
dζ

ζ − z
(2.2.2)

dir.

Teorem 2.2.4 (Cauchy Türev Formülü). D bir bölge ve γ bu bölge içinde bir kapalı

eğri olsun. Eğer z,γ içinde bir nokta ve w(z), D de analitik ise,

w(n)(z) =
n!

2πi

∫
γ

w(ζ )
(ζ − z)n+1 dζ (2.2.3)

dir.

Birinci basamaktan kompleks kısmi türevli denklemler için sınır değer problemlerini

incelerken kullandığımız temel kaynaklar Gauss teoremi ve Cauchy-Pompeiu gösterim

formülleridir. Bu formüllere geçmeden önce bazı fonksiyon sınıflarının tanımını vere-

lim: Bir kapalı D⊂ C bölgesinde sürekli fonksiyonların kümesini C(D;C) ile, D⊂ C
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bölgesinde m. basamağa kadar sürekli kısmi türevlere sahip fonksiyonların kümesini

de Cm(D;C) ile gösterelim.

Teorem 2.2.5 (Gauss teoreminin kompleks formu). [4] D, C kompleks düzlemin

düzgün bir bölgesi, w ∈C1(D;C)∩C(D;C) olsun. Bu durumda

∫
D

wz(z)dxdy =
1
2i

∫
∂D

w(z)dz, (2.2.4)

∫
D

wz(z)dxdy = − 1
2i

∫
∂D

w(z)dz (2.2.5)

özdeşlikleri geçerlidir.

Gauss teoreminden aşağıdaki gösterim formülleri elde edilebilir:

Teorem 2.2.6 (Cauchy-Pompeiu Gösterimleri). [4] D⊂C ve w∈C1(D;C)∩C(D;C)

olsun.

Bu durumda, her z ∈ D için ζ = ξ + iη olmak üzere;

w(z) =
1

2πi

∫
∂D

w(ζ )
dζ

ζ − z
− 1

π

∫
D

w
ζ
(ζ )

dξ dη

ζ − z
(2.2.6)

ve

w(z) =− 1
2πi

∫
∂D

w(ζ )
dζ

ζ − z
− 1

π

∫
D

w
ζ
(ζ )

dξ dη

ζ − z
(2.2.7)

özdeşlikleri geçerlidir.

Tanım 2.2.7. [22] f ∈ L1(D;C) olmak üzere;

T f (z) =− 1
π

∫
D

f (ζ )
dξ dη

ζ − z
, z ∈ C (2.2.8)

operatörüne Pompeiu Operatörü denir.

f ∈ Cα(D;C) veya f ∈ L1(D;C) olması durumunda (2.2.8) ifadesi daima mevcuttur.

Hatta

T : Cα(D;C)→Cα,1(D;C)
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şeklinde sınırlı bir operatördür. Burada Cα,1(D;C), 1. basamaktan kısmi türevleri mev-

cut ve Hölder sürekli fonksiyonların sınıfıdır. Pompeiu operatörü homojen olmayan

Cauchy-Riemann denklemi için sınır değer problemlerini çözmek için kullanılır.

Tanım 2.2.8 (Test Fonksiyonu). D ⊂ C alt bölgesi verilsin. ϕ ∈Ck(D) olmak üzere

reel değerli bir fonksiyon olsun. ϕ fonksiyonu tamamen D nin içinde bulunan, kom-

pakt bir alt bölgenin sınırında ve dışında özdeş olarak sıfır ise ϕ’ye D bölgesinde

test fonksiyonu denir.

D’ye ait k.basamağa kadar türevlere sahip tüm test fonksiyonlarının sınıfı da Ck
0(D;C)

ile gösterilir.

Tanım 2.2.9. Her ϕ ∈C1
0(D;C) test fonksiyonu için verilen f fonksiyonuna karşılık

∫∫
D

(
f

∂ϕ

∂ z
+gϕ

)
dxdy = 0 (2.2.9)

∫∫
D

(
f

∂ϕ

∂ z
+gϕ

)
dxdy = 0

)
(2.2.10)

koşulu sağlanacak şekilde bir g fonksiyonu var ise g ye f in z (z) ye göre birinci basa-

maktan Sobolev anlamında (genelleştirilmiş, zayıf) türev denir ve

∂ f
∂ z

= g,
(

∂ f
∂ z

= g
)
,

şeklinde gösterilir.

Not 1. g ∈C1(D) ve g = fz için ϕ ∈C1
0(D;C) olduğunda, Gauss teoreminin kompleks

formülü (2.2.5) gereğince

∫∫
D

( f (z)ϕz(z)+g(z)ϕ(z))dxdy =
∫∫
D

( f (z)ϕ(z))z dxdy

= − 1
2i

∫
∂D

f (z)ϕ(z)dz = 0

elde edilir.
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Buradan, eğer f klasik anlamda türetilebilir ise aynı zamanda Sobolev anlamında tü-

retilebilirdir ve onun Sobolev türevi klasik türevine eşittir sonucu çıkar.

Teorem 2.2.10. [22] f ∈ L1(D;C) ise, bu durumda her ϕ ∈C1
0(D;C) için

∫
D

T f (z)ϕz(z)dxdy+
∫
D

f (z)ϕ(z)dxdy = 0 (2.2.11)

dır.

Teorem 2.2.11. [22] Eğer f ∈ L1(D;C) ise bu durumda Pompeiu integrali z e göre

Sobolev anlamında türevlenebilirdir ve D bölgesinde ∂zT f = f dir. Ayrıca, z ∈ C\D

için T f analitiktir.

Teorem 2.2.12. Eğer f ∈ Lp(D;C), p > 1 ise bu durumda T f in z ye göre türevi

∂zT f (z) = Π f (z) =− 1
π

∫
D

f (ζ )
dξ dη

(ζ − z)2

şeklinde ifade edilir. Bu singüler integrali Cauchy esas değeri anlamında vardır.

Pompeiu operatörünün tanımı ve özellikleri [22] nolu kaynaktan alınmıştır. Ayrıca

daha fazla bilgi için [4] ve [5] kaynaklarına bakılabilir.

Kompleks düzlemde orjin merkezli birim disk olarak D= {z∈C : |z|< 1} yi göz önüne

alalım. Birim disk için Gauss teoremi kullanılarak (2.2.6) dan elde edilen Cauchy-

Pompeiu formülünün bir diğer versiyonunu aşağıdaki şekilde verebiliriz:

Teorem 2.2.13. [4] w ∈C1(D;C)∩C(D;C) ise her z ∈ D için

w(z) =
1

2πi

∫
|ζ |=1

Rew(ζ )
ζ + z
ζ − z

dζ

ζ
+

1
2π

∫
|ζ |=1

Imw(ζ )
dζ

ζ

− 1
π

∫
|ζ |<1

(
w

ζ
(ζ )

ζ − z
+

zw
ζ
(ζ )

1− zζ

)
dξ dη (2.2.12)

ifadesi geçerlidir.

(2.2.12) gösterilimi Schwarz-Poisson-Pompeiu formülü olarak adlandırılır.
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Sonuç 2.2.1. [4] Her w ∈C1(D;C)∩C(D;C) fonksiyonu her z ∈ D için

w(z) =
1

2πi

∫
|ζ |=1

Rew(ζ )
ζ + z
ζ − z

dζ

ζ
− 1

2π

∫
|ζ |<1

(
w

ζ
(ζ )

ζ

ζ + z
ζ − z

+
w

ζ
(ζ )

ζ

1+ zζ

1− zζ

)
dξ dη

+i Imw(0) (2.2.13)

biçiminde gösterilebilinir.

(2.2.13) formülü Cauchy-Schwarz-Poisson-Pompeiu formülü olarak adlandırılır.

Not 2. Birim diskin içinde analitik ve sınırında sürekli olan fonksiyonlar için (2.2.13)

formülü

w(z) =
1

2πi

∫
|ζ |=1

Rew(ζ )
ζ + z
ζ − z

dζ

ζ
+ i Imw(0) (2.2.14)

şeklini alır ki bu formül Schwarz-Poisson Formülü olarak adlandırılır. Bu formül birim

disk için sınır değer problemlerini incelemede başlangıç noktasıdır.

Not 3. Birim diskte

wz̄ = f , (Re)|∂D = γ, Imw(0) = c (2.2.15)

olarak verilmiş sınır değer problemi gözönüne alınırsa (2.2.13)

w(z) =
1

2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ )
ζ + z
ζ − z

dζ

ζ
− 1

2π

∫
|ζ |<1

(
f (ζ )

ζ

ζ + z
ζ − z

+
f (ζ )

ζ

1+ zζ

1− zζ

)
dξ dη

+ic (2.2.16)

halini alır ki (2.2.16) nın, Dirichlet Problemi olarak adlandırılan (2.2.15) sınır değer

probleminin bir çözümü olduğu görülür.

Bu bize integral gösterimlerinin sınır değer problemlerini çözmede nasıl kullanıldığını

göstermektedir. Bu metot sadece birim disk için geçerli olmamakla birlikte bu bölgede

problemlerin çözümlerinin özel olarak verilmektedir.
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Tanım 2.2.14.
ζ + z
ζ − z

, z ∈ D, ζ ∈ ∂D

çekirdeği birim disk için Schwarz çekirdeği olarak adlandırılır. Schwarz çekirdeğinin

reel kısmı ise

Re
ζ + z
ζ − z

=
ζ

ζ − z
+

ζ

ζ − z
−1, z ∈ D, ζ ∈ ∂D

D için Poisson çekirdeğidir.

Schwarz, [19] da birim disk için Poisson çekirdeğinin γ ∈C(∂D;R) olmak üzere

lim
|z|→1, |z|<1

1
2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ )

[
ζ

ζ − z
+

ζ

ζ − z
−1

]
dζ

ζ
= γ(z) (2.2.17)

özelliğini sağladığını ispat etmiştir.

(2.2.17) den Dr = {z ∈ C : |z|< r} olmak üzere γ ∈C(∂Dr;R) için

lim
|z|→r, |z|>r

1
2πi

∫
|ζ |=r

γ(ζ )

[
ζ

ζ − z
+

ζ

ζ − z
−1

]
dζ

ζ
= −γ(z) (2.2.18)

ifadesi geçerlidir. (2.2.17) den farklı olarak (2.2.18) in ters işaretli olmasının sebebi

dönme yönünün değişimindendir.
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3 . BİRİM DİSKTE KOMPLEKS KISMİ TÜREVLİ DENKLEMLER İÇİN

SINIR DEĞER PROBLEMLERİ

Bu bölümde birim diskte kompleks kısmi türevli denklemler için temel sınır değer

problemleri olan Schwarz, Dirichlet, Neumann ve Robin sınır değer problemlerinin

çözümlerini ifade eden teoremler ispatsız olarak verilecektir.

3.1. Analitik Fonksiyonlar için Sınır Değer Problemleri

En basit ve temel durumlar analitik fonksiyonlar için sınır değer problemlerini inceler-

ken ortaya çıkmaktadır.

wz = 0 denkleminin çözümleri analitik fonksiyonlar olduğundan analitik fonksiyonlar

için verilen tüm sınır değer problemlerin çözümleri de analitik bir fonksiyondur.

Tanım 3.1.1 (Schwarz Sınır Değer Problemi). D= {z ∈ C : |z|< 1} birim diskinde

wz = 0 denkleminin

Rew |∂D= γ, Imw(0) = c, γ ∈C(∂D;R), c ∈ R

sınır koşullarını sağlayan w(z) çözümünün bulunması problemine analitik fonksiyonlar

için Schwarz sınır değer problemi denir.
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Teorem 3.1.2. [5] D= {z ∈ C : |z|< 1} olmak üzere;

wz = 0, z ∈ D

Rew(z) |∂D= γ(z), γ ∈C(∂D ;R)

Imw(0) = c, c ∈ R

Schwarz problemi tek çözüme sahiptir ve bu çözüm

w(z) =
1

2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ )
ζ + z
ζ − z

dζ

ζ
+ ic (3.1.1)

dir.

Tanım 3.1.3 (Dirichlet Sınır Değer Problemi). D= {z ∈ C : |z|< 1} birim diskinde

wz = 0 denkleminin

w(z) |∂D= γ(z) , z ∈ ∂D,γ ∈C(∂D;C)

sınır koşullarını sağlayan w(z) çözümünün bulunması problemine analitik fonksiyonlar

için Dirichlet sınır değer problemi denir.

Teorem 3.1.4. [5] D= {z ∈ C : |z|< 1}, γ ∈C(∂D;R) olmak üzere

wz = 0 denkleminin

w(z) |∂D= γ(z),z ∈ D

koşulunu sağlayan çözümünün mevcut olması için gerek ve yeter şart |z|< 1 için

1
2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ )
ζ

1− zζ
dζ = 0 (3.1.2)

olmasıdır. Bu durumda da problemin tek çözümü

w(z) =
1

2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ )
dζ

ζ − z
(3.1.3)

Cauchy integral formülü ile verilir.
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Üçüncü sınır değer problemi olan Neumann sınır değer problemini ifade etmek için

öncelikle düzgün bir sınıra sahip bir bölgenin sınırında normal türevini tanımlamak

gerekir. Bu yönlü türev, |z−a|= r çemberi üzerinde yarıçap vektörü yönündedir. Yani;

birim normal vektörü ν = (z−a)
r olmak üzere bu yöndeki normal türev

∂ν = ∂r =
z
r

∂z +
z̄
r

∂z

olarak yazılır. Özel olarak birim disk için

∂r = z∂z + z̄∂z

dir.

Tanım 3.1.5 (Neumann Sınır Değer Problemi). D= {z ∈C : |z|< 1} birim diskinde

wz = 0 denkleminin c ∈ C olmak üzere

∂νw(z) |∂D= γ(z) , w(0) = c, z ∈ ∂D, γ ∈C(∂D;C)

sınır koşullarını sağlayan w(z) çözümünün bulunması problemine analitik fonksiyonlar

için Neumann sınır değer problemi denir.

Teorem 3.1.6. [9] Birim diskte analitik fonksiyonlar için Neumann sınır değer prob-

leminin çözülebilir olması için gerek ve yeter şart |z|< 1 için

1
2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ )
dζ

(1− zζ )ζ
= 0 (3.1.4)

olmasıdır. Bu durumda problemin çözümü

w(z) = c− 1
2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ ) log(1− zζ )
dζ

ζ
(3.1.5)

dır.
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Bir diğer sınır değer problemi olan Robin sınır değer problemi aslında Dirichlet ve

Neumann sınır değer problemlerinin bir birleşimidir.

Tanım 3.1.7 (Robin Sınır Değer Problemi). D = {z ∈ C : |z| < 1} birim diskinde

wz = 0 denkleminin

(w+∂νw)(z) |∂D= γ(z) , z ∈ ∂D , γ ∈C(∂D;C)

sınır koşullarını sağlayan w(z) çözümünün bulunması problemine analitik fonksiyonlar

için Robin sınır değer problemi denir.

Teorem 3.1.8. [9] D = {z ∈ C : |z| < 1} birim diskinde γ ∈ C(∂D;R) olmak üzere

wz = 0 denkleminin

w(z) |∂D= γ(z), z ∈ D

koşulunu sağlayan çözümünün mevcut olması için gerek ve yeter şart |z|< 1 için

1
2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ )
ζ

1− zζ
dζ = 0 (3.1.6)

olmasıdır. Bu durumda da problemin tek çözümü

w(z) =− 1
2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ )
ln(1− zζ )

z
dζ (3.1.7)

formundadır.

3.2. Birim Diskte Homojen Olmayan Cauchy-Riemann Denklemi için Sınır Değer

Problemleri

Bu bölümde bir önceki bölümde verilen sınır değer problemlerinin homojen olmayan

Cauchy-Riemann Denklemi için çözümleri incelenecektir.
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Teorem 3.2.1. [5] D = {z ∈ C : |z| < 1} birim diskinde f ∈ L1(D;C) olmak üzere

wz = f homojen olmayan Cauchy-Riemann denkleminin

Rew|∂D = γ, Imw(0) = c

koşullarını sağlayan çözümü vardır ve bu çözüm

w(z) =
1

2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ )
ζ + z
ζ − z

dζ

ζ
− 1

2π

∫
|ζ |<1

[
f (ζ )

ζ

ζ + z
ζ − z

+
f (ζ )

ζ

1+ zζ

1− zζ

]
dξ dη + ic

(3.2.1)

formülü ile tek olarak belirlenebilir.

Teorem 3.2.2. [5] D = {z ∈ C : |z|< 1} birim diskinde

wz = f , z ∈ D, f ∈ L1(D;C)

w|∂D = γ, γ ∈C(∂D;C)

olarak tanımlanan homojen olmayan Cauchy-Riemann denklemi için Dirichlet proble-

minin çözülebilir olması için gerek ve yeter koşul |z|< 1 birim D diskinde

1
2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ )
z

1− zζ
dζ =

1
π

∫
|ζ |<1

f (ζ )
z

1− zζ
dξ dη (3.2.2)

olmasıdır.

Bu durumda Dirichlet probleminin tek çözümü

w(z) =
1

2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ )
dζ

ζ − z
− 1

π

∫
|ζ |<1

f (ζ )
dξ dη

ζ − z
(3.2.3)

olur.
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Teorem 3.2.3. [5] D= {z ∈C : |z|< 1} birim diskinde f ∈Cα(D;C), 0 < α < 1, γ ∈

C(∂D;C), c ∈ C olmak üzere

wz = f , ∂νw|∂D = γ, w(0) = c,

homojen olmayan Cauchy-Riemann denklemi için Neumann sınır değer probleminin

çözülebilir olması için gerek ve yeter şart |z|< 1 için

1
2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ )
dζ

(1− zζ )ζ
+

1
2πi

∫
|ζ |=1

f (ζ )
dζ

1− zζ
+

1
π

∫
|ζ |<1

z f (ζ )
(1− zζ )2 dξ dη = 0

(3.2.4)

olmasıdır.

Bu durumda tek çözüm

w(z) = c− 1
2πi

∫
|ζ |=1

(γ(ζ )−ζ f (ζ )) log(1− zζ )
dζ

ζ
− 1

π

∫
|ζ |<1

z f (ζ )
ζ (ζ − z)

dξ dη (3.2.5)

dır.

Teorem 3.2.4. [9] Birim diskte homojen olmayan Cauchy-Riemann denklemi için Ro-

bin sınır değer problemi

wz = f , (w+∂νw)|∂D = γ, f ∈ L1(D,C)∩C(∂D,C)

tek türlü çözülebilir olması için gerek ve yeter koşul |z|< 1 için

z

 1
2πi

∫
|z|=1

{
γ(ζ )−ζ f (ζ )

} dζ

1− zζ
+

1
π

∫
|z|<1

zζ

(1− zζ )2 f (ζ )dξ dη

= 0 (3.2.6)

dır.

Bu durumda çözüm

w(z) =
1

2πi

∫
|z|=1

(
ζ f (ζ )− γ(ζ )

) ln(1− zζ )

z
dζ − 1

π

∫
|z|<1

f (ζ )
ζ − z

dξ dη (3.2.7)
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olarak verilir.

3.3. Birim Diskte Beltrami Denklemi için Sınır Değer Problemleri

|q(z)| ≤ q0 < 1 koşulunu sağlayan q(z) fonksiyonu için

wz +q(z)wz

formunda kompleks gösterime sahip Beltrami denklemi birinci basamaktan kısmi di-

ferensiyel denklemlerden oluşan Cauchy-Riemann sisteminin daha genel halidir.

Burada q(z) üzerine konulan koşul sistemin kuvvetli eliptikliğini sağlar ve eliptiklik

koşulu olarak adlandırılır. Beltrami denkleminin çözümleri geometrik fonksiyon teori-

sinin temel konularından birisi olan quasikonform dönüşümlerdir. Çalışmanın bundan

sonraki bölümlerinde z ∈ D için q(z) = c (c sabit) alınacaktır. Yine bu bölümde Belt-

rami denklemi ile ilgili teoremler de ispatsız olarak verilecektir.

Teorem 3.3.1. [12] Birim diskte f ∈ Lp(D), p > 2, γ ∈ C(∂D,R) ve a ∈ R olmak

üzere;

wz + cwz = f , Rew|∂D = γ, Imw(0) = a

olarak verilen Schwarz sınır değer problemi çözülebilirdir ve çözüm

w(z) = ϕ(z)+
∞

∑
k=0

(−1)k+1 1
2π

∫
|ζ |<1

{
ck

Π
k
1( f − cϕ

′)(ζ )
ζ − z

ζ (ζ − z)

+ck
Πk

1( f − cϕ ′)(ζ )
1+ zζ

ζ (1− zζ )

}
dξ dη (3.3.1)

dır.
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Burada ϕ(z) fonksiyonu ve Π1 operatörü

ϕ(z) =
1

2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ )
ζ + z
ζ − z

dζ

ζ
+ ia (3.3.2)

Π1ρ(z) := − 1
π

∫
|ζ |<1

{
ρ(ζ )

(ζ − z)2 +
ρ(ζ )

(1− zζ )2

}
dξ dη (3.3.3)

dır.

Teorem 3.3.2 ([12], [17]). Birim diskte p > 2 için f ∈ Lp(D) ve γ ∈C(∂D;C) olmak

üzere;

wz + cwz = f , w|∂D = γ

Dirichlet sınır değer probleminin çözülebilir olması için gerek ve yeter koşul

1
2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ )
1

1+ czζ

zdζ

1− zζ
=

∞

∑
k=0

(−1)kck 1
π

∫
|ζ |<1

f (ζ )(ζ − z)k zk+1dξ dη

(1− zζ )k+1 (3.3.4)

eşitliğinin sağlanmasıdır.

Bu durumda problemin tek çözümü

w(z) =
1

2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ )
dζ

ζ − z
+

1
2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ )
dζ

ζ − z− c(ζ − z)

− 1
π

∫
|ζ |<1

f (ζ )
dξ dη

ζ − z− c(ζ − z)
(3.3.5)

dır.

Teorem 3.3.3. [13] Birim diskte Beltrami için Neumann sınır değer problemi

wz + pwz = f , f ∈ Lq(D;C), q > 2, p ∈ C, |p|< 1,

(∂νw)|∂D = γ, w(0) = 0, γ ∈C(∂D,C),

çözülebilirdir ancak ve ancak |z|< 1 için
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1
2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ )−ζ f (ζ )

ζ − pζ

1+ pz2

1− zζ − pz(z−ζ )
dζ

+
1
π

∫
|ζ |<1

f (ζ )
(1+ pz2)z(

1− zζ − pz(z−ζ )
)2 dξ dη = 0 (3.3.6)

sağlanmasıdır.

Bu durumda tek çözüm

w(z) =
1

2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ )−ζ f (ζ )

ζ − pζ
log

ζ − pζ

ζ − z− p(ζ − z)
dζ

− 1
π

∫
|ζ |<1

f (ζ )
z− pz

(ζ − pζ )
(

ζ − z− p(ζ − z)
)dξ dη (3.3.7)

dır.

3.4. Birim Diskte Bitsadze Denklemi için Sınır Değer Problemleri

İkinci basamaktan temel kompleks kısmi türevli denklemlerden birisi de wzz = f for-

munda homojen olmayan Bitsadze denklemidir.

Bu bölümde literatürde yapılan Bitsadze denklemi için bazı sınır değer problemleri

birim disk esas alınarak çözülecektir. Bu bölümün önemi bir sonraki bölümün konusu

olan halkasal bölgede aynı problemlerin çözümlerinin araştırılmasında yardımcı olma-

sıdır.

Teorem 3.4.1. [3] Birim diskte

wzz = f , w|∂D = γ0, wz|∂D = γ1; f ∈ L1(D;C), γ0, γ1 ∈C(∂D;C), |z|< 1 (3.4.1)

olarak verilen homojen olmayan Bitsadze denklemi için Dirichlet sınır değer proble-
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minin çözülebilir olması için gerek ve yeter koşul |z|< 1 için

z
2πi

∫
|ζ |=1

(
γ0(ζ )

1− zζ
− γ1(ζ )

ζ

)
dζ +

z
π

∫
|ζ |<1

f (ζ )
ζ − z

1− zζ
dξ dη = 0 (3.4.2)

ve
1

2πi

∫
|ζ |=1

γ1(ζ )
zdζ

1− zζ
− 1

π

∫
|ζ |<1

f (ζ )
zdξ dη

1− zζ
= 0 (3.4.3)

koşullarının sağlanmasıdır.

Bu durumda çözüm

w(z) =
1

2πi

∫
|ζ |=1

γ0(ζ )
dζ

ζ − z
− 1

2πi

∫
|ζ |=1

γ1(ζ )
ζ − z
ζ − z

dζ

+
1
π

∫
|ζ |<1

f (ζ )
ζ − z
ζ − z

dξ dη (3.4.4)

olarak verilir.

Teorem 3.4.2. [3] Birim diskte

wzz = f , w|∂D = γ0, ∂νwz|∂D = γ1, wz(0) = c;

f ∈ L1(D;C)∩C(∂D;C), γ0, γ1 ∈C(∂D;C), c ∈ C (3.4.5)

olarak verilen homojen olmayan Bitsadze denklemi için Dirichlet-Neumann sınır değer

probleminin çözülebilir olması için gerek ve yeter koşul z ∈ D için

c− 1
2πi

∫
|ζ |=1

γ0(ζ )
dζ

1− zζ
+

1
π

∫
|ζ |<1

f (ζ )
1−|ζ |2

ζ (1− zζ )
dξ dη = 0 (3.4.6)

ve

1
2πi

∫
|ζ |=1

(γ1(ζ )−ζ f (ζ ))
dζ

ζ (1− zζ )
+

1
π

∫
|ζ |<1

z f (ζ )
(1− zζ )2 dξ dη = 0 (3.4.7)

koşullarının sağlanmasıdır.
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Bu durumda çözüm

w(ζ ) = cz+
1

2πi

∫
|ζ |=1

γ0(ζ )
dζ

ζ − z

1
2πi

∫
|ζ |=1

(
γ1(ζ )−ζ f (ζ )

) 1−|z|2

z
log(1− zζ )

dζ

ζ

+
1
π

∫
|ζ |<1

f (ζ )
|ζ |2−|z|2

ζ (ζ − z)
dξ dη (3.4.8)

ile verilir.

3.5. Beltrami Denklemine İndirgenebilen n. Basamaktan Bir Denklem için Sınır

Değer Problemleri

[12] ve [13] nolu kaynaklarda wz+cwz = f Beltrami denklemi için Dirichlet, Schwarz,

Neumann ve Robin sınır değer problemleri incelenmiştir. Ayrıca, yine [12] de Beltrami

denklemine indirgenebilen 2. basamaktan wzz+cwzz = f ,(z∈D, |c|< 1) denklemi için

bir Dirichlet probleminin çözümü hakkında bilgi verilmiştir.

Bu bölümde, D = {z ∈ C : |z|< 1} birim diskinde sabit katsayılı n. basamaktan

∂ nw(z)
∂ z̄n + c

∂ nw(z)
∂ z ∂ z̄n−1 = f (z), z ∈ D, f ∈ Lp(D,C), n = 1,2, ..., (3.5.1)

kompleks kısmi türevli denkleminin

∂
k
z w|∂D = γk ,0≤ k ≤ n−1, γk ∈C(∂D,C) (3.5.2)

Dirichlet sınır koşullarını sağlayan çözümünün mevcut olması için gerek ve yeter ko-

şullar altında elemanter çözüm ortaya konmaktadır.

(3.5.1)-(3.5.2) problemini incelemeden önce polianalitik fonksiyon olarak tanımla-

nan ∂
n
z w = 0 formundaki kompleks kısmi türevli denklemin homojen olmayan tipi

(∂ n
z w = f ) için Dirichlet sınır değer probleminin çözülebilme koşullarını ve çözümünü
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veren teoremi ifade edelim:

Teorem 3.5.1. [14] Birim diskte f ∈ L1(D;C),γk ∈ C(∂D,C),0 ≤ k ≤ n− 1 olmak

üzere

∂
n
z w = f (z), ∂

k
z w|∂D = γk, 0≤ k ≤ n−1,

şeklinde tanımlanan Dirichlet için sınır değer probleminin çözülebilir olması için gerek

ve yeter koşullar 0≤ k ≤ n−1 olmak üzere

n−1

∑
λ=k

z̄
2πi

∫
|ζ |=1

(−1)λ−k γλ (ζ )

1− zζ

(ζ − z)λ−k

(λ − k)!
dζ (3.5.3)

+
(−1)n−k

π
z̄
∫
|ζ |<1

f (ζ )
1− zζ

(ζ − z)n−1−k

(n−1− k)!
dξ dη = 0

eşitliklerinin sağlanmasıdır. Bu durumda tek çözüm

w(z) =
n−1

∑
k=0

(−1)k

2πi
1
k!

∫
|ζ |=1

γk(ζ )
(ζ − z)k

ζ − z
dζ (3.5.4)

+
(−1)n

π

1
(n−1)!

∫
|ζ |<1

f (ζ )
(ζ − z)n−2

ζ − z
dξ dη

dir.

Teorem 3.5.2. D= {z ∈ C : |z|< 1} birim diskinde |c|< 1 olmak üzere

∂
n
z̄ w+ c∂z∂

n−1
z w = f (z), f ∈ Lp(D,C), p > 2, n = 2,3, ..., (3.5.5)

∂
k−1
z̄ w|∂D = γk, γk ∈C(∂D;C), 0≤ k ≤ n−1, (3.5.6)

şeklinde tanımlanan sınır değer probleminin çözülebilir olması için gerek ve yeter şart-

lar her z ∈ D için f ,γk fonksiyonlarının

I1(z,ζ ) =
1

(n− k−2)!

∞

∑
r=1

(−1)r−1cr (z̄)r−1

(1− z̄ζ )r

r

∑
ν=0

(−1)ν

(
r
ν

)
(ζ − z)n−k+r−1

n− k+ν−1

ve
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I2(z,ζ ) =
1

(n−2)!

∞

∑
r=1

cr (ζ − z)r−1

(ζ − z)r−1

r

∑
ν=0

(−1)ν

n+ν−1

(
r
ν

)
olmak üzere

n−2

∑
λ=k

z̄
2πi

∫
|ζ |=1

(−1)λ−k γλ (ζ )

1− zζ

(ζ − z)λ−k

(λ − k)!
dζ

+
(−1)n−k−1

2πi
z̄
∫
|ζ |=1

γn−1(ζ )
(ζ − z)n−k−1

(n− k−1)!(1− zζ )
dζ

+
(−1)n−k−1

2πi
z̄
∫
|ζ |=1

γn−1(ζ )I1(z,ζ )dζ +
(−1)n−k−1

π
z̄
∫
|ζ |<1

f (ζ )
zI1(z,ζ )
1− zζ

dξ dη = 0

ve
1

2πi

∫
|ζ |=1

γn−1(ζ )
2+ czζ

1+ czζ

z̄
1− zζ

dζ =
z̄
π

∫
|ζ |<1

f (ζ )

1− zζ + cz̄(ζ − z)
dξ dη

eşitliklerini sağlamasıdır.

Bu durumda verilen problemin tek çözümü

w(z) =
n−2

∑
k=0

(−1)k

2πi

∫
|ζ |=1

γk(ζ )

k!
(ζ − z)k

(ζ − z)
dζ

+
(−1)n−1

2πi

∫
|ζ |=1

γn−1(ζ )
(ζ − z)n−1

(n−1)!(ζ − z)
dζ

+
(−1)n−1

2πi

∫
|ζ |=1

γn−1(ζ )I2(z,ζ )
dζ

ζ − z

−(−1)n−1

π

∫
|ζ |<1

f (ζ )I2(z,ζ )
dξ dη

(ζ − z)2

dir.
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İspat. (3.5.5) denkleminde

∂
n−1
z̄ w = g (3.5.7)

şeklinde bir değişken değiştirmesi yapılırsa bu denklem

gz̄ + cgz = f ; f ∈ Lp(D,C), p > 2 (3.5.8)

Beltrami denklemine indirgenir ve (3.5.6) daki son sınır koşulundan

g|∂D = γn−1 (3.5.9)

Dirichlet koşulu yazılabilir.

Diğer taraftan

∂
n−1
z w = g(z), g ∈ L1(D;C), (3.5.10)

∂
k
z w|∂D = γk, 0≤ k ≤ n−2, γk ∈C(∂D,C), (3.5.11)

polianalitik fonksiyonlar için Dirichlet sınır değer problemi ortaya çıkar.

Dolayısıyla Teorem 3.3.2 ve Teorem 3.5.1 uygulanabilirdir. g(ζ ), (3.5.3) de yerine

yazılarak integrasyon sırası değiştirilirse

n−2

∑
λ=k

z̄
2πi

∫
|ζ |=1

(−1)λ−k γλ (ζ )

1− zζ

(ζ − z)λ−k

(λ − k)!
dζ (3.5.12)

+
(−1)n−k−1

2πi
z̄
∫
|t|=1

γn−1(t)
1
π

∫
|ζ |<1

(ζ − z)n−k−2

(n− k−2)!(1− zζ )

dξ dη

t−ζ
dt

+
(−1)n−k−1

2πi
z̄
∫
|t|=1

γn−1(t)
1
π

∫
|ζ |<1

(ζ − z)n−k−2

(n− k−2)!
c(t−ζ )

t−ζ − c(t−ζ )

dξ dη

(1− zζ )
dt

−(−1)n−k−1

π
z̄
∫
|t|<1

f (t)
1
π

∫
|ζ |<1

(ζ − z)n−k−2

(n− k−2)!
1

t−ζ − c(t−ζ )

dξ dη

1− zζ
dt1dt2;

ζ = ξ + iη

t = t1 + it2
,

= 0

elde edilir.

28



Burada Cauchy-Pompeiu gösterilimi kullanılarak (3.5.12) nın ikinci terimi için

1
π

∫
|ζ |<1

(ζ − z)n−k−2

(n− k−2)!(1− zζ )

dξ dη

t−ζ
(3.5.13)

=
(t− z)n−k−1

(n− k−1)!(1− zt)
− 1

2πi

∫
|ζ |=1

(ζ − z)n−k−1

(n− k−1)!(1− zζ )

dζ

ζ − t

elde edilir.

1
2πi

∫
|ζ |=1

(ζ − z)n−k−1

(1− zζ )

dζ

ζ − t
= − 1

2πi

∫
|ζ |=1

(ζ − z)n−k−1

(ζ − z)

dζ

1− tζ

= − 1
2πi

∫
|ζ |=1

(ζ − z)n−k−2

(1− tζ )
dζ = 0

olduğu göz önüne alınırsa

1
π

∫
|ζ |<1

(ζ − z)n−k−2

(n− k−2)!(1− zζ )

dξ dη

t−ζ
=

(t− z)n−k−1

(n− k−1)!(1− zt)

yazılabilir. Benzer şekilde (3.5.12) in diğer terimlerindeki integraller için de

1
π

∫
|ζ |<1

(ζ − z)n−k−2

(n− k−2)!
c(t−ζ )

t−ζ − c(t−ζ )

dξ dη

(1− zζ )

=
∞

∑
r=1

(−1)r−1cr

(n− k−2)!
(z̄)r−1

(1− z̄t)r

r

∑
ν=0

(−1)ν

(
r
ν

)
(t− z)n−k+r−1

n− k+ν−1

ve

− 1
π

∫
|ζ |<1

(ζ − z)n−k−2

(n− k−2)!
1

t−ζ − c(t−ζ )

dξ dη

(1− zζ )

=
∞

∑
r=1

(−1)r−1cr

(n− k−2)!
(z̄)r

(1− z̄t)r+1

r

∑
ν=0

(−1)ν+1
(

r
ν

)
(t− z)n−k+r−1

n− k+ν−1

olduğu görülebilir.
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Dolayısıyla (3.5.3) çözülebilme koşulu

n−2

∑
λ=k

z̄
2πi

∫
|ζ |=1

(−1)λ−k γλ (ζ )

1− zζ

(ζ − z)λ−k

(λ − k)!
dζ

+
(−1)n−k−1

2πi
z̄
∫
|ζ |=1

γn−1(ζ )
(ζ − z)n−k−1

(n− k−1)!(1− zζ )
dζ

+
(−1)n−k−1

2πi
z̄
∫
|ζ |=1

γn−1(ζ )
∞

∑
r=1

(−1)r−1cr

(n− k−2)!
(z̄)r−1

(1− z̄ζ )r

r

∑
ν=0

(−1)ν

(
r
ν

)
(ζ − z)n−k+r−1

n− k+ν−1
dζ

+
(−1)n−k−1

π
z̄
∫
|ζ |<1

f (ζ )
∞

∑
r=1

(−1)r−1cr

(n− k−2)!
(z̄)r

(1− z̄ζ )r+1

r

∑
ν=0

(−1)ν+1
(

r
ν

)
(ζ − z)n−k+r−1

n− k+ν−1
dξ dη

= 0

şekline gelir.

Problemin çözümü için (3.3.5) deki g(ζ ) değeri, (3.5.4) de yerine yazılarak integras-

yon sırası değiştirilirse, t = t1 + it2 olmak üzere

w(z) =
n−2

∑
k=0

(−1)k

2πi

∫
|ζ |=1

γk(ζ )

k!
(ζ − z)k

(ζ − z)
dζ

+
(−1)n−1

2πi

∫
|t|=1

γn−1(t)

 1
π

∫
|ζ |<1

(ζ − z)n−2

(n−2)!(ζ − z)
dξ dη

t−ζ

dt

+
(−1)n−1

2πi

∫
|t|=1

γn−1(t)

 1
π

∫
|ζ |<1

(ζ − z)n−2

(n−2)!(ζ − z)
c(t−ζ )

t−ζ − c(t−ζ )
dξ dη

dt

−(−1)n−1

π

∫
|t|<1

f (t)

 1
π

∫
|ζ |<1

(ζ − z)n−2

(n−2)!(ζ − z)
dξ dη

t−ζ − c(t−ζ )

dt1dt2

(3.5.14)

elde edilir.
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Burada

− 1
π

∫
|ζ |<1

(ζ − z)n−2

(n−2)!(ζ − z)
dξ dη

ζ − t

=− 1
π

∫
|ζ |<1

(ζ − z)n−2

(n−2)!(t− z)

(
1

ζ − t
− 1

ζ − z

)
dξ dη

=
(t− z)n−1

(n−1)!(t− z)
− 1

2πi(n−1)!(t− z)
1
π

∫
|ζ |=1

(
(ζ − z)n−1

ζ − t
− (ζ − z)n−1

ζ − z

)
dζ

=
(t− z)n−1

(n−1)!(t− z)
+

1
2πi(n−1)!(t− z)

1
π

∫
|ζ |=1

(ζ − z)n−1
(

1

1− tζ
− 1

1− zζ

)
dζ

ζ

=
(t− z)n−1

(n−1)!(t− z)

olduğu göz önüne alınarak diğer integraller hesaplanırsa

1
π

∫
|ζ |<1

(ζ − z)n−2

(n−2)!(ζ − z)
c(t−ζ )

t−ζ − c(t−ζ )
dξ dη

=
1

(n−2)!

∞

∑
r=1

cr (t− z)r−1

(t− z)r

r

∑
ν=0

(−1)ν

n+ν−1

(
r
ν

)

ve

− 1
π

∫
|ζ |<1

(ζ − z)n−2

(n−2)!(ζ − z)
dξ dη

t−ζ − c(t−ζ )

=
1

(n−2)!

∞

∑
r=0

cr (t− z)r−1

(t− z)r+1

r

∑
ν=0

(−1)ν

n+ν−1

(
r
ν

)

elde edilir.

Sonuç olarak bu değerlerin (3.5.14) de yerine yazılmasıyla
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w(z) =
n−2

∑
k=0

(−1)k

2πi

∫
|ζ |=1

γk(ζ )

k!
(ζ − z)k

(ζ − z)
dζ

+
(−1)n−1

2πi

∫
|ζ |=1

γn−1(ζ )
(ζ − z)n−1

(n−1)!(ζ − z)
dζ

+
(−1)n−1

2πi

∫
|ζ |=1

γn−1(ζ )
1

(n−2)!

∞

∑
r=1

cr (ζ − z)r−1

(ζ − z)r

r

∑
ν=0

(−1)ν

n+ν−1

(
r
ν

)
dζ

−(−1)n−1

π

∫
|ζ |<1

f (ζ )
1

(n−2)!

∞

∑
r=1

cr (ζ − z)r−1

(ζ − z)r+1

r

∑
ν=0

(−1)ν

n+ν−1

(
r
ν

)
dξ dη

elde edilir.

Not 4. n = 1 için (3.5.5)-(3.5.6) sınır değer problemi Beltrami denklemi için Dirichlet

problemine denk olduğu görülebilir.
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4 . HALKASAL BÖLGEDE SINIR DEĞER PROBLEMLERİ

Çalışmanın bu kısmında halkasal bölgede analitik fonksiyonlar için temel sınır de-

ğer problemlerin özel formda çözümleri verilecektir. Daha sonra da homojen olmayan

Cauchy-Riemann Denklemi için sınır değer problemleri incelenecektir.

4.1. İntegral Gösterilimleri

r bir reel pozitif sayı olmak üzere kompleks düzlemin halkasal R := {z ∈ C,0 < r <

|z| < 1} bölgesini göz önüne alalım. R halkasal bölgesinde analitik fonksiyonlar için

sınır değer problemlerini çözmek için aşağıdaki gösterim formülü önemli rol oynar:

Teorem 4.1.1. [21] w, R halkasal bölgede analitik ve R de sürekli olsun. Bu durumda

w(z)=
1

2πi

∫
∂R

Rew(z)

[
ζ + z
ζ − z

+2
∞

∑
n=1

{
z

r2nζ − z
+

ζ

ζ − r2nz

}]
dζ

ζ
− 1

2πi

∫
|ζ |=r

w(ζ )
dζ

ζ

(4.1.1)

gösterilimi geçerlidir.

İspat. Cauchy teoreminden (Teorem 2.2.2) herhangi bir z ∈ R ve n ∈ N için

1
2πi

∫
∂R

w(z)
∞

∑
n=1

(
z

r2nζ − z
+

ζ

ζ − r2nz

)
dζ

ζ
= 0, (4.1.2)

1
2πi

∫
∂R

w(z)

[
zζ

1− zζ
−

∞

∑
n=1

(
1

r2nzζ −1
+

zζ

zζ − r2n

)]
dζ

ζ
= 0 (4.1.3)

yazılabilir.

(4.1.3) ün kompleks eşleniği ve (4.1.2), R de w fonksiyonu için uygulanan (2.2.2) Ca-
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uchy integral formülünün sağ tarafına eklenirse, bu durumda

w(z) =
1

2πi

∫
∂R

w(ζ )
dζ

ζ − z
+

1
2πi

∫
∂R

w(ζ )
∞

∑
n=1

(
z

r2nζ − z
+

ζ

ζ − r2nz

)
dζ

ζ

+
1

2πi

∫
∂R

w(ζ )

[
zζ

1− zζ
−

∞

∑
n=1

(
1

r2nzζ −1
+

zζ

zζ − r2n

)]
dζ

ζ

veya düzenleme ile

w(z) =
1

2πi

∫
∂R

Rew(ζ )

[
ζ

ζ − z
+

z|ζ |2

ζ − z|ζ |2
+

∞

∑
n=1

(
z

r2nζ − z
+

ζ

ζ − r2nz

− ζ

r2nz|ζ |2−ζ
− z|ζ |2

z|ζ |2− r2nζ

)]
dζ

ζ
+

1
2πi

∫
∂R

Imw(ζ )
[

ζ

ζ − z
− z|ζ |2

ζ − z|ζ |2

+
∞

∑
n=1

(
z

r2nζ − z
+

ζ

ζ − r2nz
+

ζ

r2nz|ζ |2−ζ
+

z|ζ |2

z|ζ |2− r2nζ

)]
dζ

ζ

elde edilir.

Sınır integrallerini ayırıp ve bazı kısaltmalar yapılırsa

w(z) =
1

2πi

∫
|ζ |=1

Rew(ζ )

[
ζ + z
ζ − z

+2
∞

∑
n=1

(
z

r2nζ − z
+

ζ

ζ − r2nz

)]
dζ

ζ

− 1
2πi

∫
|ζ |=r

Rew(ζ )

[
ζ + z
ζ − z

+1+2
∞

∑
n=1

(
z

r2nζ − z
+

ζ

ζ − r2nz

)]
dζ

ζ

+
1

2π

∫
|ζ |=1

Imw(ζ )
dζ

ζ

olup buradan

w(z) =
1

2πi

∫
∂R

Rew(ζ )

[
ζ + z
ζ − z

+2
∞

∑
n=1

(
z

r2nζ − z
+

ζ

ζ − r2nz

)]
dζ

ζ

+
1

2π

∫
∂R

Imw(ζ )
dζ

ζ
− 1

2πi

∫
|ζ |=r

w(ζ )
dζ

ζ

ifadesi yazılabilir.
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Burada w, R de analitik olduğundan
1

2π

∫
∂R

Imw(ζ )
dζ

ζ
= 0 olduğu göz önüne alınırsa

ispat tamamlanmış olur.

Sonuç 4.1.1. R de sürekli ve R de analitik bir w fonksiyonunun reel kısmı

Rew(z) =
1

2πi

∫
∂R

Rew(ζ )

[
ζ

ζ − z
+

ζ

ζ − z
−1+

∞

∑
n=1

(
r2nζ

r2nζ − z
+

r2nζ

r2nζ − z

+
r2nz

ζ − r2nz
+

r2nz

ζ − r2nz

)]
dζ

ζ
− 1

2πi

∫
|ζ |=r

Rew(ζ )
dζ

ζ

formunda gösterilebilinir.

Bu bölümde Lp(D;C) sınıfında genelleştirilmiş birinci basamaktan z ye ve z ye göre

türevli fonksiyonların uzayı sırasıyla W 1,p
z (D;C) ve W 1,p

z (D;C) ile ifade edilirken,

W 1+α
z (D;C)

(
W 1+α

z̄ (D;C)
)

ise D de genelleştirilmiş birinci basamaktan z (z) ye göre

türevli Hölder sürekli fonksiyonların uzayını ifade eder.

4.2. Halkasal Bölgede Analitik Fonksiyonlar İçin Temel Sınır Değer Problemleri

4.2.1. Schwarz Sınır Değer Problemi

Teorem 4.2.1. [21] R halkasal bölgesinde c ∈ R ve r < ρ < 1 olmak üzere

wz = 0, z ∈ R; Rew|∂R = γ,
1

2πi

∫
|ζ |=ρ

Imw(ζ )
dζ

ζ
= c, γ ∈C(∂R;R) (4.2.1)

olarak tanımlanan analitik fonksiyonlar için Schwarz sınır değer probleminin tek türlü

çözülebilir olması için gerek ve yeter koşul her z ∈ R için

1
2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ )
dζ

ζ
=

1
2πi

∫
|ζ |=r

γ(ζ )
dζ

ζ
= 0 (4.2.2)
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olmasıdır. Bu durumda tek çözüm

w(z)=
1

2πi

∫
∂R

γ(ζ )

[
ζ + z
ζ − z

+2
∞

∑
n=1

{
r2nζ

r2nζ − z
+

r2nz
ζ − r2nz

}]
dζ

ζ
− 1

2πi

∫
|ζ |=r

γ(ζ )
dζ

ζ
+ic

(4.2.3)

dir.

İspat. (4.2.3) formülü R de analitik bir fonksiyon belirtir ve reel kısmı

Rew(z) =
1

2πi

∫
∂R

γ(ζ )

[
ζ

ζ − z
+

ζ

ζ − z
−1+

∞

∑
n=1

(
r2nζ

r2nζ − z
+

r2nζ

r2nζ − z

+
r2nz|ζ |2

r2nz|ζ |2−|z|2ζ
+

r2n|z|2ζ

z|ζ |2− r2n|z|2ζ

)]
dζ

ζ
− 1

2πi

∫
|ζ |=r

γ(ζ )
dζ

ζ

olur. Buradan

lim
|z|→1, z∈R

Rew(z) = lim
|z|→1, z∈R

1
2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ )

[
ζ

ζ − z
+

ζ

ζ − z
−1

]
dζ

ζ
,

lim
|z|→r, z∈R

Rew(z) =
1

2πi

∫
∂R

γ(ζ )
dζ

ζ
− lim
|z|→r, z∈R

1
2πi

∫
|ζ |=r

γ(ζ )

[
ζ

ζ − z
+

ζ

ζ − z
−1

]
dζ

ζ

olur.

Burada
ζ

ζ − z
+

ζ

ζ − z
−1

ifadesi (|z|< 1 için |ζ |= 1 veya |z|> r için |ζ |= r), |z|< 1 birim disk ve |z|> r böl-

geleri için Poisson çekirdeğidir. Poisson çekirdeği |z|< 1 ve |z|> r için γ ∈C(∂R;C)

olmak üzere

lim
|z|→1, |z|<1

1
2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ )

[
ζ

ζ − z
+

ζ

ζ − z
−1

]
dζ

ζ
= γ(z), (4.2.4)

lim
|z|→1, |z|>r

1
2πi

∫
|ζ |=r

γ(ζ )

[
ζ

ζ − z
+

ζ

ζ − z
−1

]
dζ

ζ
= −γ(z) (4.2.5)

özelliklerini sağlar. Buradan (4.2.3) fonksiyonun (4.2.1) in ilk koşulunu sağlaması için
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gerek ve yeter koşulun (4.2.2) olduğu görülebilir.

Normalizasyon koşulu da denilen ikinci koşul ise

1
2πi

∫
|z|=ρ

w(z)
dz
z

=
1

2πi

∫
∂R

γ(ζ )
1

2πi

∫
|z|=ρ

[
ζ + z
ζ − z

+2
∞

∑
n=1

(
r2nζ

r2nζ − z
+

r2nz
ζ − r2nz

)]
dz
z

dζ

ζ

− 1
2πi

∫
|ζ |=r

γ(ζ )
dζ

ζ
+ ic

=
1

2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ )
dζ

ζ
+ ic

olduğundan yine geçerlidir.

4.2.2. Dirichlet Sınır Değer Problemi

Teorem 4.2.2. [21] R halkasal bölgede γ ∈C(∂R;R) için

wz = 0, z ∈ R; w|∂R = γ, (4.2.6)

analitik fonksiyonlar için Dirichlet probleminin tek türlü çözülebilir olması için gerek

ve yeter koşul her z ∈ R için

1
2πi

∫
∂R

γ(ζ )
zdζ

1− zζ
=

1
2πi

∫
∂R

γ(z)
zdζ

r2− zζ
= 0 (4.2.7)

dır.

Bu durumda tek çözüm Cauchy integrali ile tek türlü

w(z) =
1

2πi

∫
∂R

γ(ζ )
dζ

ζ − z
(4.2.8)

olarak verilir.

İspat. (4.2.8) ile verilen w, Dirichlet probleminin bir çözümü olsun. Bu durumda, Ca-
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uchy integrali R de ve Ĉ=C∪{∞} olmak üzere Ĉ\R de sürekli sınır değerlerine sahip

bir analitik fonksiyon olduğundan

lim
z→ζ , z∈R

w(z) = γ(ζ ) (4.2.9)

yazılabilir. |z|< 1 için

w
(

1
z

)
=

1
2πi

∫
∂R

γ(ζ )
zdζ

zζ −1
=

1
2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ )
z

z−ζ

dζ

ζ
− 1

2πi

∫
|ζ |=r

γ(ζ )
|z|2ζ

|z|2ζ − z
dζ

ζ

(4.2.10)

olduğuna dikkat edelim.

w(z)−w
(

1
z

)
=

1
2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ )

(
ζ

ζ − z
+

ζ

ζ − z
−1

)
dζ

ζ

− 1
2πi

∫
|ζ |=r

γ(ζ )

(
ζ

ζ − z
+
|z|2ζ

|z|2ζ − z

)
dζ

ζ
(4.2.11)

farkı, (4.2.9) ve |ζ | = 1 için Poisson çekirdeğinin özelliğinden ve lim
z→ζ , |z|<1

w
(

1
z

)
varolmasından dolayı

lim
z→ζ

|z|<1

w(z)− lim
z→ζ

|z|<1

w
(

1
z

)
= γ(ζ ) (4.2.12)

olur.

(4.2.9) tekrar göz önüne alınırsa

lim
z→ζ

|z|<1

w
(

1
z

)
= 0 (4.2.13)

olur.

|z|> 1 de w(z) analitik ve sonsuzda sıfır değerini aldığından analitik fonksiyonlar için

maksimum prensibi gereği |z| > 1 için w(z) ≡ 0 dır ve alır. Buna denk olarak |z| < 1

için w(1/z̄)≡ 0 dır. Yani; (4.2.7) de ilk koşul sağlanır.
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w
(

r2

z

)
=

1
2πi

∫
|ζ |=r

γ(ζ )
zdζ

zζ − r2 , |z|< r (4.2.14)

fonksiyonunu göz önüne alalım.

w(z)−w
(

r2

z

)
=

1
2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ )

(
ζ

ζ − z
− |z|2ζ

|z|2ζ − r2z

)
dζ

ζ

− 1
2πi

∫
|ζ |=r

γ(ζ )

(
ζ

ζ − z
+

ζ

ζ − z
−1

)
dζ

ζ
(4.2.15)

farkı ve |ζ |= r için Poisson çekirdeğinin özelliğinden

lim
z→ζ

|z|>r

w(z)− lim
z→ζ

|z|>r

w
(

r2

z

)
= γ(ζ ) (4.2.16)

elde edilir. (4.2.9) a göre,

lim
z→ζ

|z|>r

w
(

r2

z

)
= 0 (4.2.17)

dır. Analitik fonksiyonlar için maksimum prensibi gereği |z|> r için

w
(

r2

z

)
≡ 0

dır. Böylece (4.2.7) nin ikinci koşulu da geçerlidir.

Sonuç olarak (4.2.7) nin gerekli olduğu ispatlanır. Yeterliliği ise açıktır.

Not 5. Daha genel bölgelerde analitik fonksiyonlar için Dirichlet problemi (2.1.8)

Plemelj-Sokhotzki formülleri ile ele alınır. Bunun için sınır değerinin Hölder sürekli

olması gerekir. Halkasal bölgelerde ise Hölder sürekliliğin gerekli olmamasının nedeni

bu bölgelerde Poisson çekirdeği yerine Cauchy çekirdeğinin çözülebilme koşullarında

yer almasıdır.
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4.2.3. Analitik Fonksiyonlar için Neumann Sınır Değer Problemi

Üçüncü sınır değer problemi olan Neumann sınır değer problemini formülize etmek

için öncelikle düzgün sınıra sahip bir bölgenin sınırında normal türevi tanımlamak

gerekir. R halkasal bölgesinde normal türevinin yönü, birim çember üzerinde yarıçap

vektörü ile çakışırken, |z|= r çemberi üzerinde ise ters yönlüdür.

Bu durumda, R halkasının sınırı üzerinde normal türev operatörü

∂νz =

 z∂z + z∂z, |z|= 1,

− z
r ∂z− z

r ∂z, |z|= r,
(4.2.18)

şeklinde olur.

Teorem 4.2.3. [21] R halkasal bölgede γ ∈ C(∂R;R), c ∈ C, z0 ∈ R sabit bir nokta

olmak üzere;

wz = 0, zwz|∂R = γ, w(z0) = c, (4.2.19)

analitik fonksiyonlar için Neumann probleminin tek türlü çözülebilir olması için gerek

ve yeter koşullar her z ∈ R için

1
2πi

∫
|z|=1

γ(ζ )
zdζ

1− zζ
=

1
2πi

∫
|ζ |=r

γ(ζ )
zdζ

1− zζ
= 0, (4.2.20)

1
2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ )
zdζ

r2− zζ
=

1
2πi

∫
|ζ |=r

γ(ζ )
zdζ

r2− zζ
= 0 (4.2.21)

sağlanmasıdır.

Ayrıca eğer yukarıdaki koşullara ek olarak

1
2πi

∫
|z|=1

γ(ζ )
dζ

ζ
= 0 (4.2.22)
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sağlanırsa bu durumda problemin çözümü

w(z) = c+
1

2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ ) log

∣∣∣∣∣1− z0ζ

1− zζ

∣∣∣∣∣
2

dζ

ζ
− 1

2πi

∫
|ζ |=r

γ(ζ ) log

∣∣∣∣∣z0ζ − r2

zζ − r2

∣∣∣∣∣
2

dζ

ζ

(4.2.23)

olur.

İspat. ϕ := zwz olacak şekilde yeni bir fonksiyon tanımlayalım. w analitik olduğundan

ϕ fonksiyonu da analitiktir.

w için (4.2.19) Neumann problemi, ϕ analitik fonksiyonu için Dirichlet problemine

denktir. Teorem 4.2.2 göre çözümün

ϕ(z) =
1

2πi

∫
∂R

γ(ζ )
dζ

ζ − z

olması için gerek ve yeter koşul z ∈ R için

1
2πi

∫
∂R

γ(ζ )
zdζ

1− zζ
=

1
2πi

∫
∂R

γ(ζ )
zdζ

r2− zζ
= 0

olmasıdır.

Bu durumda

wz(z) =
1

2πi

∫
∂R

γ(ζ )
dζ

z(ζ − z)
=

1
2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ )

(
ζ

1− zζ
+

1
z

)
dζ

ζ

− 1
2πi

∫
|ζ |=r

γ(ζ )

(
ζ

r2− zζ
+

1
z

)
dζ

ζ

dir.
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Bu ifadenin z ye göre integrali alınırsa c0 ∈ C için

w(z) = c0−
1

2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ ) log(1− zζ )
dζ

ζ
+

1
2πi

∫
|ζ |=r

γ(ζ ) log(zζ − r2)
dζ

ζ

+
logz
2πi

∫
∂R

γ(ζ )
dζ

ζ

olduğu görülür.

Eğer (4.2.22) ek koşulu altında c0

c0 = c+
1

2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ ) log(1− z0ζ )
dζ

ζ
+

1
2πi

∫
|ζ |=r

γ(ζ ) log(z0ζ − r2)
dζ

ζ

olarak belirlenirse (4.2.19) Neumann probleminin (4.2.23) çözümü elde edilir.

Not 6. Eğer

1
2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ )
zdζ

1− zζ
=

1
2πi

∫
|ζ |=r

γ(ζ )
zdζ

1− zζ

=
1

2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ )
zdζ

r2− zζ
=

1
2πi

∫
|ζ |=r

γ(ζ )
zdζ

r2− zζ
,

1
2πi

∫
∂R

γ(ζ )
dζ

ζ
= 0 (4.2.24)

koşulları sağlanırsa (4.2.19) Neumann probleminin çözümü

w(z) = c− 1
2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ ) log

∣∣∣∣∣ 1− zζ

1− z0ζ

∣∣∣∣∣
2

dζ

ζ
+

1
2πi

∫
|ζ |=r

γ(ζ ) log

∣∣∣∣∣ zζ − r2

z0ζ − r2

∣∣∣∣∣
2

dζ

ζ

(4.2.25)

formunda olur.

Gerçekten, (4.2.25) z ye göre türev alınırsa ve (4.2.24 ) ilk kısmı kullanılırsa

wz(z) =
1

2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ )
dζ

1− zζ
− 1

2πi

∫
|ζ |=r

γ(ζ )
dζ

r2− zζ
= 0
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olduğu görülebilir.

Yani, (4.2.25) daha önce belirtilen sınır koşullarını sağlar, çünkü (4.2.24) koşulu (4.2.20)

ve (4.2.21) koşullarını içerir.

4.3. Halkasal Bölgede Homojen Olmayan Cauchy-Riemann Denklemi için Sınır

Değer Problemleri

Bu bölümde, homojen olmayan Schwarz, Dirichlet ve Neumann sınır eğer problem-

lerin halkasal R bölgesinde Pompeiu operatörünün özellikleri kullanılarak homojen

durumdaki hallerine yani analitik fonksiyonlar için sınır değer problemlerine indirge-

nerek çözümleri incelenecektir.

Teorem 4.3.1. [21] R halkasal bölgesinde f ∈ Lp(R;C), p > 2, γ ∈C(∂R;R), c ∈ R

ve r < ρ < 1 koşulunu sağlayan keyfi ρ reel sabiti için

wz = f , z ∈ R; Rew|∂R = γ,
1

2πi

∫
|ζ |=ρ

Imw(ζ )
dζ

ζ
= c, (4.3.1)

Schwarz problemini göz önüne alalım. Bu problemin tek türlü çözülebilir olması için

gerek ve yeter koşul her z ∈ R için

1
2πi

∫
∂R

γ(ζ )
dζ

ζ
=

1
2πi

∫
R

(
f (ζ )

ζ
+

f (ζ )

ζ

)
dξ dη (4.3.2)
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olmasıdır. Bu durumda tek çözüm w(z) ∈W 1,p
z (R;C) olmak üzere

w(z) =
1

2πi

∫
∂R

γ(ζ )

[
ζ + z
ζ − z

+K1(z,ζ )
]

dζ

ζ
− 1

2πi

∫
|ζ |=r

γ(ζ )
dζ

ζ

− 1
2π

∫
R

f (ζ )
ζ

[
ζ + z
ζ − z

−1+K1(z,ζ )
]

dξ dη

− 1
2π

∫
R

f (ζ )

ζ

[
1+ zζ

1− zζ
+1+K2(z,ζ )

]
dξ dη

+
1

2π

∫
ρ<|ζ |<1

(
f (ζ )

ζ
− f (ζ )

ζ

)
dξ dη + ic (4.3.3)

olarak verilir. Burada

K1(z,ζ ) = 2
∞

∑
n=1

{
r2nζ

r2nζ − z
+

r2nz
ζ − r2nz

}
, (4.3.4)

K2(z,ζ ) = 2
∞

∑
n=1

{
r2n

r2n− zζ
+

r2nzζ

1− r2nzζ

}
(4.3.5)

dır.

İspat. Detaylı ispat için [21] nolu kaynak incelenebilir.

Teorem 4.3.2. [21] R halkasal bölgesinde f ∈ Lp(R;C), p > 2, γ ∈C(∂R;R),

wz = f , z ∈ R; w|∂R = γ, (4.3.6)

homojen olmayan Cauchy-Riemann denklemi için Dirichlet probleminin çözülebilir

olması için gerek ve yeter koşul her z ∈ R için

1
2πi

∫
∂R

γ(ζ )
zdζ

1− zζ
=

1
π

∫
R

f (ζ )
z

1− zζ
dξ dη , (4.3.7)

1
2πi

∫
∂R

γ(ζ )
zdζ

r2− zζ
=

1
π

∫
R

f (ζ )
z

r2− zζ
dξ dη (4.3.8)

olmaasıdır. Bu durumda çözüm W 1,p
z (R;C)∩C(R;C) sınıfında olup tek çözüm

w(z) =
1

2πi

∫
∂R

γ(ζ )
dζ

ζ − z
− 1

π

∫
R

f (ζ )
dξ dη

ζ − z
(4.3.9)
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dır.

İspat. Eğer problem çözülebilirse, bu durumda (4.3.9) formülü Cauchy-Pompeiu gös-

teriminden elde edilebilir. Çözümün tekliği ise Teorem 4.2.2 nin bir sonucudur. Yeni

bir ϕ fonksiyonunu

ϕ = w−T f

şeklinde tanımlayalım. Bu durumda

ϕz = 0, ϕ|∂R = γ−T f (4.3.10)

sınır değer problemi elde edilir. Bu ise (4.3.6) problemine denk olan bir sınır değer

problemidir.

Teorem 4.2.2 den, (4.3.10) denklemi için çözülebilme koşulları

1
2πi

∫
∂R

(γ(ζ )−T f (ζ ))
zdζ

1− zζ
= 0, (4.3.11)

1
2πi

∫
∂R

(γ(ζ )−T f (ζ ))
zdζ

r2− zζ
= 0 (4.3.12)

olur. Diğer taraftan

1
2πi

∫
∂R

T f (ζ )
zdζ

1− zζ
=

1
π

∫
R

f (t)
1

2πi

∫
∂R

z
1− zζ

dζ

ζ − t
dt1dt2

=
1
π

∫
R

f (t)
z

1− zt
dt1dt2,

1
2πi

∫
∂R

T f (ζ )
zdζ

1− zζ
=

1
π

∫
R

f (t)
r2

2πi

∫
∂R

z
1− zζ

dζ

ζ − t
dt1dt2

=
1
π

∫
R

f (t)
z

r2− zt
dt1dt2

değerleri göz önüne alınırsa (4.3.11) ve (4.3.12) koşulları (4.3.7) ve (4.3.8) ile aynı

olur.
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Pompeiu operatörünün özelliğinden

w(z) =
1

2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ )

[
ζ

ζ − z
+

ζ

ζ − z
−1

]
dζ

ζ

− 1
2πi

∫
|ζ |=r

γ(ζ )

[
1

ζ − z
+

z
1− zζ

]
dζ − 1

π

∫
R

f (ζ )
[

1
ζ − z

+
z

1− zζ

]
dξ dη

ifadesinin z ∈ R için |z| → 1 iken γ(z) ye yaklaşması ve

w(z) =
1

2πi

∫
|ζ |=1

γ(ζ )

[
1

ζ − z
+

z
r2− zζ

]
dζ

− 1
2πi

∫
|ζ |=r

γ(ζ )

[
ζ

ζ − z
+

ζ

ζ − z
−1

]
dζ

− 1
π

∫
R

f (ζ )
[

1
ζ − z

+
z

r2− zζ

]
dξ dη

ifadesinin de z ∈ R için |z| → r iken γ(z) ye yaklaşıyor olması göz önüne alınarak,

(4.3.7) ve (4.3.8) koşulları altında, (4.3.9) un (4.3.6) nın çözümü olduğu görülür.

Lemma 1. [21] |z|, |t|> r için

1
2πi

∫
|ζ |=r

log(zζ − r2)

(r2−ζ t)2 dζ = 0 (4.3.13)

dır.

Teorem 4.3.3. [21] R halkasal bölgesinde f ∈ Cα(R;C), 0 < α < 1, γ ∈ C(∂R;C),

c ∈ C, z0 ∈ C olmak üzere

wz = f ,
(
λ |z|∂νzw

)
|∂R = γ, w(z0) = c, λ =

 1, |z|= 1,

−1, |z|= r,
(4.3.14)

olarak verilen homojen olmayan Cauchy-Riemann denklemi için Neumann problemi-
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nin çözülebilir olması için gerek ve yeter koşullar her z ∈ R için

1
2πi

∫
∂R

γ(ζ )
dζ

1− zζ
− 1

2πi

∫
∂R

γ(ζ )
ζ dζ

1− zζ
+

1
π

∫
R

f (ζ )
dξ dη

(1− zζ )2 = 0, (4.3.15)

1
2πi

∫
∂R

γ(ζ )
dζ

r2− zζ
− 1

2πi

∫
∂R

γ(ζ )
ζ dζ

r2− zζ
+

r2

π

∫
R

f (ζ )
dξ dη

(r2− zζ )2 = 0 (4.3.16)

olmasıdır.

Ayrıca, eğer γ ve f
1

2πi

∫
∂R

[
γ(ζ )−ζ f (ζ )

] dζ

ζ
= 0 (4.3.17)

koşulunu sağlarsa bu durumda çözüm W 1+α

z (R;C) sınıfından olup tek çözüm

w(z) = c− 1
2πi

∫
|ζ |=1

[
γ(ζ )−ζ f (ζ )

]
log

(
1− zζ

1− z0ζ

)
dζ

ζ

+
1

2πi

∫
|ζ |=r

[
γ(ζ )−ζ f (ζ )

]
log

(
zζ − r2

z0ζ − r2

)
dζ

ζ

− 1
π

∫
R

f (ζ )
z− z0

(ζ − z0)(ζ − z)
dξ dη (4.3.18)

dır.

İspat. (4.3.14) problemini homojen duruma indirgemek için

ϕ = w−T f

şeklinde yeni bir fonksiyon tanımlayalım. Bu durumda

ϕz = 0, (zϕz)|∂R = γ− zΠ− z f , ϕ(z0) = c−T f (z0) (4.3.19)

olur.

Burada f ∈Cα(R;C) için Π f ∈Cα(R;C) olduğu [22] nolu kaynakta belirtilmiştir. Do-

layısıyla (4.3.19) de sınır koşulunun sağ tarafı sürekli bir fonksiyondur.
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(4.3.19) problemi, analitik fonksiyonlar için Neumann sınır değer problemidir. Buna

göre, Teorem 4.2.3 uygulanırsa, problemin çözülebilir olması için gerek ve yeter ko-

şullar
1
π

∫
∂R

[
γ(ζ )−ζ Π f (ζ )−ζ f (ζ )

] dζ

1− zζ
= 0, (4.3.20)

1
π

∫
∂R

[
γ(ζ )−ζ Π f (ζ )−ζ f (ζ )

] dζ

r2− zζ
= 0, (4.3.21)

1
π

∫
∂R

[
γ(ζ )−ζ Π f (ζ )−ζ f (ζ )

] dζ

ζ
= 0 (4.3.22)

olarak yazılabilir. Bu durumda, yine aynı teoremden indirgenen problemin çözümü

ϕ(z) = c−T f (z0)−
1
π

∫
|ζ |=1

[
γ(ζ )−ζ Π f (ζ )−ζ f (ζ )

]
log

(
1− zζ

1− z0ζ

)
dζ

ζ

+
1
π

∫
|ζ |=r

[
γ(ζ )−ζ Π f (ζ )−ζ f (ζ )

]
log

(
zζ − r2

z0ζ − r2

)
dζ

ζ
(4.3.23)

dir.

Lemma 1 ve Pompeiu operatörünün tanımı kullanılarak, t = t1 + it2 için

1
π

∫
|ζ |=1

Π f (ζ ) log(1− zζ )dζ = − 1
π

∫
R

f (t)
1

2πi

∫
|ζ |=1

log(1− zζ )dζ

(ζ − t)2 dt1dt2

(4.3.24)

= − 1
π

∫
R

f (t)
1

2πi

∫
|ζ |=1

log(1− zζ )dζ

(1−ζ t)2 dt1dt2 = 0,

1
π

∫
|ζ |=r

Π f (ζ ) log(zζ − r2)dζ = − 1
π

∫
R

f (t)
1

2πi

∫
|ζ=1|

log(zζ − r2)dζ

(ζ − t)2 dt1dt2

(4.3.25)

= − 1
π

∫
R

f (t)
r2

2πi

∫
|ζ |=1

log(zζ − r2)dζ

(r2−ζ t)2 dt1dt2 = 0

olduğundan, bu değerler (4.3.23) de yerine yazılırsa, (4.3.18) in (4.3.14) probleminin

çözümü olduğu görülür.

48



Diğer taraftan,

1
2πi

∫
∂R

ζ Π f (ζ )
dζ

1− zζ
= − 1

π

∫
R

f (t)
1

2πi

∫
∂R

ζ dζ

(ζ − t)2(1− zζ )
dt1dt2

= − 1
π

∫
R

f (t)
dt1dt2

(1− zt)2 , (4.3.26)

1
2πi

∫
∂R

ζ Π f (ζ )
dζ

r2− zζ
= − 1

π

∫
R

f (t)
1

2πi

∫
∂R

ζ dζ

(ζ − t)2(r2− zζ )
dt1dt2

= −r2

π

∫
R

f (t)
dt1dt2

(r2− zt)2 , (4.3.27)

1
2πi

∫
|ζ |=1

Π f (ζ )dζ = − 1
π

∫
R

f (t)
1

2πi

∫
∂R

dζ

(ζ − t)2 dt1dt2 = 0 (4.3.28)

olduğundan, (4.3.20)-(4.3.22) eşitlikleri (4.3.15)-(4.3.17) koşullarını verir.

4.4. Bitsadze Denklemi için Sınır Değer Problemleri

Bu bölümde sırasıyla Schwarz, Dirichlet ve Dirichlet-Neumann Sınır değer problem-

lerinin homojen olmayan Bitsadze denklemi için varsa çözülebilme koşulları ve çö-

zümleri incelenecektir.

4.4.1. Bitsadze Denklemi için Schwarz Sınır Değer Problemi

Teorem 4.4.1. [21] R halkasal bölgesinde f ∈ Lp(R;C),γ0,γ1 ∈ C(∂R;C),c0,c1 ∈ R

olmak üzere

wzz = f , Rew|∂R = γ0, Rewz|∂R = γ1, (4.4.1)

1
2πi

∫
|ζ |=ρ

Imw(z)
dz
z
= c0,

1
2πi

∫
|ζ |=ρ

Imwz(z)
dz
z
= c1 (4.4.2)
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olarak verilen homojen olmayan Bitsadze denklemi için Schwarz sınır değer proble-

minin çözülebilir olması için

1
2πi

∫
∂R

γ1(ζ )
dζ

ζ
=

1
2π

∫
R

(
f (ζ )

ζ
+

f (ζ )

ζ

)
dξ dη , (4.4.3)

1
2πi

∫
∂R

[
γ0(ζ )− γ1(ζ )(ζ +ζ )

] dζ

ζ
= − 1

2π

∫
R

(
f (ζ )

ζ
+

f (ζ )

ζ

)
(ζ +ζ )dξ dη

(4.4.4)

koşullarının sağlanması gerekir. Bu durumda problemin çözümü reel kısmı R de sürekli

türevlebilir olmak üzere W 2,p
z (R;C) sınıfından olup tek türlü olarak

w(z) = ic0 + i(z+ z)c1

+
1

2πi

∫
∂R

[
γ0(ζ )− γ1(ζ )(ζ − z+ζ − z)

][
ζ + z
ζ − z

+K1(z,ζ )
]

dζ

ζ

− 1
2πi

∫
|ζ |=r

[
γ0(ζ )− γ1(ζ )(ζ − z+ζ − z)

] dζ

ζ

+
1

2π

∫
R

f (ζ )
ζ

[
ζ + z
ζ − z

+K1(z,ζ )
](

ζ − z+ζ − z
)

dξ dη

+
1

2π

∫
R

f (ζ )

ζ

[
1+ zζ

1− zζ
+K2(z,ζ )

](
ζ − z+ζ − z

)
dξ dη

+
1

2π

∫
r<|ζ |<ρ

[
f (ζ )

ζ
+

f (ζ )

ζ

](
ζ − z+ζ − z

)
dξ dη

+
r2 +ρ2

2π(1− r2)

∫
|ζ |=1

γ1(ζ −ζ )
dζ

ζ
− 1+ρ2

2π(1− r2)

∫
|ζ |=r

γ1(ζ −ζ )
dζ

ζ

− r2 +ρ2

2πi(1− r2)

∫
ρ<|ζ |<1

[
f (ζ )− f (ζ )

]
dξ dη

− 1+ρ2

2πi(1− r2)

∫
r<|ζ |<ρ

[
f (ζ )− f (ζ )

]
dξ dη

+
r2 +ρ2

2πi(1− r2)

∫
ρ<|ζ |<1

[
f (ζ )
ζ 2 −

f (ζ )

ζ
2

]
dξ dη
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+
r2(1+ρ2)

2πi(1− r2)

∫
r<|ζ |<ρ

[
f (ζ )
ζ 2 −

f (ζ )

ζ
2

]
dξ dη (4.4.5)

ile verilir.

Burada

K1(z,ζ ) = 2
∞

∑
n=1

(
r2nζ

r2nζ − z
+

r2nz
ζ − r2nz

)
,

K2(z,ζ ) = 2
∞

∑
n=1

(
r2n

r2n− zζ
+

r2nzζ

1− r2nzζ

)

dır.

4.4.2. Bitsadze Denklemi için Dirichlet Sınır Değer Problemi

Teorem 4.4.2. [21] f ∈ L1(R,C), γ0, γ1 ∈C(∂R;C) olmak üzere,

wzz = f , w|∂R = γ0, wz|∂R = γ1, (4.4.6)

olarak tanımlanan Bitsadze denklemi için Dirichlet sınır değer probleminin çözülebilir

olması için gerek ve yeter koşullar

z
2πi

∫
∂R

γ0(ζ )
dζ

1− zζ
=

z
2πi

∫
∂R

γ1(ζ )

[
ζ − z

1− zζ
− r2

ζ

]
dζ

− z
π

∫
R

f (ζ )

[
ζ − z
1− zζ

− r2

ζ

]
dξ dη , (4.4.7)

z
2πi

∫
∂R

γ0(ζ )
dζ

r2− zζ
=

z
2πi

∫
∂R

γ1(ζ )

[
ζ − z

r2− zζ
− 1

ζ

]
dζ

− z
π

∫
R

f (ζ )

[
ζ − z

r2− zζ
− 1

ζ

]
dξ dη (4.4.8)
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ve

1
2πi

∫
∂R

γ1(ζ )
zdζ

1− zζ
=

1
π

∫
R

f (ζ )
zdξ dη

1− zζ
, (4.4.9)

1
2πi

∫
∂R

γ1(ζ )
zdζ

r2− zζ
=

1
π

∫
R

f (ζ )
zdξ dη

r2− zζ
(4.4.10)

olmasıdır.

Bu durumda problemin tek çözümü f ∈ Lp(R,C), p > 2, γ0, γ1 ∈C(∂R;C) için

w(z) =
1

2πi

∫
∂R

γ0(ζ )
dζ

ζ − z
− 1

2πi

∫
∂R

γ1(ζ )
ζ − z
ζ − z

dζ − r2

2πiz

∫
∂R

γ1(ζ )
dζ

ζ

+
1
π

∫
R

f (ζ )
ζ − z
ζ − z

dξ dη +
r2

πz

∫
∂R

f (ζ )
dξ dη

ζ
(4.4.11)

formundadır.

İspat. Verilen sınır değer problemi

wz = ϕ, w|∂R = γ0, (4.4.12)

ϕz = f , ϕ|∂R = γ1, (4.4.13)

homojen olmayan Cauchy-Riemann denklemi için Dirichlet sınır değer problemleri

sistemine indirgenir.

Teorem 4.3.2 nin sonucunu kullanarak

1
2πi

∫
∂R

γ0(ζ )
zdζ

1− zζ
=

1
π

∫
R

ϕ(ζ )
zdξ dη

1− zζ
, (4.4.14)

1
2πi

∫
∂R

γ0(ζ )
zdζ

r2− zζ
=

1
π

∫
R

ϕ(ζ )
zdξ dη

r2− zζ
, (4.4.15)

1
2πi

∫
∂R

γ1(ζ )
zdζ

1− zζ
=

1
π

∫
R

f (ζ )
zdξ dη

1− zζ
, (4.4.16)

1
2πi

∫
∂R

γ1(ζ )
zdζ

r2− zζ
=

1
π

∫
R

f (ζ )
zdξ dη

r2− zζ
(4.4.17)
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çözülebilme koşulları altında,

w(z) =
1

2πi

∫
∂R

γ0(ζ )
dζ

ζ − z
− 1

π

∫
R

ϕ(ζ )
dξ dη

ζ − z
, (4.4.18)

ϕ(z) =
1

2πi

∫
∂R

γ1(ζ )
dζ

ζ − z
− 1

π

∫
R

f (ζ )
dξ dη

ζ − z
(4.4.19)

çözümleri yazılabilir.

(4.4.19) ifadesi, (4.4.18) de yerine yazılırsa

w(z) =
1

2πi

∫
∂R

γ0(ζ )
dζ

ζ − z
+

1
2πi

∫
∂R

γ1(t)
1
π

∫
R

dξ dη

(ζ − t)(ζ − z)
dt

− 1
π

∫
R

f (t)
1
π

∫
R

dξ dη

(ζ − t)(ζ − z)
dt1dt2 (4.4.20)

elde edilir.

Diğer taraftan

1
π

∫
R

dξ dη

(ζ − t)(ζ − z)
=

1
ζ − z

 1
π

∫
R

dξ dη

ζ − t
− 1

π

∫
R

dξ dη

ζ − z

 (4.4.21)

olduğundan
1
π

∫
R

dξ dη

ζ − z
integralini hesaplamak için Cauchy-Pompeiu gösterimi kulla-

nılırsa integralin değeri

1
π

∫
R

dξ dη

ζ − z
=−z+

1
2πi

∫
∂R

ζ dζ

ζ − z
=−z+

r2

z

olarak bulunur.

(4.4.21) in değeri (4.4.20) de yerine yazılırsa çözüm elde edilir.

Diğer taraftan ϕ(z) fonksiyonun (4.4.19) daki değeri, (4.4.14) ve (4.4.15) de yerine

yazılırsa

53



1
2πi

∫
∂R

γ0(ζ )
zdζ

1− zζ
= − 1

2πi

∫
∂R

γ1(t)
1
π

∫
R

zdξ dη

(ζ − t)(1− zζ )
dt

+
1
π

∫
R

f (t)
1
π

∫
R

zdξ dη

(ζ − t)(1− zζ )
dt1dt2 (4.4.22)

ve

1
2πi

∫
∂R

γ0(ζ )
zdζ

r2− zζ
= − 1

2πi

∫
∂R

γ1(t)
1
π

∫
R

zdξ dη

(ζ − t)(r2− zζ )
dt

+
1
π

∫
R

f (t)
1
π

∫
R

zdξ dη

(ζ − t)(r2− zζ )
dt1dt2 (4.4.23)

elde edilir. Ayrıca

1
π

∫
R

dξ dη

(ζ − t)(1− zζ )
= − t− z

1− zt
+

1
2πi

∫
∂R

(ζ − z)dζ

(ζ − t)(1− zζ )

= − t− z
1− zt

+
1

2πi

∫
∂R

(|ζ |2− zζ )dζ

(ζ − t)(1− zζ )

=
r2

t
− t− z

1− zt

ve

1
π

∫
R

dξ dη

(ζ − t)(r2− zζ )
= − t− z

r2− zt
+

1
2πi

∫
∂R

(ζ − z)dζ

(ζ − t)(r2− zζ )

= − t− z
1− zt

+
1

2πi

∫
∂R

(|ζ |2− zζ )dζ

(ζ − t)(r2− zζ )

= − t− z
r2− zt

+
1
t

olup bu değerler (4.4.22) ve (4.4.23) de ilgili yerlerde yerine yazılırsa (4.4.7) ve (4.4.8)

çözülebilme koşulları elde edilir. Diğer çözülebilme koşulları olan (4.4.9) ve (4.4.10)

eşitlikleri, (4.4.16) ve (4.4.17) ile aynı ifadelerdir.
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4.4.3. Bitsadze Denklemi için Dirichlet-Neumann Sınır Değer Problemi

Teorem 4.4.3. R halkasal bölgesinde f ∈Cα(R;C), 0<α < 1, z0 ∈ R, c∈C, γ0, γ1 ∈

C(∂R;C) için

wzz = f ,w|∂R = γ0,(λ |z|∂νwz)|∂R = γ1,wz(z0) = c, λ =

 1, |z|= 1,

−1 |z|= r,
(4.4.24)

probleminin çözülebilir olması için gerek ve yeter koşullar her z ∈ R için

1
2πi

∫
∂R

[
γ1(ζ )−ζ f (ζ )

] dζ

1− zζ
+

1
π

∫
R

f (ζ )
dξ dη

(1− zζ )2 = 0, (4.4.25)

1
2πi

∫
∂R

[
γ1(ζ )−ζ f (ζ )

] dζ

r2− zζ
+

r2

π

∫
R

f (ζ )
dξ dη

(r2− zζ )
2 = 0, (4.4.26)

1
2πi

∫
∂R

γ0(ζ )
zdζ

1− zζ
= (1− r2)z

c− 1
2πi

∫
∂R

[
γ1(ζ )−ζ f (ζ )

]
log

(
|ζ |2

|ζ |2− z0ζ

)
dζ

ζ

+
z0

π

∫
R

f (ζ )
ζ

dξ dη

ζ − z0

+
1
π

∫
R

f (ζ )
ζ

(1−|ζ |2)
(1− r2)

dξ dη

1− zζ

 (4.4.27)

ve

1
2πi

∫
∂R

γ0(ζ )
zdζ

r2− zζ
=

(
1− r2

r2

)
z

c− 1
2πi

∫
∂R

[
γ1(ζ )−ζ f (ζ )

]
log

(
|ζ |2

|ζ |2− z0ζ

)
dζ

ζ

+
z0

π

∫
R

f (ζ )
ζ

dξ dη

ζ − z0


− z

π

∫
R

f (ζ )
ζ

(|ζ |2−1)
r2− zζ

dξ dη (4.4.28)

ifadelerinin sağlanmasıdır.
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Ayrıca, eğer γ1 ve f
1

2πi

∫
∂R

[
γ1(ζ )−ζ f (ζ )

] dζ

ζ
= 0 (4.4.29)

koşulunu sağlarsa bu durumda tek çözüm

w(z) =
1

2πi

∫
∂R

γ0(ζ )
dζ

ζ − z
− c

z
(r2−|z|2)

− 1
2πiz

∫
∂R

[
γ1(ζ )−ζ f (ζ )

][(
1−|z|2

)
log

(
|ζ |2− zζ

|ζ |2− z0ζ

)

−
(
1− r2) log

(
|ζ |2

|ζ |2− z0ζ

)]
dζ

ζ

+
1
π

∫
R

f (ζ )

[
|ζ |2− z0(ζ − z)−|z|2

ζ − z
− r2z0

zζ

]
dξ dη

ζ − z0

(4.4.30)

ile verilir.

İspat. (4.4.24) problemi

wz = g, w|∂R = γ0, (4.4.31)

gz = f , (λ |z|∂νg)|∂R = γ1, g(z0) = c (4.4.32)

sistemine denktir. Teorem (4.3.2) e göre (4.4.31) in çözülebilme koşulları

1
2πi

∫
∂R

γ0(ζ )
zdζ

1− zζ
=

1
π

∫
R

g(ζ )
z

1− zζ
dξ dη , (4.4.33)

1
2πi

∫
∂R

γ0(ζ )
zdζ

r2− zζ
=

1
π

∫
R

g(ζ )
z

r2− zζ
dξ dη (4.4.34)

olarak verilirken bu problemin tek çözümü

w(z) =
1

2πi

∫
∂R

γ0(ζ )
dζ

ζ − z
− 1

π

∫
R

g(ζ )
dξ dη

ζ − z
(4.4.35)

ile verilir.

Diğer taraftan, Teorem (4.3.3) yardımıyla, (4.4.32) nin çözülebilir olması için gerekli
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ve yeter koşullar

1
2πi

∫
∂R

[
γ1(ζ )−ζ f (ζ )

] dζ

1− zζ
+

1
π

∫
R

f (ζ )
dξ dη

(1− zζ )2 = 0, (4.4.36)

1
2πi

∫
∂R

[
γ1(ζ )−ζ f (ζ )

] dζ

r2− zζ
+

r2

π

∫
R

f (ζ )
dξ dη

(r2− zζ )
2 = 0 (4.4.37)

dır.

Ayrıca γ1 ve f
1

2πi

∫
∂R

[
γ1(ζ )−ζ f (ζ )

] dζ

ζ
= 0 (4.4.38)

koşulunu sağlarsa bu durumda tek çözüm

g(z) = c− 1
2πi

∫
|ζ |=1

[
γ1(ζ )−ζ f (ζ )

]
log

(
1− zζ

1− z0ζ

)
dζ

ζ

+
1

2πi

∫
|ζ |=r

[
γ1(ζ )−ζ f (ζ )

]
log

(
r2− zζ

r2− z0ζ

)
dζ

ζ

− 1
π

∫
R

f (ζ )
z− z0

(ζ − z0)(ζ − z)
dξ dη (4.4.39)

ile verilir.

Hesaplamalarda kolaylık olması için t = t1 + it2 olmak üzere (4.4.39)

g(ζ ) = c− 1
2πi

∫
∂R

[γ1(t)− t f (t)] log
(
|t|2−ζ t
|t|2− z0t

)
dt
t
− 1

π

∫
R

f (t)
ζ − z0

(t− z0)(t−ζ )
dt1dt2

(4.4.40)

olarak yazılabilir.
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Eğer (4.4.40), (4.4.33) de yerine yazılırsa

1
π

∫
R

g(ζ )
z

1− zζ
dξ dη =

1
π

∫
R

c− 1
2πi

∫
∂R

[γ1(t)− t f (t)] log
(
|t|2−ζ t
|t|2− z0t

)
dt
t

 z
1− zζ

dξ dη

− 1
π

∫
R

 1
π

∫
R

f (t)
ζ − z0

(t− z0)(t−ζ )
dt1dt2

 z
1− zζ

dξ dη

elde edilir. İntegrasyon sırası değiştirilirse

1
π

∫
R

g(ζ )
z

1− zζ
dξ dη =

cz
π

∫
R

dξ dη

1− zζ

− z
2πi

∫
∂R

[γ1(t)− t f (t)]

 1
π

∫
R

log
(
|t|2−ζ t
|t|2− z0t

)
dξ dη

1− zζ

 dt
t

− z
π

∫
R

f (t)

 1
π

∫
R

ζ − z0

t−ζ

dξ dη

1− zζ

 dt1dt2
t− z0

bulunur.

İntegral gösterilimleri kullanılarak elde edilen

cz
π

∫
R

dξ dη

1− zζ
=

cz
2πi

∫
∂R

ζ
dξ dη

1− zζ
=

cz
2πi

∫
|ζ |=1

dζ

(1− zζ )ζ
− czr2

2πi

∫
|ζ |=r

dζ

(1− zζ )ζ

= (1− r2)cz,

1
π

∫
R

log
(
|t|2−ζ t
|t|2− z0t

)
dξ dη

1− zζ
=

1
2πi

∫
∂R

ζ log
(
|t|2−ζ t
|t|2− z0t

)
dζ

1− zζ

=
1

2πi

∫
|ζ |=1

log
(
|t|2−ζ t
|t|2− z0t

)
dζ

(1− zζ )ζ

− r2

2πi

∫
|ζ |=r

log
(
|t|2−ζ t
|t|2− z0t

)
dζ

(1− zζ )ζ

= (1− r2) log
(
|t|2

|t|2− z0t

)
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ve

1
π

∫
R

ζ − z0

t−ζ

dξ dη

1− zζ
= − 1

π

∫
R

ζ − z0

1− zζ

dξ dη

ζ − t
=

t(t− z0)

1− zt
− 1

2πi

∫
∂R

ζ (ζ − z0)

1− zζ

dζ

ζ − t

=
t(t− z0)

1− zt
− 1

2πi

∫
|ζ |=1

ζ − z0

1− zζ

dζ

ζ (ζ − t)
+

r2

2πi

∫
|ζ |=r

ζ − z0

1− zζ

dζ

ζ (ζ − t)

=
t(t− z0)

1− zt
− 1

2πi

∫
|ζ |=1

ζ − z0

1− zζ

(
1

t (ζ − t)
− 1

tζ

)
dζ +

r2z0

t

=
1
t

(
(|t|2−1)(t− z0)

1− zt
− z0(1− r2)

)

değerleri yardımıyla (4.4.33) ün sağ tarafı

1
π

∫
R

g(ζ )
z

1− zζ
dξ dη = (1− r2)z

c− 1
2πi

∫
∂R

[
γ1(ζ )−ζ f (ζ )

]
log

(
|ζ |2

|ζ |2− z0ζ

)
dζ

ζ

+
z0

π

∫
R

f (ζ )
ζ

dξ dη

ζ − z0


− z

π

∫
R

f (ζ )
ζ

(|ζ |2−1)
1− zζ

dξ dη

(4.4.41)

olarak yazılabilir.

Dolayısıyla (4.4.24) probleminin çözülebilme koşullarından birisi olarak

1
2πi

∫
∂R

γ0(ζ )
zdζ

1− zζ
= (1− r2)z

c− 1
2πi

∫
∂R

[
γ1(ζ )−ζ f (ζ )

]
log

(
|ζ |2

|ζ |2− z0ζ

)
dζ

ζ

+
z0

π

∫
R

f (ζ )
ζ

dξ dη

ζ − z0


− z

π

∫
R

f (ζ )
ζ

(|ζ |2−1)
1− zζ

dξ dη

(4.4.42)

elde edilir.
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Benzer bir yolla, (4.4.40) (4.4.34) de yerine yazılır ve integrasyon sırası değiştirilirse

1
π

∫
R

g(ζ )
z

r2− zζ
dξ dη =

cz
π

∫
R

dξ dη

r2− zζ

− z
2πi

∫
∂R

[γ1(t)− t f (t)]

 1
π

∫
R

log
(
|t|2−ζ t
|t|2− z0t

)
dξ dη

r2− zζ

 dt
t

− z
π

∫
R

f (t)

 1
π

∫
R

ζ − z0

t−ζ

dξ dη

r2− zζ

 dt1dt2
t− z0

elde edilir.

Diğer taraftan,

cz
π

∫
R

dξ dη

r2− zζ
=

cz
2πi

∫
∂R

ζ
dξ dη

r2− zζ
=

cz
2πi

∫
|ζ |=1

dζ

(r2− zζ )ζ
− czr2

2πi

∫
|ζ |=r

dζ

(r2− zζ )ζ

=

(
1− r2

r2

)
cz,

1
π

∫
R

log
(
|t|2−ζ t
|t|2− z0t

)
dξ dη

r2− zζ
=

1
2πi

∫
∂R

ζ log
(
|t|2−ζ t
|t|2− z0t

)
dζ

r2− zζ

=
1

2πi

∫
|ζ |=1

log
(
|t|2−ζ t
|t|2− z0t

)
dζ

(r2− zζ )ζ

− r2

2πi

∫
|ζ |=r

log
(
|t|2−ζ t
|t|2− z0t

)
dζ

(r2− zζ )ζ

=

(
1− r2

r2

)
log
(
|t|2

|t|2− z0t

)
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ve

1
π

∫
R

ζ − z0

t−ζ

dξ dη

r2− zζ
= − 1

π

∫
R

ζ − z0

r2− zζ

dξ dη

ζ − t
=

t(t− z0)

r2− zt
− 1

2πi

∫
∂R

ζ (ζ − z0)

r2− zζ

dζ

ζ − t

=
t(t− z0)

r2− zt
− 1

2πi

∫
|ζ |=1

ζ − z0

r2− zζ

dζ

ζ (ζ − t)

+
r2

2πi

∫
|ζ |=r

ζ − z0

r2− zζ

dζ

ζ (ζ − t)

=
t(t− z0)

r2− zt
− 1

2πi

∫
|ζ |=1

ζ − z0

r2− zζ

(
1

t (ζ − t)
− 1

tζ

)
dζ +

z0

t

=
1
t

[
(|t|2−1)(t− z0)

r2− zt
− z0

(
1− r2

r2

)]

olduğundan (4.4.34) ün sağ tarafı

1
π

∫
R

g(ζ )
z

r2− zζ
dξ dη =

(
1− r2

r2

)
z

c− 1
2πi

∫
∂R

[
γ1(ζ )−ζ f (ζ )

]
log

(
|ζ |2

|ζ |2− z0ζ

)
dζ

ζ


+

(
1− r2

r2

)
z
z0

π

∫
R

f (ζ )
ζ

dξ dη

ζ − z0

− z
π

∫
R

f (ζ )
ζ

(|ζ |2−1)
r2− zζ

dξ dη (4.4.43)

olarak yazılabilir.

Buradan (4.4.24) probleminin bir diğer çözülebilme koşulu

1
2πi

∫
∂R

γ0(ζ )
zdζ

r2− zζ
=

(
1− r2

r2

)
z

c− 1
2πi

∫
∂R

[
γ1(ζ )−ζ f (ζ )

]
log

(
|ζ |2

|ζ |2− z0ζ

)
dζ

ζ

+
z0

π

∫
R

f (ζ )
ζ

dξ dη

ζ − z0


− z

π

∫
R

f (ζ )
ζ

(|ζ |2−1)
r2− zζ

dξ dη (4.4.44)

olur.
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(4.4.42), (4.4.44) ile beraber (4.4.36), (4.4.37) eşitlikleri (4.4.24) probleminin çözü-

lebilme koşullarıdır. Bu koşullar sağlandığı takdirde problem çözülebilirdir.

Ayrıca, γ1 ve f

1
2πi

∫
∂R

[
γ1(ζ )−ζ f (ζ )

] dζ

ζ
= 0 (4.4.45)

koşulunu sağlarsa çözüm tektir.

(4.4.24) probleminin çözümünü bulmak için (4.4.35) denklemini göz önüne alalım.

(4.4.40), (4.4.35) de ilgi yerlerde yerine yazılırsa

1
π

∫
R

g(ζ )
dξ dη

ζ − z
=

1
π

∫
R

c− 1
2πi

∫
∂R

[γ1(t)− t f (t)] log
(
|t|2−ζ t
|t|2− z0t

)
dt
t

 dξ dη

ζ − z

− 1
π

∫
R

 1
π

∫
R

f (t)
ζ − z0

(t− z0)(t−ζ )
dt1dt2

 dξ dη

ζ − z
(4.4.46)

elde edilir.

Buradaki

c
π

∫
R

dξ dη

ζ − z
=

c
2πi

∫
∂R

ζ dζ

ζ − z
− cz

=
c

2πi

∫
|ζ |=1

dζ

ζ (ζ − z)
− cr2

2πi

∫
|ζ |=r

dζ

ζ (ζ − z)
− cz

=
c
z
(r2−|z|2),
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1
π

∫
R

log
(
|t|2−ζ t
|t|2− z0t

)
dξ dη

ζ − z
=

1
2πi

∫
∂R

log
(
|t|2−ζ t
|t|2− z0t

)
ζ dζ

ζ − z
− z log

(
|t|2− zt
|t|2− z0t

)

=
1

2πi

∫
|ζ |=1

log
(
|t|2−ζ t
|t|2− z0t

)
dζ

ζ (ζ − z)

− r2

2πi

∫
|ζ |=r

log
(
|t|2−ζ t
|t|2− z0t

)
dζ

ζ (ζ − z)
− z log

(
|t|2− zt
|t|2− z0t

)

=

(
1−|z|2

z

)
log
(
|t|2− zt
|t|2− z0t

)
−
(

1− r2

z

)
log
(
|t|2

|t|2− z0t

)
,

1
π

∫
R

ζ − z0

(t−ζ )

dξ dη

ζ − z
=− 1

t− z
1
π

∫
R

ζ − z0

ζ − t
dξ dη +

1
t− z

1
π

∫
R

ζ − z0

ζ − z
dξ dη ,

1
π

∫
R

ζ − z0

ζ − t
dξ dη =

1
2πi

∫
∂R

(ζ − z0)
ζ dζ

ζ − t
− t (t− z0)

= 1− (|t|2)+ z0

t
(|t|2− r2)

ve
1
π

∫
R

ζ − z0

ζ − z
dξ dη = 1− (|z|2)+ z0

z
(|z|2− r2)

integral değerleri göz önüne alınırsa (4.4.46) nın son terimi

1
π

∫
R

ζ − z0

(t−ζ )

dξ dη

ζ − z
= − 1

t− z

(
1− (|t|2)+ z0

t
(|t|2− r2)

)
+

1
t− z

(
1− (|z|2)+ z0

z
(|z|2− r2)

)
=
|t|2−|z|2

t− z
− z0(t− z)

t− z
− r2z0

zt

olur.
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Buradan

1
π

∫
R

g(ζ )
dξ dη

ζ − z
=

c
z
(r2−|z|2)

− 1
2πiz

∫
∂R

[
γ1(ζ )−ζ f (ζ )

][(
1−|z|2

)
log

(
|ζ |2− zζ

|ζ |2− z0ζ

)

−
(
1− r2) log

(
|ζ |2

|ζ |2− z0ζ

)]
dζ

ζ

− 1
π

∫
R

f (ζ )

[
ζ (ζ − z0)− z(z− z0)

ζ − z
− r2z0

zζ

]
dξ dη

ζ − z0

elde edilir.

Sonuç olarak problemin çözümü

w(z) =
1

2πi

∫
∂R

γ0(ζ )
dζ

ζ − z
− c

z
(r2−|z|2)

+
1

2πiz

∫
∂R

[
γ1(ζ )−ζ f (ζ )

][(
1−|z|2

)
log

(
|ζ |2− zζ

|ζ |2− z0ζ

)

−
(
1− r2) log

(
|ζ |2

|ζ |2− z0ζ

)]
dζ

ζ

+
1
π

∫
R

f (ζ )

[
ζ (ζ − z0)− z(z− z0)

ζ − z
− r2z0

zζ

]
dξ dη

ζ − z0

olarak bulunur.
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5 . SONUÇ

Bu tezde önce kompleks kısmi türevli denklemler için tanımlanan çeşitli sınır değer

problemleri ile ilgili temel kavramlar ve tanımlar verildi. Daha sonra homojen ve ho-

mojen olmayan Cauchy-Riemann denklemleri için birim diskte Schwarz, Dirichlet ve

Neumann sınır değer problemleri incelenerek yine birim diskte belli tipten bir sınır de-

ğer probleminin çözülebilme koşulu ile beraber çözümü verildi.

Son olarak halkasal bölgede çeşitli sınır değer problemleri incelendi. İlgili kaynak-

larda verilen çözüm metodları ve çözülebilme koşullarından yararlanılarak halkasal

bölgede Bitsadze denklemi için Dirichlet-Neumann sınır değer probleminin çözümü

elde edildi.

İleri bir çalışma olarak farklı bölgelerde çeşitli tipten kompleks kısmi türevli denklem-

ler için sınır değer problemleri incelebilir. Alternatif bir yol olarak da temel kompleks

sınır değer problemlerinin q veya pq-analoglarının elde edilmesi düşünülebilinir.
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