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OZET

4-BOYUTLU 2-INDEKSLI YARI-OKLIDYEN UZAYDA GENELLESTIRILMIS
NULL MANNHEIM EGRILER

KILIC ASLAN, Nihal
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dali, Doktora Tezi
Danisman: Prof. Dr. Kazim ILARSLAN
Ocak 2021, 68 sayfa

Bu tez alti1 boliimden olugmaktadir. Birinci boliim, giris kismina
ayrilmistir. Ikinci boliimde tezde gerekli olan kavramlar ve tanimlar
verilmistir. Ugiincii boliimde, 4-boyutlu 2-indeksli yari-Oklidyen uzayda
genellestirilmis null Mannheim egrileri ile bu egrilerin genellestirilmis
Mannheim partner egrilerinin Frenet ¢atilar1 ve egrilik fonksiyonlar1 arasindaki
iliskiler elde edilmis ve bu egriler ile ilgili 6mekler sekilleri ile birlikte
verilmistir. Dordiincii bdliimde, 4-boyutlu 2-indeksli yari-Oklidyen uzayda
genellestirilmis partially null Mannheim egrilerin karakterizasyonlar:1 elde
edilmistir. Besinci boliimde ise 4-boyutlu 2-indeksli yari-Oklidyen uzayda
genellestirilmis pseudo null Mannheim egrilerin karakterizasyonlar1 elde

edilmistir. Altinc1 boliim ise tartisma ve sonug i¢in ayrilmistir.

Anahtar Kelimeler: Yar1-Oklidyen uzay, null egri, partially null egri, pseudo null

egri, spacelike diizlem, timelike diizlem, lightlike diizlem.



ABSTRACT

GENERALIZED NULL MANNHEIM CURVES IN SEMI-EUCLIDEAN 4-SPACE
WITH INDEX 2

KILIC ASLAN, Nihal
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Kazim ILARSLAN
January 2021, 68 pages

This thesis consists of six chapters. The first chapter is devoted to the
introduction. The second chapter contains concepts and definitions which are needed
throughout the thesis. In the third chapter, the relations between the curvature functions
and the frames of the generalized null Mannheim curves and generalized Mannheim
partner curves of theirs are obtained and the examples of such curves are given with their
projected images. In the fourth chapter Frenet frame and Frenet equations of generalized
partially null Mannheim curves are obtained in semi-Euclidean 4-space with index 2.
In the fifth chapter, characterizations of generalized pseudo null Mannheim curves
are given in semi-Euclidean 4-space with index 2. The sixth chapter is devoted to the

discussion and conclusion.

Key Words: Semi-Euclidean space, null curves, partially null curves, pseudo null

curves, spacelike plane, timelike plane, lightlike plane.



TESEKKUR

Doktora tez konumun belirlenmesinden, tezin yazim asamasina kadar her
tiirlii destegini esirgemeyen, bilgi ve tecriibesi ile zaman ayirip, doktora egitimimi
tamamlamamda rehberligi ile 1s1k tutan danmisman hocam Sayin Prof. Dr. Kazim
ILARSLAN’a tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica doktora egitimim boyunca bana her

tiirli destegi veren sevgili aileme tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIiS

Diferensiyel geometrinin 6nemli bir ¢aligma alani olan egrilerin geometrisi,
17. yiizyilda diferensiyel hesabin gelismesiyle birlikte bilim insanlar1 tarafindan
yogun bir gekilde ¢aligilmaya baglanmigtir. Descartes (1596-1650) tarafindan ko-
ordinat geometrinin (analitik geometri) insasi ile diizlemde bazi egriler (spiral
egriler gibi) daha detayh ¢aligilmigtir. Leibniz (1646-1716) tarafindan 1686 yilinda
ilk olarak bir egrinin bir noktasindaki egriligi, egrilik cemberleri (osculating cir-
cle) yardimiyla tamimlanmig ve bir egrinin egriliginin x = % (r egrilik gemberinin
yarigapt olup r € RT dir) oldugu gosterilmistir. Oklid uzayinda sabit egrilikli
egrilerin dogrular, gemberler, helisler (dairesel helisler) oldugu bilinmektedir.

Egrilik kavrami, diferensiyel hesap yardimiyla Newton (1642-1727) tarafin-
dan hesaplanmistir. Uzay egrilerinin egriliklerinin bulunmasini saglayan formiil
18. yiizyilda Euler (1707-1783) tarafindan verilmistir.Uzay egrilerinin diferensiyel
geometrisinde 6nemli bir gelisme ise Frenet-Serret denklemlerinin elde edilmesidir.
Bu denklemlerde egrinin teget (7°), asli normal (V) ve binormal (B) vektorlerinin
tiirevlerini; kendileri, egrilik (k) ve burulma (7) fonksiyonlar1 cinsinden ifade
edilmektedir. Giintimiizde bu denklemler Frenet denklemleri olarak bilinmek-
tedir ([1]). Uzay egrilerinin Frenet vektorleri arasindaki iligkilerin incelenmesi,
egrilerin simflandirilmasinda biiyiik bir éneme sahiptir. Bu simiflandirmada 6ne
¢ikan egri orneklerinden birisi Bertrand egrileridir. 1845 yilinda Venant tarafin-
dan ortaya konulan bir egrinin asli normal vektor alaninin bir bagka egrinin asli
normal vektor alani olup olamayacagi problemi 1850 yilinda J. Bertrand tarafin-
dan yaymlanan bir makalede cevaplandirilmigtir ([2]). Boyle bir ikinci egrinin
var olmasi i¢in gerek ve yeter sart verilen egrinin egriliklerinin ve sifirdan farkh
A ve u sabitlerinin Ak + pu7 = 1 denklemini saglamasidir. Bu tarihten itibaren
bu sart1 saglayan egriye Bertrand egrisi ve ikinci egriye de bu egrinin Bertrand
eglenik egrisi ad1 verilmistir ([3]).

Bir diger onemli egri 6rnegimiz Mannheim egrilerdir. Diferensiyel geometride
Bertrand egri ¢iftinin karakterizasyonu iyi bilinirken, Mannheim egri ¢ifti tizerine
nispeten daha az calisma bulunmaktadir. 3-boyutlu Oklid uzayimmda Mannheim

egri kavrami Mannheim (1831-1906) tarafindan ¢ahigilmig ve bu egrilere ‘Mannheim



egri’ adi Wolffing (1899) tarafindan verilmigtir. Mannheim egri tanimi 1878
yilinda su sekilde verilmigtir: E?, (,) standart i¢ garpim ile verilen ii¢ boyutlu
Oklid uzay1 olsun. Bu uzayda bulunan bir  uzay egrisinin asli normal dogrusu ile
o egrisinin binormal dogrusu lineer bagimli ise o egrisi bir Mannheim egrisi, o*
egrisi de «v egrisinin Mannheim eglenik egrisi ve («, a*) da Mannheim egri ¢iftidir
([4])-

E? uzaymnda yapilan bir diger énemli calismay1 1960 yilinda Eisenheart,

Mannheim egrinin parametrik denklemini vererek yapmigtir: Bir C' egrisi

X(u) = <)\/h(u) sin u du,)\/h(u) CoS U du,A/h(u) g(u) du) ,
u € U C R ile tamimlansin. Burada A pozitif sabit say1, R reel sayilar kiimesini

gostermek {iizere, g : U — R bir diferensiyellenebilir fonksiyon ve h : U — R

fonksiyonu
(U4 (g)) + (6 )} + {1+ ()} {g" () + 9(w)}’
(14 (o)?y {1+ (o) + @ @)}

denklemi ile verilir ve C' egrisinin egriligi (x) ve torsiyonu (), K = A (k? + 72) den-

h(u) =

klemini saglar ([5]). Matsuda ve Yorozu, Eisenheart’in bu parametrik denklemini
kullanarak 3-boyutlu Oklid uzaymnda asagidaki Mannheim egri érneklerini ver-
mislerdir ([9]):
1) g(u) = ¢ (sabit) ise h(u) = 1 dir. Boylece C' egrisi bir dairesel helistir.
2) g(u) = tanu (—g <u< z) ise v pozitif sabit say1 olmak tizere C

2
Mannheim egrisi

(5 + 3 cos? u) cos® u

(1 + cos? u)™?

(5 + 3 cos® u) cosusinu
(1 + cos?u)®”?
(5 + 3 cos? u) sinud )
u
(1 + cos? u)®/?

r(u) = (af
o f

du,a [

du,

ile verilir.
3) g(u) = sinhu (u € R) ise «a pozitif sabit say1 olmak iizere C' Mannheim
egrisi
« (1 + cosh? u) sinu o (1 + cosh? u) CoS U
z(u) = (—= [ 2 du, —= | 2
V2 cosh” u V2 cosh” u
(1 + cosh? u) sinh u

i I
V2 cosh? u

U,

u)



ile verilir.

2008 yilinda Liu ve Wang Mannheim egri ciftlerini ii¢c boyutlu Oklid uzay1
E? ve ii¢ boyutlu Minkowski uzay1 E2 de ¢alismislar ve E? uzayinda su énemli
karakterizasyonu elde etmiglerdir: Bir o* egrisinin o nin Mannheim eglenigi olmasi
icin gerek ve yeter sart o* egrisinin egriligi £*, burulmasi 7* ve A € Ry olmak
tizere agagidaki denklemi saglamasidir ([6]):

*

T = % (1+ /\27'*2) .

Minkowski 3-uzayinda null Mannheim egrileri ilk olarak Oztekin ve Ergiit
2013 yilinda calismustir ([7]). 2014 yilinda Grbovic, Ilarslan ve Nesovic ise bu
uzayda null Mannheim egrilerin olmadigini, sadece pseudo null Mannheim egri-
lerin varhgimdan soz edilebilecegini ortaya koymuslardir ([8]). Ayrica pseudo null
Mannheim egrilerin, egri ¢ifti pseudo null dogru olan, pseudo null dogru ve pseudo
null cember oldugunu gostermislerdir.

4-boyutlu Oklid uzayinda yapilan calismalarda, 3-boyutlu uzayda oldugu
gibi klasik anlamda bir Mannheim egrinin olamayacagi Matsuda ve Yorozu tarafin-
dan 2009 yilinda ispatlanmig ve genellestirilmis Mannheim egri kavrami 4-boyutlu
Oklid uzayinda yine bu yazarlar tarafindan su sekilde tammlanmstir: o, E* de
ozel bir Frenet egrisi olsun. « egrisinin her noktasindaki asli normal dogrular
ayni uzayda bulunan bagka bir 6zel Frenet egrisi olan o* egrisinin ¢ doniistimii
altinda karsilik gelen noktalarindaki birinci ve ikinci binormallerin gerdigi dii-
zlemde yatiyorsa « egrisine genellestirilmis Mannheim egrisi adi verilir. Burada
@ : I — I bir diffeomorfizmdir. o egrisine « egrisinin genellegtirilmis Mannheim
eslenigi ad1 verilir ([9]).

Minkowski uzay-zamanda ise ilk ¢alisma 2010 yilinda Ersoy, Tosun ve Mat-
suda tarafindan yapilmigtir ([10]). Bu uzayda genellegtirilmig spacelike Mannheim
egriler, sadece null olmayan vektorler iceren Frenet catisi ile karakterize edilmigtir.
Devaminda partially null Mannheim egriler Grbovic ve Nesovic, spacelike ve time-
like Mannheim egriler ise Ugum, Ilarslan ve Nesovic tarafindan cahsilmistir ([11-
13]). 2016 yilinda Grbovic, Ilarslan ve Nesovic’in Minkowski uzay-zamanda null
Mannheim egriler ile ilgili ¢alismasinda Mannheim egri ¢ifti partially null veya

pseudo null egri olan null Mannheim egri olmadig) ispatlannmugtir ([13]).



Doktora tezi olarak hazirladigimiz bu ¢alisgmamizda 4-boyutlu 2-indeksli
yar-Oklidyen uzay, Ej de genellestirilmis null Mannheim egriler incelenmistir.
Bu egriler ile genellestirilmis Mannheim eglenik egrileri arasinda Frenet vektorleri
ve egrilik fonksiyonlarmin saglamas: gerekli olan bagmtilar elde edilmistir. Ilgili
ornekler ingaa edilerek verilen sonuclarin dogrulugu pekistirilmistir. Ornek egri-
lerin farkl 3-boyutlu alt uzaylara projeksiyonlar: alinarak Mathematica programi

yardimiyla grafikleri ¢izilmistir.
1.1. Kaynak Ozetleri

Bu tez caligmasinda temel kavramlar icin baghca O’Neill (1983), Kuhnel (1999),
Duggal ve Bejancu (1996) kitaplarimin yan sira Mannheim egriler igin Grbovic,
Iarslan ve Nesovic (2016) makalelerinden yararlanilmigtir. Diger boliimlerde
yukarida ifade edilen ¢aligmalarin yani sira referans listesinde adi gegen makaleler

ve kitaplardan yararlanilmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezde gerekli olan kavramlar ve tanimlar verilecektir.

Tamim 2.1. (Simetrik Bilineer Form) Bir reel vektor uzay1 V icin
g:VxV =R

doniisiimii Va,b € R ve Yu,v,w € V igin
i g(u,v) =g (v,u)
ii. g (au+ bv,w) = ag (u, w) + bg (v, w)
g (u,av + bw) = ag (u,v) + bg (u, w)
sartlar1 saglaniyorsa g doniisiimiine V' reel vektor uzay tizerinde simetrik bilineer

form denir ([17]).

Tamim 2.2. V reel vektor uzayi iizerinde bir simetrik bilineer form ¢ olsun.

(i) 0 # w € V olmak iizere Yu € V igin
g (u,w) =0

ise g ye V iizerinde dejeneredir denir. Aksi durumda ¢ ye non-dejeneredir denir.

Bu tanima gore g nin non-dejenere olmasi icin gerek ve yeter sart Vw € V igin
g(u,w) =0 iken u =0

olmasidir.

(ii) (Skalar ¢arpim) Non-dejenere simetrik bilineer form, skalar ¢arpim olarak
adlandirilir.

(iii) Eger her 0 # w € V icin g (w,w) > 0 ise g simetrik bilineer formu pozitif
tanimli, eger her 0 # w € V i¢in g (w, w) < 0 ise g simetrik bilineer formu negatif
tanimhdir.

(iv) Eger her 0 # w € V i¢in g (w,w) > 0 ise g simetrik bilineer formu yari-
pozitif tanmimli, eger her 0 # w € V igin g (w, w) < 0 ise g simetrik bilineer formu
yari-negatif tanimhidir.

(v) g(v,v) >0 ve g (w,w) < 0 olacak bi¢gimde v, w € V mevcut ise g ye indefinit
denir ([18]).



Tamim 2.3. V reel vektor uzay1 iizerinde bir simetrik bilineer form ¢ olsun. Bu
durumda

gy W xW =R

negatif taniml olacak gekilde en biiyiik boyutlu W alt uzayinin boyutuna g nin
indeksi denir ve ¢ ile gosterilir. g skalar ¢arpiminin indeksi, ¢ ise 0 < g < boyV
dir ([18]).
Tanmim 2.4. V reel vektor uzay iizerinde bir simetrik bilineer form g olsun. V'
nin
RadV ={£ €V :g(&v)=0,YveV}

seklinde tamml alt uzayma g ye gore V' uzaymin radikal (veya null) uzay: denir.
RadV nin boyutuna g nin nulluk derecesi denir ve nullV ile gosterilir.

Eger nullV > 0 ise g dejeneredir, eger nullV = 0 ise non-dejeneredir ([18]).

Tanim 2.5. n-boyutlu ¢-indeksli yari-Oklidyen uzay RY uzaymn bir dik koordi-

nat sistemi (z1,x9, 23, ..., 2,) olmak iizere
n—q n
ds* = E da? — g dz?
=1 i=n—gq+1

olarak tanimlanan non-dejenere metrik ile donatilmis n boyutlu Oklid uzayidir.
Ry uzaymin skalar ¢arpimini (, ) ile gosterelim. Ozel olarak n = 4 ve ¢ = 2
alimirsa 4-boyutlu 2-indeksli yar1-Oklidyen uzay Ej elde edilir.
Tamim 2.6. v € E3\{0} olmak iizere, eger

i. (v,v) > 0 ise, v spacelike (uzaysi) vektor

ii. (v,v) <0 ise, v timelike (zamans1) vektor

iii. (v,v) = 0 ise, v null veya lightlike (151ks1) vektor

olarak adlandirilir ([18]).

Tamm 2.7. v € E3\{0} olmak iizere, Ej uzayinda v vektoriiniin normu
[oll = VI {v, ) |
olarak tammlanir. ||v|| =1 ise v vektoriine birim vektor denir. ([18])

Tanim 2.8. v, w € Ej olmak iizere, v ve w vektorlerinin dik olmasi i¢in gerek

ve yeter sart (v, w) = 0 olmasidir ([18]).



Tanim 2.9. o : [ C R — Ej bir egri olsun. Eger a egrisinin Vs € I igin hiz
vektorii o/ (s) sirasiyla spacelike, timelike veya null vektor ise a egrisi sirasiyla
spacelike, timelike veya null egri olarak adlandirilir ([17]).

Ozel olarak bir null egri icin ks = 0 ise null kiibik egri ad1 verilir. Ayrica,
5 de bir spacelike egri veya timelike egrinin asli normal vektor alam1 N ve ikinci
binormal vektor alani By null vektor alanlari ise egriye pseudo null egri, birinci
ve ikinci binormal vektor alanlar1 By ve By null vektor alanlar ise egriye partially
null egri adi verilir. Null, pseudo null ve partially null egriler icin insa edilecek
olan Frenet gatilar ortonormal ¢at1 olmayip quasi-ortonormal ¢atidir. [17,18]
Tamm 2.10. o : [ C R — E} bir egri olsun.

i. «a null bir egri olmak iizere, eger Vs € [ i¢in (a(s),a”(s)) = +1 sart1
saglaniyorsa « egrisine pseudo yay parametresi ile parametrelendirilmistir denir.

ii. o null olmayan bir egri olmak iizere, eger Vs € I igin (d/(s),d/(s)) = £1
sart1 saglaniyorsa « egrisine yay uzunlugu parametresi ile parametrelendirilmisgtir
denir ([19]).

Genel olarak, bir egrinin karakteri I nin biitiin noktalarinda ayni degildir.
Yani « egrisinin spacelike, timelike, lightlike oldugu noktalar olabilir. Bununla
beraber « egrisinin spacelike ve timelike oldugu noktalar arasinda, lightlike oldugu
bir nokta da vardir. Eger «; bir sy € I noktasinda spacelike ya da timelike ise «

egrisinin aym karaktere sahip oldugu bir (sq — J, sg + d) acik araligi vardir.

Lemma 2.1. Her spacelike ya da timelike egri yay parametresi ile parametre-
lendirilebilir. o : I C R — Ej egrisi i¢in bir ¢ : J — I diffeomorfizmi vardir syle
ki 8 = aoyp bir egri olmak iizere her s € J i¢in a spacelike ise <ﬁl(3), 6,(8)> =1,
a timelike ise <6l(s),6,(s)> = —1 dir.

M; baglantih bir yiizey ve x : M — 3 bir immersiyon yle ki T,M,
p € M noktasindaki teget diizlem olmak iizere x in p noktasindaki diferensiyeli
(dz), : T,M — B3 olsun. Bu durumda (dz),T,M, B; de T,M = (dx),T,M

seklinde bir diizlem olur.

gp(u,v) = {dzp(u), dy(v))

metrigi i¢in z : (M,g,) — E3 , M nin bir izometrik immersiyonudur. Bununla

beraber M ye z ile beraber Ej de bir yiizey denir ([36]).



Tamim 2.11. Bir z : M — Ej immersiyonu icin p noktasindaki birinci esas form

gp : TyM x T,M — R metrigidir. T,,M tizerindeki metrik {i¢ sekilde olabilir:

(i) T,,M, spacelike bir diizlem ise g, pozitif tanimhdir.

(i) T,M, timelike bir diizlem ise g, non-dejenere bir metriktir.

(iii) T, M, lightlike bir diizlem ise g, dejenere bir metriktir.
2.1. Frenet Denklemleri
Egrilerin diferensiyel geometrisini galigmak igin Frenet denklemleri ve egrilik
fonksiyonlarinin biiyiik 6nem arz ettigini biliyoruz. Tezimizde kullanilacak olan
Frenet denklemleri i¢in kaynaklarimz ([22-25]) olacaktir. « egrisinin nedensel

(causal) karakterine gore Frenet denklemleri su sekilde verilebilir:

1. « egrisi null olmayan egri ise;

T’ 0 62/’6’1 0 0 T
N’ —erk 0 ek 0 N
_ 1h1 3h2 (21)
Bi 0 —62]{32 0 616263]{33 Bl
Bé 0 0 —63163 0 Bg

ile verilir ([25]). Aym zamanda hepsi 1 veya —1 olmamak sarti ile; €€eqe3e4 = 1,
e € {—1,1}, i € {1,2,3,4} olmak iizere agagidaki kogullar saglanir:

Q(Ta T) = €1, Q(N; N) = €2, Q<Bl,Bl) = €3, 9<32,B2) = €4
g(T,N) = g(T, By) = g(T, By) = g(N, B1) = g(N, Bz) = g(By, By) = 0.

(2.2)

2. « egrisi null Cartan egri ise;

o, B3 de bir null egri olsun (¢(7,T) = 0). « egrisi s(t) = /t\/mdu
pseudo-yay fonksiyonu s ile parametrelendirilmis ise « egrisi nu(il Cartan egri
olarak adlandirihir. Bu durumda geodezik olmayan (k;(s) # 0) null Cartan egrisi
boyunca bir tek Cartan catisi {1, N, By, By} vardir ve asagidaki denklemleri
saglarlar ([23,24]):

T’ 0 k1 0 0 T
NI _ —61]@'2 0 —61]{?1 0 N (23)
B 0 ke 0 k|| B
Bé —Egkg 0 0 0 Bg




Burada birinci Cartan egrilik fonksiyonu ki(s) = 1, (ki(s) = 0 ise egri bir
dogrudur), ikinci ve tigiincii Cartan egrilik fonksiyonlar1 ko(s), k3(s) pseudo-yay
parametresi s nin fonksiyonlaridir. Eger ky(s) = 0 ise null Cartan egrisi null kiibik
(null cubic) egri olarak adlandirilir. Cartan gatisini olugturan vektorler arasinda

€165 = —1 olmak tizere agagidaki iligkiler vardir:

g(N,N) =e1, g(Bas,Bz) =€z, g(T,T)=g(Bi1,B1)=0,
g(T,N) = g(T, B2) = g(N, B1) = g(N, By) = g(B1, Bo) =0, (2:4)
g(T, By) = 1.
Tezimizin geri kalaninda null Cartan egri ifadesi yerine kisaca null egri

olarak bahsedilecektir.

3. « egrisi pseudo null egri ise:

T 0 ky 0 0 T
N’ 0 0 ko 0 N
- (2.5)
Bi 0 k3 0 —62]{?2 B1
Bé —61]'6'1 0 —Egk‘g 0 B2

olarak verilir ([22]). Burada « dogru ise birinci egriligi k(s) = 0, diger durum-
larda ki(s) =1 dir ve €165 = —1 olmak iizere agagidaki kogullar saglanir:

g(T, T) = €1, g(Bl,Bl) = €9, g(N, N) = g(BQ,BQ) = 0, g(N, BQ) =1
9(T,N) = g(T, B1) = g(T, Bz) = g(N, B1) = g(B1, Bz) = 0.

(2.6)
4. « egrisi partially null egri ise:

T 0 ky 0 0 T

N’ ky 0 ky 0 N
= (2.7)

Bj 0 0 ks 0 By

Bé 0 —62]{32 0 —k'3 B2
olarak verilir ([22]). Burada iigiincii egrilik k3 = 0 dir ve €165 = —1 olmak tizere

asagidaki kogullar saglanir:
g(T,T) = €1, g(N7 N) = €9, g(Bl,Bl) :g(BQ,BQ) =0

g<T>N):g(T7B2):g(NaBl):g(NaB2>:Oa (28)

g(Bl, Bg) =1.



Not. Null, pseudo null ve partially null egrileri igin k; egriligi 0 (egri bir dogru

ise) veya 1 (diger tiim durumlarda) dir. k; = 1 durumunda egriye geodezik

olmayan egri ad1 da verilir.

10



3. 4-BOYUTLU 2-INDEKSLi YARI-OKLIDYEN UZAYDA
GENELLESTIRILMiS NULL MANNHEIM EGRIiLER

3 uzayinda Vs € I C R i¢in bir null « egrisinin tigiincii egriligi ks(s) # 0

olarak alinmigtir. k3(s) sifirdan farklh oldugunda « egrisinin ikinci egriligi ko(s)
sifira egit veya sifirdan farkl olabilir. Caligmamizda bu iki durum ayr1 ayr ele
alinarak sonuclar elde edilmistir. Ilk olarak genellestirilmis null Mannheim egriler
icin agagidaki tanimi verelim.
Tanmim 3.1. 4-boyutlu 2-indeksli yar-Oklidyen uzay, Ej de bulunan « null
egrisinin asli normal vektor alan1 NV, ayni uzayda bulunan bir a* egrisinin birinci
binormal vektor alani1 B} ve ikinci binormal vektor alan1 Bj i gerdigi diizlemde
yatiyorsa « egrisi genellestirilmis null Mannheim egrisi, a* egrisi de « egrisinin
genellegtirilmiy Mannheim eglenik egrisi adim alir. Bu durumda (o, o*) egri gifti
de genellestirilmis Mannheim egri ¢ifti olarak adlandirilir.

B4 uzaymmda bulunan o genellestirilmis null Mannheim egrisinin Frenet
catis1 {1, N, By, By} ve onun genellegtirilmis Mannheim egri ¢ifti olan a* egrisinin
Frenet catis1 da {T*, N*, Bf, B5} olsun. « egrisinin asli normal vektor alan1 N;
B ve Bj tarafindan gerilen diizlemde yattigindan N(s) = a(s)Bi(s) + b(s)Bj(s)
esitligini saglar. Burada a(s) ve b(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. Bu
noktada aragtirmamizi Span{Bj, B;} diizleminin nedensel (causal) karakterine
bagli olarak ii¢ duruma ayiracagiz:

(A) Span{B7, B;} spacelike diizlemdir,

(B) Span{Bj, B3} timelike diizlemdir,

(C) Span{Bj, B;} lightlike diizlemdir.

Simdi bu ti¢ durumu ayr1 ayri inceleyelim.

(A) Span{Bf, B;} diizlemi bir spacelike diizlem olsun:

Teorem 3.1. « : I — Ej asli normal vektor alam1 N, null olmayan Mannheim
eslenigi o* : I* — [Ej egrisinin birinci ve ikinci binormal vektor alanlar B ve B3
tarafindan gerilen Span{Bj, B;} spacelike diizleminde yatan genellestirilmis bir
null Mannheim egrisi olsun. Bu durumda f(s) = / S |a*(t)|| dt olmak iizere o
egrisi ’

1

a’(f(s)) = als) + 2_l<:2N(3)
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iligkisini saglayan timelike Frenet egrisidir. b,m,n = +1 olmak iizere a ve o

egrilerinin egrilik fonksiyonlar1 ve Frenet vektorleri arasinda asagidaki sartlar

saglanir:
1 * * * 1 +
kz:ﬁa k7| = |k3| = [ks] # 0, ‘k3|:X> AeR
ve .
"= ——(T —2)\B),
i 2
N* = nBQ,
m
Bf = ——(T+2\B,),
1 2\/x< 1)
B; = DN.

Ispat. « egrisinin asli normali N, Span{B?, B}} spacelike diizleminde yattigin-
dan o*; (2.1) denklemlerini saglayan null olmayan bir egridir. Burada €} = €} =
—1, € = €, = 1 dir. Buna gore, N = aB] + bB; esitliginin kendisi ile skalar
carpilmasiyla

g(N,N) = a?g(B], BY) + 2abg(By, B;) + b*g(B3, B;)

g(N,N) = a®+V?
bulunur. a?+b% > 0 olacagindan g(N, N) = 1, yani ¢; = 1 elde edilir. Dolayisiyla

€ = —1 dir. Jimdi o;

a’(f(s)) = a(s) + Als)N(s) (3.1)
seklinde parametrize edilebilir. Burada s, « egrisinin pseudo yay uzunlugu para-
metresi; s* = f(s) = / }

0
f: 1 CR — I C R ve A diizgiin fonksiyonlardir. « egrisinin ko egriligine

o* (t)H dt, o egrisinin yay uzunlugu parametresi;

gore ispatimizi iki alt duruma ayirabiliriz: (A.1) ks = 0 ve (A.2) kg # 0.
(A.1) k2 = 0 olsun.

(3.1) denkleminin s ye gore tiirevi alinir ve (2.3) esitliginden faydalanilirsa
T*f' =T+ XN — \B; (3.2)

bulunur. (3.2) denkleminin N = aBj} + bBj ile garpilmasiyla A" = 0 elde edilir.
Bunu (3.2) denkleminde yerlestirirsek;

T*f =T — B, \eR, (3.3)
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elde edilir. (3.3) denkleminden g(T*f', T*f') = — f’? = —2) bulunur ve boylelikle
f? =2\ = sabit # 0 (3.4)

oldugu goriiliir. (3.3) denkleminin s ye gore tiirevinin alinmasiyla ve (2.1), (2.3)
ve (3.4) denklemlerinin kullamilmasiyla, —kf N* > = N — Ak3 B, elde edilir. Son
esitligin N = a B} 4 bBj ile carpilmasiyla g(N, N) = ¢; = 0 elde edilir. Bu ise bir
celigkidir.

(A.2) k2 # 0 olsun.

(3.1) denkleminin s ye gore tiirevinin alinmasiyla ve (2.3) Frenet ¢atisinin

kullanilmasiyla

T*f' = (1 — Mea)T + XN — AB; (3.5)

buluruz. (3.5) denkleminin N = aBj + bBj ile ¢arpilmasiyla
N=0 (3.6)
oldugu goriiliir. (3.6) esitliginin (3.5) de yerlegtirilmesiyle
T f = (1= \k2)T — ABy (3.7)

bulunur. (3.7) denkleminin s ye gore tiirevinin almmasiyla ve (2.1), (2.3) Frenet

catilarinin kullanilmasiyla
—KIN* P T = (1 — M) T 4 (1 — 20ka) N — M3 By (3.8)
yazilabilir. (3.8) denkleminin N = aBjf + bBj ile carpilmasiyla

1
= sabit, A € Ry (3.9)

fey = —
27 o

bulunur. Ayrica (3.7) denkleminden
g(T* 1 T*f') = —f? = —2X\(1 — \ky) (3.10)
elde edilir. (3.9) in (3.10) de yerlegtirilmesiyle
f? = X=sabit, AcR" (3.11)

bulunur. Boylelikle,

F(s) =V (3.12)
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elde edilir ve (3.9), (3.12) egitlikleri (3.7) da yazlarak

o p
T* = 2\/X(T 2\B;) (3.13)

bulunur. Ayrica (3.8), (3.9), (3.11) ve (3.12) bagmtilarindan kfN* = k3B, elde
edilir. Bu da gosterir ki
Burada n = £1 dir. N* = nBs egitliginin s ye gore tiirevinin alinmasiyla ve (2.1),

(2.3) Frenet denklemlerinin uygulanmasiyla agagidaki esitlik elde edilir:
(KT + k3 BY) f' = nksT. (3.15)

(3.15) nin N = aB} + bB; ile garpilmasiyla aks f' = 0 bulunur. k5 = 0 ise (3.15)
bagintisindan goriiliir ki timelike 7™ vektorii ile null 7' vektorii lineer bagimlidir.

Bu ise ¢eligkidir. Sonug olarak a = 0 dir ve buradan
N =bB; (3.16)

elde edilir. g(N, N) = 1 sartindan b* = 1 olarak elde edilir. (3.16) esitliginin s
ye gore tiirevini alir ve (2.1), (2.3) Frenet denklemleri kullanilirsa —k37T — By =

—bf'k3 By elde edilir. Son denklem ile birlikte (3.9) ve (3.12) kullamlarak

*

b
Bfr=
RIS

bulunur. Diger taraftan (3.12), (3.13), (3.14) ve (3.15) kullanilarak

(T + 2\B) (3.17)

k*
B:=—L (T+2\B 3.18
LoV ( 2 (3.18)

elde edilir. (3.13), (3.14), (3.16), (3.18) esitliklerinin kullamlmasiyla ve
det(T*, N*, B}, B}) = 1
sartiyla
ki =mky; m ==+l (3.19)
bulunur. (3.17) ve (3.19) birlikte ele alinirsa

b _ ki
Mk: ks

(3.20)
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elde edilir. (3.19) denkleminin (3.20) esitliginde yazilmasiyla

b
k;j:mT, mb = +1

sonucuna ulagilir. Bu sonug (3.17) de yazilirsa
m
2V

bulunur. Bu sonugla teorem ispatlanmig olur.

B = (T 4 2\B,)

Teorem 3.2. «, B} uzayinda pozitif ve sabit ko ikinci egriligine sahip bir null
egri olsun. Eger o* : [* — i egrisi, o = a + (1/2ky)N ile tammlanirsa, o
genellestirilmis null Mannheim egri ve a*, « egrisinin genellestirilmig timelike

Mannheim eglenik egrisidir.

Ispat. s, a egrisinin pseudo-yay parametresi ve s* = f(s) = / | o (t)H dt, o
0
egrisinin yay parametresi olmak iizere o* egrisinin
o =a+ (1/2k)N (3.21)

ile tammlandigim diigiinelim. A = 1/2ky (kg € RT) olarak alirsak kolaylikla
gortiliir ki g (a*’, a/*/) = —\. Bu da a* egrisinin timelike egri oldugu anlamina
gelir. Ayrica f(s) = v/As olarak elde edilir. (3.21) denkleminin tiirevi alnir ve
f = VX kullanilirsa

1

T° = (T = 2By (3.22)

oldugu goriiliir. (3.22) denkleminin tiirevi almip, (2.1), (2.3) Frenet denklemleri
kullanilarak

kIN* = k3By (3.23)
bulunur. Buradan da
ki =nks, N*=nB;, n==l (3.24)
oldugu goriiliir. N* = nBs esitliginin tiirevinden
(kIT* + k3BY) f = nksT (3.25)

elde edilir. Son ifadeyi kendisiyle carparsak (—k*2 + k32) f° = 0 bulunur. f” # 0

oldugundan gerekli diizenlemeler yapildiginda

ki =mki, m=+l (3.26)
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(3.22) denklemini (3.25) da yerlestirilip, (3.24) ve (3.26) denklemleri ve f* = v/A

kullanilirsa
m
2v/ A

bulunur. Son esitligin tiirevi alimir ve (2.1), (2.3), (3.24) denklemleri kullanilirsa

B; = (T +2AB;) m =+l (3.27)

KEAB] = mN (3.28)
elde edilir. (3.22), (3.25), (3.27), (3.28) denklemleri kullanilir ve
det(T*, N*, BX, BY) = 1
sart1 goz oniinde bulundurulursa
ki = % n=+1
elde edilir. Son esitlik (3.28) denkleminde yerlegtirilirse
B = +N (3.29)

olarak bulunur. (3.22), (3.25), (3.27), (3.29) denklemleri kullamilarak a ve o*

egrilerinin catilar1 arasindaki iligki

1
"= ——(T —2)\By),
Vel 2
N* = TLBQ,
m
Bf = — (T +2)\By),
1 2\/}( 1)
B; = nmN,

m,n = £1 dir. « egrisinin asli normal vektor alanm1 N, Span{B7, B;} spacelike
diizleminde yattigindan a genellestirilmis null Mannheim egri ve o* da « egrisinin
genellestirilmis timelike Mannheim eglenik egrisidir.

Asagidaki sonug Teorem 3.1 in A.1. sartindan kolayca goriilebilir:
Sonug 3.1. Ej de null kiibik genellegtirilmig null Mannheim egrisi bulunmamak-
tadur.

(B) Span{Bj, B;} diizlemi bir timelike diizlem olsun:

Bu durumda Span{ B, B} timelike diizleminin B} ve Bj baz vektorlerinin

nedensel karakterine bagl olarak ii¢ teorem elde ettik. Bilindigi gibi bir timelike
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diizlem; spacelike ve timelike ortogonal birim vektorler ya da iki lineer bagimsiz
null vektor tarafindan gerilir. Buna gore agagidaki alt durumlar ele alalim.
B.1) Bj spacelike, Bj timelike ise;
s; « egrisinin pseudo-yay parametresi, s* = f(s) = /”a*'(t)Hdt; o
0
egrisinin yay uzunlugu parametresi ve f : I C R — [* C R olmak iizere o*
egrisi
a*(f(s)) = a(s) + A(s)N(s) (3.30)
seklinde parametrize edilebilir. Simdi « egrisinin ikinci egriligine goére B.1.1)
ks = 0 ve B.1.2) ky # 0 seklinde iki alt duruma daha ayiralim.

B.1.1) ks = 0 olsun.

(3.30) denkleminin s ye gore tiirevi alip, (2.3) catisindan faydalanarak
T*f'=T + XN — e \B;

bulunur. Son denklemin N = aBj + bBj ile garpilmasiyla A" = 0 elde edilir ve

tekrar diizenlenmesiyle
T f =T —eAB;, MeRy (3.31)

elde edilir. (3.31) denkleminden g(T*f',T*f') = €;f? = —2€ A bulunur. Boyle-
likle
f? = —2¢1€;\ = sabit # 0 (3.32)

oldugu goriiliir. (3.31) denkleminin s ye gore tiirevinin alinmasiyla ve (2.1), (2.3)

ve (3.32) esitliklerinin kullamlmasiyla e3kiN*f? = N — ¢;\k3 By bulunur. Bu

esitligi de N = aBj + bBj ile carparsak €; = 0 elde edilir ki bu bir ¢eligkidir.
B.1.2) k3 # 0 olsun.

(3.30) denkleminin s ye gore tiirevi alinip (2.3) ¢atisindan faydalanilirsa
T*f = (1 — e \ky) T4+ AN — \ey By (3.33)
bulunur. Son denklemin N = aBj + bBj ile carpilmasiyla

N=0 MeR, (3.34)
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elde edilir ve (3.33) egitliginde yerlegtirilirse
Tf' = (1 — e M) T — Aer By (3.35)
bulunur. (3.35) denkleminin tiirevinden
ERIN* 2+ T*f" = (1 — e Mes) T+ (1 — 261 Mka) N — €1 \k3 Bo (3.36)

oldugu goriiliir. (3.36) denkleminin N = aBj + bBj ile ¢arpilmasiyla ve (3.34)
esitliginin de kullanilmasiyla

€1

ky = —
2 2)\7

A€ Ry (3.37)
elde edilir. Ayrica yine (3.35) denkleminden
g(T*f, T*f") = 6 f? = =2\ (1 — e1 \ky) (3.38)
bulunur. (3.37), (3.38) denkleminde yerlestirilir ve diizenlenirse
f? = —adA (3.39)

oldugu goriiliir. Buldugumuz (3.37) ve (3.39) esitliklerinin (3.35) esitliginde yer-
lestirilmesiyle

1
T = — (T — 26,\By) (3.40)

N
elde edilir. Simdi de B.1.2.a) e1¢f = 1, A < 0 ve B.1.2.b) €1¢] = =1, A > 0
olmak tizere iki durumu ayr1 ayr1 inceleyecegiz.
B.1.2.a) ¢¢f = 1 ve A < 0 ise; bu sarta gore (3.39) ve (3.40) esitlikleri
sirasiyla
==\ (3.41)

ve

1
T = ——— (T — 26;\B 3.42
2\/_—)\< €1 1) ( )

olarak diizenlenir. (3.41) esitligini (3.36) denkleminde yerlestirirsek —kjN* =
k3B elde edilir ve

—kik = mkg, N* = mBg, m2 =1 (343)
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olarak yazilabilir. N* = mB; esitliginin tiirevinden
(—€lkIT* 4+ k3BY) f = —mexksT (3.44)

denkleminin N = aB; 4 bBj ile carpimindan ak} f = 0 buluruz. k% = 0 ise

(3.44)
(3.44) esitliginde null 7" ile null olmayan T vektoérlerinin kolineer oldugu goriiliir.

!

f =0 olmas1 halinde de ¢eligki olacagindan a = 0 dir. Bu durumda

N =bB; (3.45)
olarak yazabiliriz. g(N,N) = ¢ = —0b? oldugundan ¢; = —1, dolayisiyla da
€ = —1 ve e = ¢ = 1 oldugunu soyleyebiliriz. Ayrica v* = 1 dir. (3.45)

denkleminin tiirevinden koT + B; = —bkiB;f elde edilir. Son denklem, (3.37)

kullanilarak diizenlenirse

b
B =——— (T —-2)\B 3.46
1 2)\]6%\/—_)\( 1) ( )

olarak bulunur. Diger taraftan (3.42), (3.43) ve (3.44) denklemleri diizenlenirse

k*
Bf=—2L1 (T —-2)\B 3.47

elde edilir. (3.42), (3.43), (3.45), (3.47) esitliklerinin det(7*, N*, Bf, B5) = 1
olmas sartindan

[F1] = [k3]

elde edilir. Ayrica g(Bj, Bf) = 1 oldugunu (3.46) denkleminde gz oniine alirsak

. 1
olarak bulunur.
B.1.2.b) ¢;¢f = —1 ve A > 0 ise; benzer iglemler yapilarak
Bl = b (T —2\By)
EEEIVENAY '

elde edilir. Ancak g(B?, Bf) = 1 sartin1 goz oniinde bulundurursak k32 = —1/)\?
elde edilir ki bu ise celigkidir.
Teorem 3.3. « : I — Ej egrisinin timelike asli normal vektor alan1 N; Mannheim

eglenigi olan o* : I* — [Ej egrisinin sirasiyla birinci ve ikinci binormal vektor
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alanlar1 By (spacelike) ve Bj (timelike) tarafindan gerilen Span{ B}, B;} timelike
diizleminde yatan genellestirilmis bir null Mannheim egrisi olsun. Bu durumda
o egrisi timelike Frenet egrisidir ve bu egrilerin egrilik fonksiyonlar: ile Frenet

vektorleri arasinda asagidaki sartlar saglanir:

1 * * * 1 -
b= g 1= 451 = Bl 0. Dl =[] 2 2

ve
1
T*— —— (T +2\B)),
Wy 2
N* = mBg,
b
B*= — (T —2)\B).
1 2\/_—)\< 1)
B; = bN.

Burada b, m = +1 dir.

B.2) Bj timelike, B; spacelike ise;

B.1 de yapilan islemlere benzer olarak asagidaki teoremler elde edilir. Is-
patlar benzer oldugu i¢in burada verilmemistir.
Teorem 3.4. « : I — B egrisi spacelike asli normal vektor alam1 N; Mannheim
eglenigi olan o* : I* — [Ej egrisinin sirasiyla birinci ve ikinci binormal vektor
alanlar1 B} (timelike) ve Bj (spacelike) tarafindan gerilen Span{Bj, B;} timelike
diizleminde yatan genellegtirilmis bir null Mannheim egrisi olsun. Bu durumda
o egrisi spacelike Frenet egrisidir ve bu egrilerin egrilik fonksiyonlar: ile Frenet

vektorleri arasinda asagidaki sartlar saglanir:

1 * * * 1 —
to = gy K61 = 1151 = il 0. 11 = |5 A€ By
ve
1
T = —— (T —2)\B)),
2\/_—)\( 1)
N* = mBg,
k3 1
Bf = 1 ——T+B),
! k;x/—/\< 2 !
B: = bN.

Burada b, m = +£1 dir.
B.3) B; ve B null ise;
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a : I — &) egrisi genellestirilmis Mannheim egrisi ve onun partially null

eglenik egrisi de a* : I* — Ej ise a*;
a*(f(s)) = a(s) + A(s)N(s) (3.48)

olarak parametrize edilebilir. Burada s, a nin pseudo-yay parametresi; s* =

f(8)=/s|

ve A diizgiin fonksiyondur. Simdi « egrisinin ko egriligine gore ispatimizi B.3.1)

oz*,(t)H dt, o* m yay uzunlugu parametresi; f : I C R — [* C R

ks = 0 ve B.3.2) ky # 0 olmak iizere iki alt duruma daha ayiralim.
B.3.1) k3 = 0 olsun.

(3.48) denkleminin s ye gore tiirevi alinir ve (2.3) ¢atisindan faydalanilirsa
T f' =T+ XN — X By

bulunur. Son denklemin N = aBj + bBj} ile carpilmasiyla ' = 0 elde edilir ve

tekrar diizenlenmesiyle
T*f/ =T — 61)\31, )\ € RO (349)

elde edilir. (3.49) denkleminden g(T* f',T*f') = €} f* = —2¢; A bulunur. Boyle-
likle

£ = 2161\ = sabit # 0 (3.50)

oldugu goriiliir. (3.49) denkleminin s ye gore tiirevinin alinmasiyla ve (2.3), (2.7)

ve (3.50) denklemlerinin kullamlmasiyla & N*f? = N — e;Ak3 By bulunur. Bu

esitligi de N = aBj + bBj ile carparsak €; = 0 elde edilir ki bu bir celigkidir.
B.3.2) ky # 0 olsun.

(3.48) denkleminin s ye gore tiirevi alinir ve (2.3) catisindan faydalanilirsa
T f'= (1 —e M) T+ AN — e AB,

bulunur. Son denklemin N = aBj + bBj ile ¢arpilmasiyla A" = 0 elde edilir ve

tekrar diizenlenmesiyle

T*f' = (1— e Mks) T — eiAB;, A€ R (3.51)
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bulunur. (3.51) denkleminin tekrar tiirevini alir ve (2.3), (2.7) Frenet denklemleri

kullanihirsa
EEN*f2 T f" = (1 — e Mky) T + (1 — 2e,Mko) N — eg Mg By (3.52)

oldugu goriiliir. (3.52) denklemi N = aB} + bBj ile ¢arpilirsa

€1

T 2A
elde edilir. Ayrica (3.51) esitliginden

ko = sabit, A€ Ry (353)

g(T T ) =€ f” = =26\ (1 — e \ky) (3.54)

oldugu goriiliir. (3.53), (3.54) denkleminde yerine yazilirsa; f~ = —Aejel elde
edilir. (3.52), (3.53) ve son egitlikten

ET]{?IN* = kng

bulunur. Son esitlik gosterir ki;
e;kf =mBs,  N* =mBs, (3.55)
m = £1 dir. N* = mBy denkleminin tiirevinden
(KT 4+ kiBY) ' = m (—exksT) (3.56)

elde edilir. (3.56) denklemi, N = aB} + bB; ile carpilirsa bkjf = 0 yazlabilir.
Eger k3 = 0 ise; (3.56) denkleminden goriiliir ki null olmayan 7™ vektorii, null
T vektorii ile kolineerdir. Bu bir celigkidir. Sayet b = 0 ise N = aB} dir. Null
olmayan N vektorii, null By vektorii ile kolineer oldugu goriiliir ki bu da bir
celiskidir. Buna gore agagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 3.5. Ej de Mannheim egri ¢ifti partially null olan genellestirilmis null
Mannheim egrisi bulunmamaktadir.

Ornek 3.1. E5 de agsagida denklemi verilen bir null egrisini ele alalim:

B(s) = (sinh (As) cosh (Bs) cosh (As) sinh(Bs)>
V2A 7 V2B T V2A 7 2B

22



[ egrisinin Frenet catisi
cosh (As) sinh (Bs) sinh (As) cosh (Bs)
T(s) = N

(_cosh (As) sinh (Bs) sinh(As) cosh (Bs))

By (s) = (% sinh (As) , % cosh (Bs), % cosh (As), % sinh (Bs))

ile verilir. Burada A = /=142 ve B = \/1 + /2 ve (3 egrisinin egrilikleri;
k1(s) = 1, ka(s) = v/2, ks(s) = —1 dir. Kolaylkla goriiliir ki 3 egrisi asli normali

timelike olan bir null egridir. Teorem 3.3. den A\ = # elde edilir. [ egrisinin

Mannheim egri ¢ifti 5% asagida verilen timelike egri olarak elde edilir:

B (s) = B(s) - 2N ()

212 — A? 22 — B?
p*(s) = (\/:l—A sinh (As), \/_— cosh (Bs)
212 — A? 22 — B2
\/:l—A cosh (As) \/?4— sinh (Bs)).
B egrisinin Frenet catisi:
241 2-1
T*(s) = (\/—% cosh (As), V2 sinh (Bs) ,

24/2 2v/2

V241 . V2-1
Tﬁsmh (As), WCOSh<BS>>a

N*(s) = (E sinh (As), A cosh (Bs), B cosh (As), A sinh (Bs)),

V2 V2 V2 V2
Lo V21 V2+1
Bf(s) = ( 23 cosh (As) , 203 smil/EBs), p
2—-1 | 241
275 sinh (As) , 203 cosh (Bs))

B; (s) = (% sinh (As) , % cosh (Bs), % cosh (As), % sinh (Bs))

dir. B* egrisinin egrilikleri; k% (s) = k3 (s) = 1, k3 (s) = 2v/2 olarak bulunur.
Ornekteki genellestirilmis null Mannheim egri ve onun timelike eslenik
egrisinin sirasiyla r; = 0, o = 0, 3 = 0 ve x4 = 0 uzaylarindaki izdiigiimleri

asagida verilmigtir.
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Sekil 3.1. Genellestirilmis null Mannheim 3 egrisi (mavi) ve onun timelike

Mannheim eglenigi B* egrisinin (siyah) x; = 0 uzayma izdiisimii

Sekil 3.2. Genellestirilmis null Mannheim 3 egrisi (mavi) ve onun timelike

Mannheim eglenigi B* egrisinin (siyah) x, = 0 uzayna izdiisiimii
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Sekil 3.3. Genellestirilmig null Mannheim 3 egrisi (mavi) ve onun timelike

Mannheim eglenigi B* egrisinin (siyah) x3 = 0 uzayma izdiisimii

Sekil 3.4. Genellestirilmis null Mannheim 3 egrisi (mavi) ve onun timelike

Mannheim eglenigi f* egrisinin (siyah) x4 = 0 uzayma izdiisimii
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Ornek 3.2. E; de agsagida denklemi verilen bir null egrisini ele alalim:
B(s) — (sinh (As) cosh (Bs) cosh (As) sinh (Bs))
\/EA Y \/§B ) \/§A 9 \/§B .

0 egrisinin Frenet catisi
5 — cosh (As) sinh (Bs) sinh (As) cosh (Bs)
0 = (S )
A B A B .
N(s) = (Esmh(As),%cosh(Bs),Ecosh(As),ﬁsmh(Bs)),
(_cosh (As) sinh(Bs) sinh(As) cosh (Bs))
By (s) = (%sinh(As),%cosh(Bs),%cosh(As),%sinh(Bs)>

ile verilir. Burada A = v/1++v/2 ve B = v/ —1 + /2 ve 0 egrisinin egrilikleri;
ki(s) = 1, ka(s) = —V/2, k3(s) = 1 dir. Kolaylkla goriiliir ki 6 egrisi asli normali

spacelike olan bir null egridir. Teorem 3.4. den A\ = %ﬁ

elde edilir. 6 egrisinin

Mannheim egri ¢ifti * asagida verilen spacelike egri olarak elde edilir:

0" (s) =6(s) — \/T§N (s)
yani;
0" (s) = (\/?LX ! sinh (As), \/?1;_ ! cosh (Bs) ,
\/i; ! cosh (As), ! sinh (Bs)).
0" egrisinin Frenet catisi:
T*(s) = (\/ET\/—; cosh (As), 22\;51 sinh (Bs) ,
V2-1 V2+1
23 sinh (As), 203 cosh (Bs)),
*(s) = Esin s icos s Ecos s isin s
B (s) = —(VEJ; cosh (As) ¢2§\/—§1 sinh (Bs),
V2+1 V2 -1
X sinh (As), X cosh (Bs)),

B (s) = (% sinh (As), % cosh (Bs) , % cosh (As), % sinh (Bs))
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dir. 0* egrisinin egrilikleri; k* (s) = —1, k3 (s) = 1, k3 (s) = 2v/2 olarak bulunur.
Ornekteki genellestirilmis null Mannheim egri ve onun spacelike eslenik
egrisinin sirasiyla x4 = 0 , x5 = 0, x3 = 0 ve x4 = 0 uzaylarindaki izdiigiimleri

agagida verilmigtir.

Sekil 3.5. Genellestirilmis null Mannheim f egrisi (mavi) ve onun spacelike

Mannheim eglenigi B* egrisinin (siyah) x; = 0 uzayna izdiisiimi

Sekil 3.6. Genellestirilmis null Mannheim f egrisi (mavi) ve onun spacelike

Mannheim eglenigi B* egrisinin (siyah) x, = 0 uzayna izdiisiimii
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Sekil 3.7. Genellestirilmis null Mannheim 8 egrisi (mavi) ve onun timelike

Mannheim eglenigi B* egrisinin (siyah) x3 = 0 uzayina izdiisiimu

Sekil 3.8. Genellestirilmis null Mannheim 3 egrisi (mavi) ve onun timelike

Mannheim eglenigi B* egrisinin (siyah) x4 = 0 uzayma izdiisimii
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(C) Span{Bj, B;} diizlemi bir lightlike diizlem olsun:

Bu durumda da Span{Bj, B3} lightlike diizleminin B} ve Bj baz vektor-

lerinin nedensel karakterine bagl olarak dort teorem elde ettik. Bilindigi gibi
bir lightlike diizlem; spacelike ve null birim vektorler tarafindan gerilir. Ilk teo-
remimizde Bj spacelike, Bj null vektorler olarak ele alindi.
Teorem 3.6. « : I C R — Ei genellestirilmis null Mannheim egrisi ve a* :
I* C R — &} egrisi de a egrisinin genellestirilmis Mannheim eglenik egrisi olmak
tizere o nin spacelike asli normal vektor alan1 NV, a* egrisinin spacelike B} ve null
Bj vektorleri tarafindan gerilen Span{Bj, B;} lightlike diizleminde yatsin. Bu
durumda o* bir pseudo null egri olup asagidaki iki durumdan birisi saglanir:

i) ko = 0 ise a ve o egrisinin egrilik fonksiyonlar1 ve Frenet vektorleri

arasindaki iligki agagidaki gibidir:

1

k3:X> @ZW, k3 =0
ve

T = 1 (T—)\B)
/—2)\ 1)
N* = i(N— B)
— 2)\ C1D3),

(&)
B = —(T+)\B1),

V2

B; = )\<N+01B2)

dir. Burada ¢y, co = +1 dir.

ii) ko =sabit# 0 ise @ ve o* egrisinin egrilikleri ve Frenet vektorleri arasin-

daki iligki agagidaki gibidir:

1— 2X\ky 1— 2X\ky
ks| = | —221 kil =|———22 |
B 1 (= (¢ + ko) + 172K2)
BUUAN(L = Mky) K3 3
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ve

1
T* = (1= Meo) T — ABy],
oA (1 — Mg

1
N*= ————[(1—2Mky) N — AksB
2/\(1—)\k2)[( M) NV = Ak B

By = —dks ¥ chy T — d By,
Fiv/2N (1 = Nka) F/2N (1 = M)

1
2

(]{?;8\/ 2/\ (1 — AkQ) — 7’]]{33).82]

ile verilir.
Ispat. 3 uzaymda genellestirilmig null Mannheim egrisi o ve onun Mannheim

eslenigi de o egrisi olsun. a* egrisi
a”(f(s)) = als) + Als)N(s), (3.57)

seklinde parametrize edilebilir. Burada s; « egrisinin pseudo-yay uzunlugu para-

metresi, s* = f(s) = /|

0
f:I CR — I" C R ve \ diizgiin fonksiyonlardir. « egrisinin %y egriligine

o (t)H dt; o* egrisinin yay uzunlugu parametresi,

gore ispatimizi iki alt duruma ayirabiliriz: (C.1) ko = 0 ve (C.2) ko # 0.
(C.1) ky = 0 olsun.
(3.57) denkleminin s ye gore tiirevi alimir ve (2.3) Frenet denlemleri kul-

lanilirsa

T f' =T+ XN —\B

bulunur. Son denkleminin N = +B} + bBj ile carpilmasiyla ' = 0 elde edilir.
Kolaylikla
T*f'=T —AB1, A€Ry (3.58)

oldugu goriiliir. Burada Ry, R\ {0} olarak ifade edilir. (3.58) denkleminden
g(T*f',T*f") = — f? = —2X bulunur ve boylelikle

f"? =2\ = sabit # 0 (3.59)
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yazilabilir. (3.58) denkleminin s ye gore tiirevinin alinmasiyla ve (2.3), (2.5),

(3.59) denklemlerinin kullanilmasiyla;
N*f? = N — k3B, (3.60)

elde edilir. Son esitligin gosterir ki; g (N* f2, N* f?) = 1 — \?k2 = 0 dir. Buradan

ks = C—; = %1 (3.61)

elde edilir. (3.59) ve (3.61) egitliklerini (3.60) denkleminde yerlegtirirsek

*_1 C1
N —2)\]\7—532

bulunur. Son esitligin s ye gore tiirevi alinip, (2.3), (2.5) ve (3.61) denklemlerinin

kullanilmasiyla
1 1

elde edilir. ¢ (B7, Bf) = 1 oldugu goz 6niinde bulundurulursa

Co

kr = 2
2 9\

bulunur. (3.62) denkleminin s ye gore tiirevi alinip, (2.3) ve (2.5) denklemlerinin
kullanilmasiyla
1 1 c

KiN* — k3B = ~ T (XN + XIB2)
2

elde edilir. Son esitligin kendisiyle carpilmasiyla —2k3k5; = 0 oldugu gortiliir.

(3.63) esitliginden kj sifir olamayacagindan
k3 =0
bulunur. Boylelikle
B; = A (N + ClBQ)

oldugu goriiliir. Bu da i) sikkin ispatlar.

(C.2) k3 # 0 olsun.

(3.57) denkleminin s ye gore tiirevi alinir ve (2.3) esitliginden faydalanilirsa
T*f = (1= M) T + AN — AB; bulunur. Son esitligin N = +B? + bB; ile

carpilmasiyla A" = 0 elde edilir. Bu durumda

1— Mk A
T*:( 7 Q)T—?Bl, A eR, (3.64)
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oldugu goriiliir. g (T*,T*) = —1 sartindan
f?=2X(1— k)
durumlar: saglar:

1
a)/\?él{;’

elde edilir. f” > 0 oldugundan X sabiti ve ky egriligi arasindaki iliski asagidaki

b) A > 0ise Aky < 1,
c) A <0ise \kg > 1.

lerinin kullanilmasiyla

(3.64) esitliginin s ye gore tiirevi alimip, (2.3), (2.5) ve (3.65) denklem-

N

1 — 2X\ky Nk, M3
—2f/2T+ (f—) N-=222%B —
elde edilir.

T

ko egriliginin sabit olup olmamasma gore (C.2.1) ko #sabit ve

(C.2.2) ky =sabit# 0 olmak iizere iki alt duruma ayirip inceleyelim.
(C.2.1) ky #sabit ise:

(3.66) ve g(N*, N*) = 0 sart1 gosterir ki:

2 AR (- 20ky)?
3 /\2f/2
dir. (3.65) esitligi son denklemde yerlegtirilirse

B =

N2 4+ 2(1 — 2X0ko)? (1 — Aky)
207 (1 — Mks)
olarak elde edilir. (3.66) denkleminde

(3.67)
Mk, 1 — 2\ky Nk, Mg
m = —W, n = f’2 p = — f’4 q = — f’2 (368)
alimir ve yerlestirilirse N* = mT + nN + pB; + ¢Bs haline gelir.
tiirevini alirsak;

Bu egitligin
k3Bif = (m' —nky+qks) T+ (m+n' +phky) N (3.60)
+(p - n) By + (pks + ql) By
elde edilir. Son esitligin N = £B* + bBj ile carpilmasiyla k3 f = m +n' + pks
bulunur. Simdi k3 f =
esitliginden

m + n' + pky oldugunu farzedelim. Boylelikle (3.69)
B — (m' — nky + qks

p—n pks +q
T+ N B B
Bf ) " +(k’2“f’) 1*( )

ks f

32

(3.66)



bulunur. g(Bjf, Bf) = 1 sart1 goz ¢niine aliirsa
/ ! / 2
2<m—nk‘2+qk3) <p—n>—<pk:3+q> =0

elde edilir. (3.67) ve (3.68) esitliklerinin kullanilmasiyla

—kg A2 (1 = ko) — 20%K2 — 2(1 — Ako)? (1 — 20k,

m — nky + qks = 4/\2(1—)\/’{;2)2

ve
L —kg A2 (1 — Mkg) — 2032 — 2(1 — M) (1 — 2)0ky)
P (1 — M)
oldugu goriilebilir. Bu iki egitligin arasinda

m — nks + qks = —@ (p/ —n)

seklinde bir iligki vardir. (3.73), (3.70) denkleminde yerlestirilirse

9 <1 —AAkz> <p' _n>2 _ (pk3+q’)2 —0

bulunur. ks # 0 oldugundan son esitlikten goriiliir ki

p—n=0

ve

pks +¢ = 0.

(3.67) ve (3.68) esitliklerinin kullanilmasiyla

kg [ka A% (1= Ako) + 2X0°k3* — (1 — ko) (1 — 2Aks) (1 + 2Mk2)]

ks+q =
prad ks (1 — Mea)?
olarak hesaplanir. Ayrica (3.72) ve (3.74) den
—hy A2 (1 = ko) — 2032 — 2(1 — Mkp)® (1 — 20ky) = 0

ve benzer olarak (3.75) ve (3.76) esitliklerinden

K, [k'z'/\Q (1 — M) + 20352 — (1 — Meo) (1 — 2Mko) (1 + 2>\k2)] )

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

1 1
elde edilir. (3.77) ve (3.78) den goriiliir ki ky = Y =sabit ve ky = X =sabittir.

Bu da ky # sabit sartimizla celigir.
(C.2.2) ky = sabit# 0 ise:
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ko = sabit# 0 oldugundan (3.66) egitligi

1-2

olarak diizenlenebilir. g (N*, N*) = 0 oldugundan

(1 — 2X\ky)”

k3 = % = sabit (3.80)
elde edilir. (3.79) esitliginde
1 — 2Xks ks
d — —/27 e = T e 3.81
7 72 (3.81)
alirsak
N* =dN + eB, (3.82)

haline gelir. Aciktir ki d ve e sabittir. (3.82) esitliginin tiirevi alnirsa ki B} f =
(—dky + ek3) T'— dB;y bulunur. Son esitlik diizenlenirse

—dk/’g—{—el{?g) d
g (22 g % p 3.83
- (7% r (3:59)

oldugu goriiliir. g(Bjf, Bf) = 1 sartindan
2d%ky — 2edks = k32 f?

elde edilir. (3.65), (3.80) ve (3.81) esitlikleri g6z 6niinde bulundurularak gerekli
hesaplamalar yapildiginda

" (1 — 2\ky)?
ky" = 1 p)
AN (1 = Mks)

bulunur. (3.83) denkleminde

—dkg +€]€3 d .
<:T7 77:_7 QU:S&blt
ks f ks f

olarak alirsak Bf = (1" + nB; haline doniisiir. Son esitligin tiirevinden
(KgN* = k3 B3) f = (C + 1k2) N + ks By (3.84)

elde edilir. (3.84) kendisiyle carpilirsa kolaylikla

1

ki =
BUUAN(L = Mky) K3

(= (¢ + nk2)” + n°k3)
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oldugu goriiliir. (3.82) esitligi (3.84) de yerlestirilirse

B = gz (508" = ¢ = o) N+ (s = k) o)

elde edilir. Boylelikle (i7) sart1 da ispatlanir.

Bu ispatin (C.2.1) durumuna gore su sonucu styleyebiliriz:
Sonug 3.2. [Ej uzaymda spacelike asli normal vektér alan1 N, pseudo null
eslenigine ait spacelike By ve null Bj vektorleri tarafindan gerilen Span{B7, B;}
lightlike diizleminde yatan genellestirilmis null Mannheim egrisinin, ikinci egriligi

(ko) sabit olmalidir.

Asli normali timelike olan genellestirilmis null Mannheim egrisi i¢in agagi-

daki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.7. [ uzaymnda timelike asli normal vektor alam N, pseudo null
eslenigine ait spacelike B ve null B} vektor alanlar tarafindan gerilen Span{ B}, B3}
lightlike diizleminde yatan genellestirilmis null Mannheim egrisi bulunmamak-
tadir.

Ispat. Bir egrinin asli normal vektor alan1 N, Span{ B}, B}} diizleminde yatiy-
orsa a,b € R olmak tizere N = aBj + bB; olarak yazilir. N timelike vektor
oldugundan (2.4) ve (2.6) esitliklerinden g (N, N) = a* = —1 olarak hesaplanir.

Bu ise celigkidir.

Asagidaki teoremlerimizde null B ve spacelike Bj vektorleri tarafindan
gerilen Span{Bj, B3} lightlike diizlemini ele aldik. Ispat1 Teorem 3.6 ile benzer
olarak yapilabilir.

Teorem 3.8. « : [ C R — Ej asli normal vektoér alami N spacelike olan bir
genellegtirilmig null Mannheim egrisi ve o* : I* C R — Ej egrisi de o egrisinin
genellestirilmis Mannheim eglenik egrisi olmak iizere « egrisinin asli normal vektor
alant NV, o* egrisinin null B} ve spacelike B; vektor alanlari tarafindan gerilen
lightlike Span{Bj, Bs} diizleminde yatsin. Bu durumda o* bir null egri olup

agsagidaki iki durumdan birisi saglanir:
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i) k3 = 0 ise o ve o* egrisinin egrilikleri

1 — sinh? (@s)

, |ks| = cosh® <ﬁs) , |k =
cosh? (@s) 2

ky =

Frenet vektorleri arasindaki iligki;

sinh? (‘/75 ) V2 sinh (i ) 1
T = T+ N — By,
cosh* <‘/7§ ) cosh® ( 5 s) cosh? (?s)
N* = —sgn(k3)Ba,

l\?

B = cosh2 5 s) Ts

\/_smh 225’)
T—-N

cosh is)

/\

By = —sgn(k)

dir. Burada ¢, ¢y = %1 dir.

ii) k5 # 0 ise o ve a* egrisinin egrilikleri;

2\ — A2 . X 0 |k3‘:\//\2f’4+X2

ST VI

Vx ) _2(’\2f,4+X2)+’\X X X 2A—\"2
<2A2f’2) + 223 f72 + <A’f’2> RE ( 2)? )

k3] = 72

M A2
olarak verilebilir. Burada X (s) = A\ — A2 =\, f = e T " dur ve A(s)

sabitten farkli olmak iizere agagidaki diferensiyel denklemi saglar:

!

N X —2 (N4 + X?) +AX X\ X
avpz) T (7) ~ 57

X2 [V FALaNX — (:m” FoN? 3>\> X] i
XNNZ (N2 f'Y = X2)

=0.
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a ve a*egrilerinin Frenet vektorleri arasindaki iligki

!

)2 A A

"= > T4+2N_-2B
of T Tt Tty

N <)\>\" . /\> W

N* = —sgn(k}) T T+ N ) By
VR (W =X
_ e Bs,
B = T +yBi + 2By,
. sgn(k3) ., .
By = s (¢ + zks — Kyuf') T + (v + yks) N
3

+ (y —ksuf') By + (yks + 2 — kiwf') By

olarak verilir. Burada x,y, 2

N X —2 (Nf*+ X% +AX
N2 f2 2N3f2 :

A
T \\Vr2) )

[ XX (307 4207 - 83 x|
f NN F2y /02— X2

ve u, U, w

B )\)\/)\// . A)\/ . A/3

!/ 2>\2‘}f‘l2// ’ I !
. ANZEANN = AN — 2D\
AN f2 ’

w=2" (N =202+ 21)
ile verilir.
Genellestirilmig null Mannheim egrisinin asli normali N timelike ise asagi-
daki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.9. [Ej uzaymda timelike asli normal vektér alam N, pseudo null

eslenigine ait null By ve spacelike Bj vektorleri tarafindan gerilen Span{B7, B;}
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lightlike diizleminde yatan genellestirilmis null Mannheim egrisi bulunmamak-
tadir.

Ispat. Ispat: Teorem 3.7 ye benzer sekilde yapilabilir.

Ornek 3.3. B3 de asagida denklemi verilen bir null egriyi ele alalim:

2 2
v(s) = <sin S5, C08 S, \/7— sin (\/§3> , g cos ( 25))
v egrisinin Frenet catisi

T(s) = (cos s, —sin s, cos <\/§s) , — sin (\/is)) ,
N(s) = (— sin s, — cos s, —V/2 sin (\/is) . —V2 cos (ﬂs)) ;

1 1 1 1
Bi(s) = (—5 cos s, 5 sin s, 5 cos (\/55) _— sin (\/55)) ,

Bsy(s) = (—\/Esin s, —V/2 cos u, — sin <\/§s) , — Cos <\/§S)>

egrilikleri de ki(s) = 1, ka(s) = 2, ks(s) = —v/2 olarak verilebilir. Kolaylkla
gortiliir ki v egrisi asli normali spacelike olan bir null egridir.

34+v2

7(s) = (s) + 2

N(s)

olacak bi¢imde bir v* : I* — FE3 egrisi tanimlayalim. Buna gore

v (s) = (4 _7\/§> (sin S, COS S, —% sin (\/55) , —% CoS (\/55))

olarak verilebilir. Teorem 3.6, (ii) sartindan v* egrisinin Frenet gatisi

T*(s*) = (\/Ecos s, —V/2sin s, — cos (\/53) , 8in (\/§3>> ’

= < ) (Sin §, €08 §, — sin <\/§s> , — COS <\/§S>> ;

= < Cos s, sin s, V2 cos <\/_S> —V/2sin (ﬁs)) \
B (s*) = (4 - \/ﬁ) <sin s, COS S, sin (\/53) , — Cos <\/§s>)

28

ve egrilikleri k7 (s) = 1, k3 (s) = 9v2 + 8, k} (s) = —3V/2 olarak hesaplanila-
bili. ¢(T*,T%) = —1, g(N*,N*) = ¢(B3,B;) = 0 ve g(Bf, Bf) = 1 olarak

bulunur ki bu da v* egrisinin pseudo null egri oldugunu gosterir. Teoreme goére ~y
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genellegtirilmis null Mannheim egri ve v* egrisi de onun pseudo null Mannheim
eslenigidir.

Ornekteki genellestirilmis null Mannheim egri ve onun pseudo null eslenik
egrisinin sirasiyla 1 = 0, 9 = 0, 23 = 0 ve x4 = 0 uzaylarindaki izdiigtimleri

asagida verilmistir.

Sekil 3.9. Genellestirilmis null Mannheim ¥ egrisi (mavi) ve onun pseudo null

Mannheim eglenigi y* egrisinin (kirmizi) x3 = 0 uzayina izdusiimii

Sekil 3.10. Genellestirilmis null Mannheim Y egrisi (mavi) ve onun pseudo null

Mannheim eglenigi y* egrisinin (kirmiz1) x4 = 0 uzayina izdiisiimii
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Sekil 3.11. Genellestirilmis null Mannheim ¥ egrisi (mavi) ve onun pseudo null

Mannheim eglenigi y* egrisinin (kirmizi) x3 = 0 uzayina izdisiimii

Sekil 3.12. Genellestirilmis null Mannheim ¥ egrisi (mavi) ve onun pseudo null

Mannheim eglenigi y* egrisinin (kirmiz1) x4 = 0 uzayina izdisiimii
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4. 4-BOYUTLU 2-INDEKSLi YARI-OKLIDYEN UZAYDA
GENELLESTIRIiLMIiS PARTIALLY NULL MANNHEIM EGRILER

Bu boliimde 4-boyutlu 2-indeksli yari-Oklidyen uzayda genellestirilmis par-
tially null Mannheim egriler incelenecektir. Oncelikle birinci egriligi sifirdan farkh
geodezik olmayan egriler ve onlarin geodezik olmayan Mannheim eglenikleri ele
alinacaktir. Simdi genellestirilmis partially null Mannheim egri tanimini verelim.
Tanim 4.1. « : [ — B} bir partially null egri olsun. Eger ¢ : [ — I'* doniisiimii
altinda « nmin her noktasindaki asli normal vektor alani N, bagka bir egrinin
birinci binormal vektor alam B ve ikinci binormal vektor alam Bj 1n gerdigi
diizlemde yatacak sekilde o* : [ — [Ej egrisi bulunuyorsa « egrisine genellegtir-
ilmig partially null Mannheim egrisi denir. o* egrisi ise « egrisinin genellestirilmis
Mannheim eglenik egrisi adim1 alir. Bu durumda («, o) egri ¢ifti de genellegtir-

ilmis Mannheim egri ¢ifti olarak adlandirilir.

Daha 6nce belirttigimiz gibi o : I — Ej genellestirilmig partially null
Mannheim egrisinin Frenet ¢atis1 {T', N, By, By} ve onun genellestirilmis Mannheim
egri cifti olan a* : [* — &3 egrisinin Frenet catis1 da {T*, N*, B}, B3} olsun. «
egrisinin asli normal vektor alam1 N; B} ve Bj tarafindan gerilen diizlemde yat-
tigindan N(s) = a(s)Bj(s) + b(s)Bj(s) esitligini saglar. Burada a(s) ve b(s)
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. Aragtirmamzi yine Span{Bj, Bj} diizlemi-
nin nedensel (causal) karakterine bagh olarak yine ii¢ duruma ayirarak yapacagiz.

(A) Span{Bj7, B3} spacelike diizlemdir,

(B) Span{Bj, B3} timelike diizlemdir,

(C) Span{Bj, B3} lightlike diizlemdir.

Bu ii¢ durumu da ayr1 ayr inceleyelim.

(A) Span{B;7, B3} diizlemi bir spacelike diizlem olsun:
Teorem 4.1. 4-boyutlu 2-indeksli yar1-Oklidyen uzay, E3 de geodezik olmayan ve
null olmayan genellegtirilmis Mannheim eslenige sahip geodezik olmayan genellestir-
ilmis partially null Mannheim egrisi yoktur.
Ispat. o : 1 — E3 geodezik olmayan genellegtirilmis partially null Mannheim

egrisi ve onun geodezik olmayan genellestirilmis Mannheim eglenigi o* : I* — Ej
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egrisi de null olmayan Frenet egrisi olsun. O halde « egrisinin asli normal vektor
alan1 NV, spacelike BY ve B vektorlerinin gerdigi spacelike diizlemde yatar. Bu
sebepten N; N(s) = a(s)Bi(s) + b(s)Bj(s) seklinde yazilabilir. Burada a(s) ve

b(s) tiirevlenebilir fonksiyonlardir. a*egrisinin parametrizasyonu

a(f(s)) = als) + Als)N(s) (4.1)

ile verilir. Burada s ve s* = f(s) = / |a*'(t)|| dt, swrasiyla o ve a* egrilerinin
0

pseudo-yay parametresi ve f : I C R ile A\ diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.

(4.1) denkleminin s ye gore tiirevinin alinmasiyla
T*f = (14 Mey) T+ A'N + My By (4.2)
elde edilir. (4.2) denkleminin N = aB7} + bBj ile ¢arpimiyla goriiliirki;
A =0

Boylelikle,
A = sabit # 0

dir. Son denkleminin (4.2) de yerlestirilmesiyle,
Tf = (14 Xey) T + ey By (4.3)
bulunur. (4.3) denkleminin s ye gore tiirevinin alinmasiyla
—KEN* 24T = (14 Mey) T+ (1+ Mey) k1N + My By (4.4)
elde edilir. (4.4) denkleminin N = aBf + bBj ile carpimiyla goriiliirki;
1+ Ay = 0. (4.5)
Ustelik (4.3) denkleminden
g (T*f’, T*f/> = 2= (1+ Mey)? (4.6)
elde edilir. (4.5) denkleminin (4.6) de yerlestirilmesiyle,

f =0
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bulunur ki bu ise geligkidir.

(B) Span{Bj, B;} diizlemi bir timelike diizlem olsun:

Bu durumda Bj ve Bj vektorlerinin nedensel karakterlerine bagh olarak iki
teorem elde ettik. Her timelike diizlem spacelike ve timelike ortogonal iki vektor
tarafindan veya lineer bagimsiz iki null vektor tarafindan gerilir. Bu durumda Bj

ve B} vektorlerinin nedensel karakterlerine bagl olarak ii¢ teorem elde ettik.

Teorem 4.2. 4-boyutlu 2-indeksli yari-Oklidyen uzay, Ej de spacelike birinci
binormal ve timelike ikinci binormale sahip, null olmayan, geodezik olmayan
genellestirilmis Mannheim eglenik egriye sahip geodezik olmayan genellestirilmig
partially null Mannheim egrisi yoktur.

Ispat. o : 1 — [ geodezik olmayan genellestirilmis partially null Mannheim
egri ve onun geodezik olmayan genellestirilmis Mannheim eslenigi o* : I* — Ej
egrisinin de null olmayan bir egri oldugunu farz edelim. O halde a egrisinin
asli normal vektor alani IV, spacelike B} ve timelike Bj vektorlerinin gerdigi
timelike diizlemde yatar. a(s) ve b(s) tiirevlenebilir fonksiyonlar olmak iizere NN;

N(s) = a(s)Bj(s) + b(s)Bj(s) seklinde yazilabilir. a*egrisinin parametrizasyonu

a’(f(s)) = als) + Als)N(s) (4.7)

ile verilir. Burada s ve s* = f(s) = / ’ o (t)” dt, sirasiyla o ve o* egrilerinin
0

pseudo-yay parametresi ve f : [ C R ile A diizgiin fonksiyonlardir. (4.7) den-

kleminin s ye gore tiirevi alinmasiyla

T*f = (14 Mey) T + AN + My By (4.8)
elde edilir. (4.8) denkleminin N = aB7j + bBj ile carpimiyla goriiliirki;
A =0. (4.9)

Boylelikle,
A = sabit # 0

dir. (4.9) denkleminin (4.8) de yerlestirilmesiyle

Tf = (14 Mey) T + My By (4.10)
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bulunur. (4.10) denkleminin s ye goére tiirevinin alinmasiyla
ERIN* 2T = (14 Mky) T+ (1+ Mey) ki N + My By (4.11)
ve kendisiyle carpilmasiyla
g <T*f/, T*f’) — & f? = e (14 M)’ (4.12)
elde edilir. (4.11) denkleminin N = aB} + bBj ile carpimiyla goriiliirki;
14+ X1 =0 (4.13)
elde edilir. (4.13) denkleminin (4.12) de yerlestirilmesiyle,
f =0
bulunur. Bu ise celigkidir.
Teorem 4.3. 4-boyutlu 2-indeksli yari-Oklidyen uzay, Ej de timelike birinci
binormal ve spacelike ikinci binormale sahip, null olmayan, geodezik olmayan
genellestirilmis Mannheim eglenik egriye sahip geodezik olmayan genellestirilmis

partially null Mannheim egrisi yoktur.

Ispat. Ispat1 Teorem 4.2’ye benzer olarak yapilabilir.

Teorem 4.4. 4-boyutlu 2-indeksli yar1-Oklidyen uzay, Ej de geodezik olmayan
partially null genellestirilmis Mannheim eslenik egrisine sahip geodezik olmayan
genellestirilmis partially null Mannheim egrisi yoktur.

Ispat. o : 1 — E3 geodezik olmayan genellegtirilmis partially null Mannheim
egri ve onun geodezik olmayan genellestirilmis Mannheim eglenigi o* : I* —
[B5 egrisi partially null olsun. O halde « egrisinin asli normal vektor alani NV,
lineer bagimsiz null B} ve B vektorlerinin gerdigi timelike diizlemde yatar. Bu
sebepten N; N(s) = a(s)B;i(s) + b(s)Bj(s) seklinde yazlabilir. Burada a(s) ve

b(s) tiirevlenebilir fonksiyonlardir. a*egrisinin parametrizasyonu

a’(f(s)) = als) + Als)N(s) (4.14)

ile verilir. Burada s ve s* = f(s) = / ‘ o (t)” dt, sirasiyla o ve o egrilerinin
0

pseudo-yay parametresi ve f : I C R ile A diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.
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(4.14) denkleminin s ye gore tiirevi alinmasiyla
T*f = (14 Mey) T+ AN + My By (4.15)

elde edilir. (4.15) denkleminin N = aB; + bB; ile carpimyla A" = 0 bulunur.

Buradan A\ =sabit# 0 oldugu goriiliir. (4.15) denkleminin diizenlenmesiyle,
T*f = (14 Mey) T + My By (4.16)
bulunur. (4.16) denkleminin s ye goére tiirevinin alinmasiyla
EEN*f2 4T f" = (1+ Mey) T+ (14 Mky) kN + Aky By (4.17)
ve kendisiyle ¢arpilmasiyla
g <T*f/,T*f'> — ¢ f? = (14 M)’ (4.18)
elde edilir. (4.17) denkleminin N = aBj + bBj ile carpimiyla goriiliirki;
14+ Xk =0
elde edilir. Son denkleminin (4.18) de yerlestirilmesiyle,
f=0
bulunur. Bu bir celigkidir.

(C) Span{Bj, B3} diizlemi bir lightlike diizlem olsun:

Bu durumda her lightlike diizlem null B} ve spacelike B; veya spacelike B}
ve null B tarafindan gerildiginden, B} ve Bj vektorlerinin nedensel karakterlerine
bagli olarak iki teorem elde ettik.

Teorem 4.5. [Ej uzaymda geodezik olmayan genellestirilmis null Mannheim
eslenik egrisine sahip geodezik olmayan genellestirilmis partially null Mannheim
egrisi yoktur.

ispat. o : 1 — 5 geodezik olmayan genellestirilmis partially null Mannheim
egri ve onun geodezik olmayan genellestirilmis Mannheim eglenigi o* : I* —
3 egrisinin null oldugunu farz edelim. « egrisinin asli normal vektor alani N;

null B ve spacelike Bj tarafindan gerilen Span{Bj, By} lightlike diizleminde
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yattigindan o*; (2.3) denklemlerini saglayan bir null egridir. Burada B null,
B3 spacelike oldugundan N(s) = a(s)Bj(s) + b(s)B;(s) kendi ile carpildiginda
g (N, N) = b? elde edilir. b*> > 0 olacagindan N spacelike vektordiir. a*egrisinin
parametrizasyonu

a*(f(s)) = a(s) + A(s)N(s) (4.19)

ile verilir. Burada s ve s* = f(s), sirasiyla a ve o* egrilerinin pseudo-yay para-
metresi ve f : I C R ile A diizgiin fonksiyonlardir.(4.19) denkleminin s ye gore
tiirevi alinmasiyla

Tf = (1+ Mey) T+ AN + My By (4.20)

elde edilir. (4.20) denkleminin N = aBf + bB; ile carpimuyla
af =X (4.21)

elde edilir. (4.20) esitliginin kendisiyle ¢arpimimdan

A =m(1+ k) (4.22)

bulunur. Burada m = +1dir. (4.21) ve (4.22) egitliklerinden
af =m (14 M) (4.23)

oldugu goriiliir. (4.20) denkleminin tekrar tiirevi alindiginda
N*F24T*f" = (14 Mey) T+ (14 M) iy N+ X' N+ X (T + ko By) + (Ak2) By

elde edilir. Son esitlikte (4.23) denklemi yerlestirilirse

N*f2 o7 f = <ma ' +a f’kl) T+ (makl fta f”) N+ <2ak:2 it /\k:;> B,
(4.24)
bulunur. (4.24) denklemi N = aBj + bBj ile garpildiginda

makif =0

elde edilir. a = 0 ise (4.24) denklemi N*f? + T*f" = Mk,B; haline gelir. Son
esitligi kendisiyle carparsak f = 0 bulunur ki bu bir celiskidir. k; = 0 ise geodezik

olmayan egri olamayacagindan bu durum da celigkilidir.
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Teorem 4.6. Ei uzayimda geodezik olmayan pseudo null genellestirilmis Mannheim
eslenik egrisine sahip geodezik olmayan genellestirilmis partially null Mannheim
egrisi yoktur.
Ispat. o : I — E geodezik olmayan genellestirilmis partially null Mannheim
egri ve onun geodezik olmayan genellegtirilmis Mannheim eglenigi o* : I* — Ej
egrisinin pseudo null oldugunu farz edelim. « egrisinin asli normal vektor alam
N, spacelike B} ve null Bj tarafindan gerilen Span{B7, B3} lightlike diizleminde
yattigindan a*; (2.5) denklemlerini saglayan bir pseudo null egridir. a* egrisinin
parametrizasyonu
0" (£()) = a(s) + As)N () (1.25)
ile verilir. (4.25) denkleminin s ye gore tiirevi alinmasiyla
T*f = (1+XMey) T+ X' N + My By (4.26)
elde edilir. (4.26) denkleminin N = aBj + bBj ile carpimiyla
A =0
elde edilir. Son esitligi (4.26) de yerlestirirsek
Tf = (14 Xey) T + Mk By (4.27)
bulunur. (4.27) denklemini kendisiyle garparsak
g (T*f/’T*f/> _ _f’2 — _ (1 + )\kl)Q
oldugu goriiliir. Boylece kolayca
=1+ Xey)? (4.28)
ve
fr=ml+Xk), m==%l (4.29)
yazilabilir. (4.29) kullanilarak (4.28) esitliginin tiirevinden
' =mMk, (4.30)

elde edilir. Diger yandan (4.27) denkleminin tiirevinden

N2 T = (14 Ner) T+ (14 Mer) kN + Mk, By (4.31)
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oldugu goriiliir. (4.31) denkleminin kendisiyle ¢arpimindan
F2=NE2 — (14 Moy k2 (4.32)
elde edilir. (4.30), (4.32) egitliginde yerlegtirilirse
(14 Mey)* k2 =0,

bulunur. Son egitlige gére a geodezik olmayan egri oldugundan k; # 0 dir.
1

Dolayisiyla (1 + Ak1) = 0 yazilabilir. Buradan agiktir ki A = T dir. Bu degeri
1

(4.28) denkleminde yerlestirirsek f* = 0 oldugu goriiliir. Bu ise celigkidir.
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5. 4-BOYUTLU 2-INDEKSLi YARI-OKLIDYEN UZAYDA
GENELLESTIRILMiS PSEUDO NULL MANNHEIM EGRILER

Bu boliimde 3 uzayinda genellestirilmis pseudo null Mannheim egrileri
incelenecektir. Once genellestirilmis pseudo null Mannheim egri tanimini verelim.
Tamim 5.1. « : [ — Ej bir pseudo null egri olsun. Eger ¢ : I — I* doniisiimii
altinda o nin her noktasindaki asli normal vektor alani N, bagka bir egrinin
birinci binormal vektor alani B} ve ikinci binormal vektor alam1 B3 in gerdigi
diizlemde yatacak sekilde o* : I — IEj egrisi bulunuyorsa « egrisine genellestir-
ilmig pseudo null Mannheim egrisi denir. o egrisi ise « egrisinin genellegtirilmis
Mannheim eglenik egrisi adim1 alir. Bu durumda (a, o*) egri ¢ifti de genellegtir-

ilmis Mannheim egri c¢ifti olarak adlandirilir.

Ej uzaymda bulunan « genellestirilmis pseudo null Mannheim egrisinin
Frenet gatis1 {1, N, By, By} ve onun genellegtirilmis Mannheim egri ¢ifti olan o*
egrisinin Frenet catis1 da {T*, N*, Bf, B5} olsun. « egrisinin asli normal vektor
alam N; B} ve Bj tarafindan gerilen diizlemde yattigindan N(s) = a(s)Bj(s) +
b(s)Bs(s) esitligini saglar. Burada a(s) ve b(s) diferensiyellenebilir fonksiyon-
lardir. Span{Bj, B3} diizleminin nedensel karakterine bagl olarak yine ii¢ du-
ruma ayiracaglz:

(A) Span{Bj7, B3} spacelike diizlemdir,

(B) Span{Bj, B3} timelike diizlemdir,

(C) Span{Bj, B;} lightlike diizlemdir.

Simdi ii¢ durumu da ayr1 ayri inceleyelim.
(A) Span{Bf, B;} diizlemi bir spacelike diizlem olsun:

Teorem 5.1. E} uzayinda « egrisinin asli normal vektor alam1 N, null olmayan
ve geodezik olmayan o* : [* — E3 Mannheim eslenik egrisine ait spacelike birinci
ve ikinci binormal vektorleri B} ve Bj tarafindan gerilen Span{B7, B3} spacelike
diizleminde yatan geodezik olmayan genellestirilmis pseudo null Mannheim egrisi

yoktur.
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Ispat. Bilindigi tizere Span{ B}, B3} spacelike diizlemi, her ikisi de spacelike B}
ve B} vektorleri tarafindan gerildiginden a : I — Ej genellestirilmis pseudo null
Mannheim egrisinin Mannheim eglenigi o* : I* — &3 egrisi null olmayan Frenet
egrisidir. « egrisinin asli normal vektor alanm1 N; N(s) = a(s)B;i(s) + b(s)B5(s)
seklinde yazilabilir. (2.1) ve (2.5) denklemleri kullamilarak g(N, N) = a? +b* = 0
elde edilir. Bu ise geligkidir.

(B) Span{Bj, B3} diizlemi bir timelike diizlem olsun:

Her timelike diizlem spacelike ve timelike ortogonal iki vektor tarafindan
veya lineer bagimsiz iki null vektor tarafindan gerildiginden, B} ve B; vektor-

lerinin nedensel karakterlerine bagh olarak bu durumda iki teorem elde ettik.

Teorem 5.2. Ej uzayinda « egrisinin asli normali N, null olmayan ve geodezik
olmayan o* : I* — Ej Mannheim eglenik egrisine ait spacelike B} ve timelike
Bj (veya timelike B ve spacelike Bj) vektorleri tarafindan gerilen Span{ B7, B;}
timelike diizleminde yatan geodezik olmayan genellestirilmis pseudo null Mannheim
egrisi yoktur.

Ispat. a: I — 5 genellestirilmis pseudo null Mannheim egrisi ve onun genellestir-
ilmis Mannheim eglenigi a* : I* — Ej egrisi de null olmayan Frenet egrisi
oldugunu diistinelim. Bu durumda « egrisinin asli normal vektor alani /V, space-
like Bf ve timelike Bj (veya timelike B} ve spacelike Bj) vektorlerinin gerdigi
timelike diizlemde yatar. Buna gore N asli normali N(s) = a(s)Bj(s)+b(s)Bs(s)
seklinde yazilabilir. Burada a(s) ve b(s) tiirevlenebilir fonksiyonlardir. Ayrica

(2.1) catisina gore eje; = —1 ve ele; = —1 dir. a* egrisinin parametrizasyonu

a”(f(s)) = als) + Als)N(s) (5.1)

ile verilir. Burada s ve s* = f(s), swrasiyla o ve o* egrilerinin pseudo-yay para-
metresi ve f : I C R ile A diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. (5.1) denkleminin

s ye gore tiirevi alinmasiyla ve (2.1) ve (2.5) denklemleri kullanilarak
T*f =T+ AN + My B (5.2)
elde edilir. (5.2) denkleminin kendisiyle ¢arpilmasiyla

g (T*f,,T*f/> = f? =€ + e\ k2 (5.3)
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ve tekrar s ye gore tiirevi alinmasiyla
RN f2 4T f = <k1 + N Ak;gkg) N+ (2Xk2 + Ak;) Bi — exMk2By (5.4)
bulunur. Son denklemin N = aBj + bB; ile carpimiyla goriiliirki;
—eaMk3 =0

dir. € # 0 oldugu agiktir. A = 0 ise (5.1) denkleminden o = « elde edilir bu
ise miimkiin degildir. ky = 0 ise (5.3) esitliginden f> = £1 bulunur. Dolayisiyla
f" =0 dir. Buna gore (5.4) diizenlenirse +eki N* = (kl + )\”> N elde edilir. N*

null olmayan vektorii ile N null vektorii kolineer oldugundan celigkidir.

Teorem 5.3. [Ej uzaymmda « egrisinin asli normal vektér alam N, geodezik

olmayan partially null o* : I* — E3J Mannheim eslenik egrisine ait null B} ve Bj

vektorlerinin gerdigi Span{B7, B3} timelike diizleminde yatan geodezik olmayan

genellestirilmis pseudo null Mannheim egrisi yoktur.

ispat. « : I — B genellestirilmis pseudo null Mannheim egrisi ve onun genellesgtir-
ilmis Mannheim eglenigi o* : I* — Ej egrisi de partially null Frenet egrisi olsun.

Bu durumda « egrisinin asli normal vektor alani NV, null B ve Bj vektorlerinin

gerdigi timelike diizlemde yatar. a*egrisinin parametrizasyonunu

a’(f(s)) = als) + Als)N(s) (5.5)

ile verelim. Burada s ve s* = f(s), sirasiyla o ve a* egrilerinin pseudo-yay para-
metresi ve f: I C R ile A diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. (5.5) denkleminin

s ye gore tiirevinin alinmasiyla
T*f =T+ AN + My By (5.6)
bulunur. Buradan
g (T* 7o f’) — EF? =+ e\ (5.7)

elde edilir. a ve b diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak tizere N (s) = a(s)Bi(s)+

b(s)Bj(s) oldugundan. (2.5) ve (2.7) Frenet denklemlerinin kullanilmasiyla

g(N,N)=2ab=0
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olarak elde edilir. Bu yiizden i) a = 0 ve ii) b = 0 durumlarin ele alalim.
i) a =01ise; N = bBj dir.
(5.6) esitliginden

1 N Mo
f f f

elde edilir. Son esitligin tiirevinden

, 1\ k N Mok
EIN*f = (?) T + f—{T+ 7) + ;,3 N

A/@)’ A e Ak
+(52) + 5k
[( )T

f/
oldugu goriiliir. (5.8) esitligi N = bBj ile garpildiginda

By

(5.8)

By — By

—62)\]{?% =0

oldugu goriiliir. € # 0 dir. A # 0 olacagindan ko = 0 ise (5.7) esitliginden
f'? = £1 bulunur. Buna gore (5.8) diizenlenirse N* null olmayan vektorii ile N
null vektoriintin kolineer oldugu gortiliir. Bu ise celigkidir.

ii) b= 0ise; N = aBf dir.

(5.8) esitligi N = aBy ile garpildiginda ko = 0 elde edilir. i) durumu ile
benzer sekilde geliski oldugu goriiliir.

(C) Span{Bj, B;} diizlemi bir lightlike diizlem olsun:
Teorem 5.4. [Ej uzaymda « egrisinin asli normal vektor alam N, o : [* —
Ej geodezik olmayan null Mannheim eslenik egrisine ait null B} ve spacelike B3
vektorleri tarafindan gerilen Span{B7, B3} lightlike diizleminde yatan geodezik
olmayan genellegtirilmis pseudo null Mannheim egrisi yoktur.
ispat. o: [ — &5 genellestirilmis pseudo null Mannheim egrisi ve onun genellestir-
ilmis Mannheim eglenigi null o* : I* — ] egrisi olsun. « egrisinin asli normal
vektor alani N, null BY ve spacelike B3 vektorlerinin gerdigi lightlike diizlemde
yatar. Bu sebepten N(s); N(s) = a(s)Bi(s) + b(s)Bs;(s) seklinde yazilabilir.
(2.3) ve (2.5) Frenet denklemlerinin kullamlmasiyla g(N, N) = b? = 0 olarak elde
edilir. O halde

N = aBj
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seklinde yazilabilir. a*egrisinin parametrizasyonunu
a’(f(s)) = als) + Als)N(s) (5.9)

ile verelim. Burada s ve s* = f(s), sirasiyla o ve a* egrilerinin pseudo-yay para-
metresi ve f: I C R ile A diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. (5.9) denkleminin

s ye gore tiirevi alinmasiyla
T f =T+ XN + M\eyBy

bulunur. Son denklemin N = aB? ile carpilmasiyla af = 0 elde edilir. Bu ise

celigkidir.
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6. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda 4-boyutlu 2-indeksli yari-Oklidyen uzayda sirasiyla
null, partially null ve pseudo null Mannheim egriler ele alinmistir. Uciincii
boliimde genellegtirilmis null Mannheim egrileri caligirken Mannheim egri ¢ifti
spacelike, timelike, null ve pseudo null egriler olabiliyorken egri ¢ifti partially null
olan genellestirilmig null Mannheim egrisi bulunmadig goriilmiigtiir. Genellegtir-
ilmis null Mannheim egri ve eslenik egrilerine uygun ¢rnekler verilip, bu 6rneklerin
izdiistimlerine ait sekiller verilmigtir.

Dordiincii boliimde genellestirilmig partially null Mannheim egriler, bir-
inci egrilikleri sifirdan farkli geodezik olmayan egriler olarak ele alinmistir. Ana
egrinin asli normalinin yattig1 diizlemin nedensel karakterine gore durumlar in-
celendiginde boyle bir egri ¢iftinin olmadig1 goriilmiistiir. Yine beginci boliimde
pseudo null Mannheim egriler incelendiginde benzer sonuglar elde edilmistir.

Bundan sonraki ¢aligmalarda Mannheim egri ciftleri benzer sekilde ana
egrinin nedensel karakteri spacelike ve timelike egri olacak sekilde caligilarak

karakterizasyonlar elde edilebilir.
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