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OZET

UZUNLUK UZAYLARI ve GEODEZIK UZAYLAR

MERCAN, Metin
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. Halit GUNDOGAN
Ocak 2021, 72 sayfa

Bu tez ¢aligmasi dért boliimden olugmaktadir. Birinci boliim girig icin ay-
rilmugtir. Tkinci boliimde, bir sonraki béliim icin kullamlacak temel kavramlar,
metrik uzaylarda yol tanimi, yol uzunlugu ve bu yollarin olugturdugu uzaylar ele
alinmigtir. Uzunluk uzaylar1 ve geodezik uzaylar iigiincii béliimde incelenmigtir.

Doérdiincii boliim tartigma ve sonug i¢in ayrilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Geodezik uzay, metrik uzaylarda yol, uzunluk uzay:



ABSTRACT

LENGTH SPACE and GEODESIC SPACE

MERCAN, Metin
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Halit GUNDOGAN
January 2021, 72 pages

This thesis consists of four sections. The first section is reserved for
introduction. In the second section, the basic concept that we use in the following
section, the definition of the paths in metric space, the length of the path, and the
space that formed these paths are discussed. The length space and geodesic space
are examined in the third section. The fourth section is reserved for discussion

and conclusion.

Key Words: Geodesic space, Path in metric space, length space
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TESEKKUR

Bu c¢aligmanin gerceklestirilmesinde, degerli bilgilerini benimle paylasan,
kendisine ne zaman danigsam bana kiymetli zamanini ayirip sabirla ve biiyiik
bir ilgiyle bana faydal olabilmek i¢in elinden gelenden fazlasini sunan, giiler
yiiziinii ve samimiyetini benden esirgemeyen ve gelecekteki mesleki hayatimda da
bana verdigi degerli bilgilerden faydalanacagimi diisiindiigiim kiymetli danisman
hocam Saymn Prof. Dr. Halit GUNDOGAN’ a ve beni bu giinlere sevgi ve saygi
kelimelerinin anlamlarini bilecek sekilde yetistirerek getiren ve benden hicbir
zaman destegini esirgemeyen bu hayattaki en biiyiik sansim olan aileme

tesekkiirii bir bor¢ biliyor ve giikranlarimi sunuyorum.
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1 GIRIS

Uzerindeki herhangi iki nokta cifti arasindaki uzaklik, bu iki noktay1 birles-
tiren yollarin yol uzunluklarinin olusturdugu kiimenin en biiyiik alt sinirina egit
olan metrik uzaya uzunluk uzay1 denir. (X, d) diizeltilebilir yollarla baglanmig bir
metrik uzay olsun. Bu uzay iizerindeki dogal metrik dy, (X, d) uzay1 iizerinde bir
metrik ise (X, d;) metrik uzayma uzunluk uzay1 denir. Eger (X, d) bir uzunluk

uzay1 ise uzunluk metrigi d, ile orjinal metrik d cakigir.

Uzerindeki herhangi iki nokta cifti arasindaki uzaklik, bu iki noktay1 birlesti-
ren yollardan herhangi birinin yol uzunluguna esit olan bu metrik uzaya geodezik
uzay denir. Metrik uzaylardaki geodezik yol uzunlugu, uc¢ noktalar arasindaki
uzakliga esittir. Bu bilgi 1s1g1nda geodezik uzay; lizerindeki herhangi iki noktay1

geodezik yolla birlestiren metrik uzaydair.

Menger, arasindalik kavramini kullanarak metrik uzaylarda yeni bir konvekslik
tanimi yapmigtir. X bir metrik uzay olsun. Vz,y € X ve x # y i¢in = ve y noktalar:
arasinda yer alan bir nokta varsa X’ e Menger konveks uzay denir. X’ de keyfi
bir cift farkl nokta icin, bu noktalar arasinda yer alan bagka bir noktanin varhg

ile bu noktalar1 birlegtiren geodezik yolun varligi denktir.

Bu ¢aligmada metrik uzaylar iizerindeki uzaklik kavrami kullanilarak diizel-
tilebilir yollar tanimlanmig, bu yollarin yol uzunluklar1 tanimlanarak incelenmis,
uzunluk uzaylarn ve geodezik uzaylar tanimlanarak cesitli 6rneklerle tanitilmisg,

Menger konveksligi ve geodezik parca kavramlar: arasindaki iligki incelenmigtir.



1.1 Kaynak Ozetleri

Temel tanim ve teoremlerde; T. Bagkan, O. Bizim, I. N. Cangiil (2006) " Met-
rik Uzaylar ve Genel Topolojiye Girig " , M. Bayraktar, (2006) " Fonksiyonel
Analiz " | Ratcliffe J. G. (1994) " Foundations of Hyperbolic Manifolds " |
Stolzenberg G. ,(1970) " Review: Errett Bishop, Foundations of constructive
analysis " , Maddox I.J. (1970) " Elements of Functional Analysis " , Yiiksel
S. ,(1995) " Genel Topoloji " , Ozer O. ,(1997) " Metrik ve Topolojik Uzaylara
Girig ", Nesin A. ,(1997) " Analiz IV " diizeltilebilir yollarin tanimi ve topolojik
ozelliklerinde; H. H. Hacisalihoglu, (2000) " Diferensiyel Geometri I. Cilt " yol-
larin olugturdugu uzaylarda yakinsaklik ve siireklilik tanimlar i¢in; B. O’ Neill,
(1983) " Elemantary of Differential Geometry " , G. Walschap, (2004) " Metric
Structures in Differential Geometry" geodezik 6rneginde; S. Hartanto, Mhd.
Furgan, Andysah P. U. Siahaan, W. Fitriani, "Haversine Method in Looking for
the Nearest Masjid", Ozlii M., "E-Imza Giivenliginin Arastirilmasina Yénelik
Konum Damgasi Sistemi ve Uygulamasi" Uzunluk uzaylar1 ve Geodezik Uzaylar
icin; M.R. Bridson, A. Haefliger,(1999) " Metric Spaces of Non-positive
Curvature " | Papadopoulos A. , (2005) " Metric Spaces, Convexity and Non-
positive Curvature " ve Coban H. U., ( 2011) " Geodezikler ve Geodezik Metrik

Uzaylar " kaynaklar: referans alinmigtir.

1.2 Calismanin Amaci

Metrik uzay tanimi iki nokta arasindaki uzaklik kavrami ile elde edilir. Met-
rik uzaylarda diizeltilebilir yollarin tanimlanmasi, bu yollarin olustudugu uzayin
topolojik ozelliklerinin incelenmesi, yine bu yollarin yardimiyla uzunluk uzay: ve

geodezik uzaylarin ayrintili bir bicimde 6rneklerle aktarilmasi amacglanmigtir.



2 MATERYAL VE YONTEM

Bu boéliim beg kisimdan olugsmaktadir.

Ik kisimda ileride béliimde kullanilmak iizere tamimlara ve teoremlere yer
verilmigtir. Bunlar sirasiyla sinirli kiime, infimum ve supremum, kapali kiime,
konveks kiime, metrik uzay, kompakt uzay, lokal kompakt uzay, tam metrik uzay,
siireklilik, fonksiyon dizilerinde yakinsaklik, K-Lipschitz déniisiimii, Oklid uzay

ve ayrilabilir uzay ve ara deger teoremi ile Bolzano-Weierstrass teoremidir.

Tkinci kisimda metrik uzayda yol tanimi ve bu yolun uzunlugu tanimlanmis-
tir. Bu tanimlanan yolun bazi o6zellikleri onermeler ve orneklerle gosterilmigtir.

Parametre degisimi ve modiil tanimi ifade edilmigtir.

Uciincii kistmda yol uzunlugu ile sonraki béliimde daha da anlam ve énem
kazanacak olan parametrize edilmisg yol tanimi ve bu yolun bazi 6zellikleri 6ner-

melerle ifade edilmistir.

Dérdiincii kisimda Oklid uzaymda diferensiyellenebilir yolun uzunlugu ifade

edilmis ve bu ifadenin ispatina yer verilmigtir.

Son kisimda yollarin olugturdugu uzay tanimlanmigtir. Uzunluk fonksiyonun
siireksiz oldugu orneklerle gosterilmigtir. Uzunluk fonksiyonun alt-yar siirekli ol-
dugu gosterilmistir. Ascoli teoremine yer verilmistir. Minimal yollarin varhgindan

bahsedilmigtir.



2.1 Temel Tanim ve Teoremler

Tanmim 2.1.1 (Sinirli Kiime).

(X, R) kismi swraly bir kiime A #+# @ C X . Vx € A i¢in u = z olacak sekilde
u € X varsa u’ ya A’ nin X’ deki alt simir, Vo € A i¢in x =< v olacak sekilde

v e X varsa v’ ye A’ mn X'deki dist sinwry denir.

Ust sunars olan kiimeye tstten sinarl, alt siner olan kiimeye alttan swnrl kiime

denir. Alttan ve dstten sinarl bir kimeye sinarly kiime denir[3).

Tanim 2.1.2 (Infimum ve Supremum).

(X, X) kismi suraly bir kiime A # @ C X olsun. A’ nin (X deki) alt simarlarinan

kiimesini Ay, st ssnirlarinin kimesint Ag ile gosterelim.

a € Ay tken Yu € Ay igin u < « ise o’ ya A’ nin en biyik alt sinwry veya A’

nin infimumu denir ve inf A ile gésterilir.

b€ Ay iken Vv € Ay icin f < v ise B’ ya A’ nin en kiicik st sinirt veya A’

nin supremumu denir ve sup A ile gdsterilir.

Tanimdan anlasilacagy tizere infimum ve supremum degerleri o kiimeye ait

olmak zorunda degildir [9].

Tanim 2.1.3 (Kapal Kiime).

(z,7) topolojik uzaywn bir alt kiimesi V'’ yi gozéniine alalim. X — V' kiimesi

acik bir kiime ise, V'’ ye X’ de kapal bir kiime denir.

Baska bir tamam da eger V'’ nin kapanist kendisine egit ise V'’ ye X’ de kapal

bir kiime denir[10].



Tamim 2.1.4 (Konveks Kiime).

L bir lineer uzay A C L ve Vq,p € A olmak tizere;

B={2€eL : z=ap+(1-a) 0<a<l1}

1se A’ ya konveks kiime denir.

Eger z € B ise z = ap + (1 — a)q esitligindeki p ve q° nun katsayilars icin
a+(1—a) =1 egitligi her zaman saglanir. Bu sebeple konveks kiime tanimainda o,
(1 — ) yerine a+ B =1 sartine saglayan ve negatif olmayan o ve B reel sayilar

alinabilir.

Geometrik olarak B kiimesi uc¢ noktalary p ve q olan bir dogru parcasidir. Bu
durumda, sezgisel olarak, konveks kiime; bos olmayan ve herhangi iki noktasini

birlestiren dogru parcasin ihtiva eden kiimedir [4).

Tamim 2.1.5 (Metrik Uzay).

x # & bir kiime olmak tizere;

d: X xX =R, Vr,y,z € X icin d fonksiyonu;
e (i)d(z,y) =0 x=y, duzy) >0
o (ii) d(z,y) = d(y,x) (simetri)
o (iii) d(x,y) < d(z,z) +d(z,y) (lcgen esitsizligi)

ozelliklering gercekleyen d fonksiyonuna X dzerinde bir metrik, d metrigi ile ta-

nimly olan X ciimlesine de metrik uzay denir. (X, d) veya Xy ile gosterilir [11).

Tamim 2.1.6 (Kompakt Uzay).

Bir T topolojik uzayn her agik ortisinin sonlu bir alt értisi varsa, T ye

kompakt uzay denir [11].



Tanim 2.1.7 (Lokal Kompakt Uzay).

(X, 7) bir topolojik uzay olsun. Yx € X noktasi, X uzayinda kompakt bir

komsuluga sahip ise X uzayina lokal kompakt uzay denir [I1)].

Tamim 2.1.8 (Tam Metrik Uzay).

M metrik uzay olsun. Bu uzay izerindeki her Cauchy dizisi (M’ de bir nok-

taya) yakinsak ise M metrik uzayima tam metrik uzay denir [3].

Onerme 2.1.9.
Herhangi bir kompakt uzay tamdwr [11)].
Tamim 2.1.10 (Siireklilik).

a € ACRwve f: A— R bir fonksiyon olsun. Eger Ye > 0 i¢in,

Vo e A igin, v —a| < ise |f(x) — f(a)] <€

kosullarine saglayan bir 6 > 0 sayist varsa, o zaman f fonksiyonuna a’da strekli

denir. Ayrica Ya € A i¢in f siirekli ise f, A’ da diizgiin streklidir denir.

Tanwmsy stmgesel olarak asagidaki gibi yazabiliriz:

Ve>0 36>0 VeeA (jr—al<d—|f(x)— fla)| <e [12



Teorem 2.1.11 (Ara Deger Teoremi).

I = la,b] C R olmak dzere f : I — R sirekli fonksiyon olsun. ¢ € R sayist

fla) < e < f(b) kosulunu saghyor ise dyle en az bir x € I vardwr ki f(z) = ¢’dir
[9].

Tanim 2.1.12 (Fonksiyon Dizilerinde Yakinsaklik).

X herhangi bir kiime ve Y metrik uzay olsun. f, : X =Y bir (f”>n20 fonksi-
yon dizisi olsun. Vx € X igin (fn()),>, fonksiyon dizisinin limiti var ve

(fn),>0 fonksiyon dizisinin, her v € X igin,

f(x) = lim f,(z)
olarak tanimlanan f : X — R fonksiyonuna noktasal yakinsadigr soylenir. f ’ye

(fa)nso fonksiyon dizisinin noktasal limiti denir.

Tanwms daha agik sekilde ifade edecek olursak; Vo € X ve Ve > 0 i¢in,

|[fn(z) = flz)] < e

ven > N i¢in N sayst bulunabilirse (f, : X =Y, fonksiyon dizisi f : X =Y

fonksiyonuna yakinsaktir denir.

Tanimdan anlasilacagr tzere belirlt bir N’ den biyik n sayplary yukaridaks
esitsizligi Vo € X noktalary icin saglar. Bu durumda f,, fonksiyon dizisi

[ fonksiyonuna dizgiin yakinsaktur denir [12].



Tanmim 2.1.13 (K-Lipschitz Doniigiimii).

X ve'Y metrik uzaylar ve K negatif olmayan reel sayr olmak tizere;

Ve,y € X igin | f(x) — f(y)| < K|z — y| olacak sekilde

f: X =Y diontsimiine K-Lipschitz doniisimi denir.

Ayrica f dontstimid her K icin K-Lipschitz dontistimi kosulunu saghyorsa f

dontisimiine Lipschitz dontsimi denir [7].
Teorem 2.1.14 (Bolzano-Weierstrass).

Herhangi reel (kompleks) sayu terimli sinarly dizinin, yakinsak bir olt dizisi

vardwr [13)].

Tanim 2.1.15 (Oklid Uzay).

n-boyutlu Oklid uzay; standart analitik model n-boyutly reel vektor uzay ile

eslesen R™ afin uzaydur.

Va,y € R™ olmak tzere bu iki nokta arasindaki uzaklik; dg = ||z — y|| seklinde

tanvmlanar. R™ uzay izerinde tammlanan dg metrigine Oklid metrigi denir 7).
Tanim 2.1.16 (Aynilabilir Uzay).

X topolojik uzay olsun. A C X olacak sekilde saylabilir yogun bir A alt kiimesi

varsa, X’ e ayrigtirilabilir uzay ya da ayriabilir uzay denir [3].



2.2 Metrik Uzaylarda Yol Uzunlugu

X bir metrik uzay olsun. Bu uzay iizerindeki herhangi x,y € X noktalar: ara-
sindaki mesafe kavramindan d(x,y) ile bahsedebiliriz. Genelde d(z,y) = |z — v/,
ve d(z,y) = |r — y|, gibi notasyonlar kullanilir. Bu ¢alismada d(z,y) = |z — y|

gorece basit olan notasyonu kullanmaya 6zen gosterecegiz.

a < b olacak gekilde a,b € R ve v : [a,b] — X doniiglimii siirekli bir doniigiim
olsun. y(a) = x ve vy(b) = y olacak sekilde x,y € X noktalarina v doniigiimiiniin

u¢ noktalar: ve 4’ ya, x ve y noktalarini birlestiren yol denir.

o, [a,b] kapali araligimin a ve b’ yi iceren sonlu bir alt bolimii olsun. Eger
n = card(c) ise 4’ nin yol uzunlugu n’ dir. ¢’ nin boyu n + 1 ise iizerinde
a = tg,t1,t2- -+ ,t, = b olacak gekilde sonlu ve artan (t;);—012.. » dizisi tanimla-
nabilir. Daha sonraki notasyonlarda o = (¢;);—0.1.2.. » Ve a # b notasyonu kulla-

nilacaktir.
Tanmim 2.2.1 (Yol Uzunlugu).

v @ [a,b] = X yolunun yol uzunlugu;

n—1
Lx(7) = L(y) = supy _ |7(t:) = Y(tis1)|
7 =0
egitligi ile hesaplanir. Bu denklemde supremum [a,b] kapaly araliginin alt
bolimiinde(par¢alanmasi) taniml olan 0 = (t;)i=01.2... n dizisi Gzerinden alinarf6).
Tanmim 2.2.2 (Diizeltilebilir Yol).

Herhangi bir yolun, yol uzunlugu sonlu ise bu yola dizeltilebilir (rectifiable)

yol denir[13].



Genel olarak yol uzunlugunun pozitif tanimh olmasi dikkate alinirsa

0 < L(v) < oo esitsizligi elde edilir.

Ozel olarak ¢ = {a,b} olacak sekilde secilirse ve z,y € X icin y(a) = x ve

~(b) = y noktalar1 7’ nin ug noktalar1 olarak tanimlanirsa;

[z —yl < L(7) (1)

esitsizligi elde edilir. Yol uzunlugu tamimindan esinlenerek;

Vo) = 3 Rt — 4t

yolun toplam degigimi tanimlanabilir. Bu tanimla beraber + : [a, b] — X yolunun

yol uzunlugu;

L(7y) = sup V,(v) (2)

seklinde tamimlanabilir. Burada supremum [a, b]’ nin o alt boliimii iizerinden ali-

nir.

Onerme 2.2.3.

v i la,b] = X olmak tzere;
v nan yol uzunlugu 0°dir ancak ve ancak v sabit bir dontusimdiir.
Bagka bir soylemle; xo € X olacak sekilde yle bir xo vardwr ki ¥Vt € |a,b] igin

Y(t) = zo ancak ve ancak L(y) =07 dur[l)].

10



fspat.

sekilde bir ¢ elemaniyla birlikte o = {a, t, b} dizisini secelim.

Vo(y) = Iv(a) = ()] + [y () = v(b)] < L(y) =0

Bu esitsizlikten yola cikarak;

|v(a) — ()] = 0 yani Vt € (a,b) igin y(a) = () oldugundan ~ yolu sabittir.
Va € [a,b] igin y(x) = ¢ olacak sekilde ¢ € X olsun.

[a, b] lizerinde 0 = (t;)i=01.2,... n dizisi tammlayalim. V¢; € [a, b] igin (t;) = ¢’ dir.

Bu durumda;

n—1
Vo(7) =D (ts) = ¥(tisn)| =0
=0
yazilabilir. Sonug olarak L(v) = supV,(v) =0’ dur. O

Ornek 2.2.4.

X ayrik metrik uzay olsun.Bu tzerindeki metrik ;

r=1vy 1isel
|z —y| =
xF£y isel
ile tamimlanar. Bu uzay tzerindeki noktalar izole noktalar oldugundan ve tanim-

lanabilecek biitiin yollar sabit yol olacagindan bu yollarin yol uzunluklar: da sifir

olacaktur.

Tamim 2.2.5 (Vektor Uzaylarda Afin Yol).

E bir vektor uzays olsun. v : [0,1] — E ve Vz,y € [0, 1] olmak dzere
v(t) = (1 — t)x + ty seklinde tansmlansin. Bu sekilde tanimlanan ~ donigimi E
tizerinde tanimlanabilecek herhangi bir metrik icin sirekli oldugundan ~ afin yolu

E dzerinde bir yoldur[6).

11



Onerme 2.2.6 (Normlu Vektor Uzaylarda Afin Yol Uzunlugu).

E normlu vektér uzays olsun. v : [0,1] — E, z,y € E olacak sekilde = ve y’ yi

birlestiren afin yol olsun. Boylece v nin yol uzunlugu L(y) = ||x — y||* dir[6].

_fspat.

0 <t; <ty <1 olacak gekilde t1,t5 € [0, 1] olsun.

() =)l = |1 —t)z+ty — (1 —t2)x — tayl|
= |[(t2 = ty)x + (81 — t2)y|

= (b—t)|lz -yl

[0, 1] arahg tizerinde o(t;)i=0.1,2,.. » alt boliimiini alalim.

n—1 n—1
Vo(y) =D Iv(ts) = 2(tis)l = D (b — to)llz — yll = Iz =y
=0 1=0
Boylece L(vy) = supV,(y) = ||z — y|| dir. O

Ornek 2.2.7 (R’ de Diizeltilebilir Olmayan Yol).

v :[0,1] = R, R dzerindeki standart metrik ile;

0 1set =10

t(sin(3)) dset #0

v(t) =

seklinde tanimlanan v yolu dizeltilebilir yol degildir. Bunu ispatlamak i¢in:

12



Vn > 1 i¢in [0, 1] aralige tzerindeki alt bolimi asagidaki gibi secelim;

2 . }
=4 —— =0,1,2,--- u4{0,1
o\ L2 U0

Béylece Yn > 2 i¢in;

. . n—1 . . . .
2 sin7(2¢ + 1 2 sin (27 + 1 sin7 (27 + 3
Va(f)/) - lo= ( ) Z . ( ) _ ( )
m(2n+ 1) 2 par (20 + 1) 2 2
2
— si 2)—1
+ - sin(7/2) ‘
n—1 9 9
=2 T2i+1)  72i+3)
i=0
_2, 2 .4 — 1
71 a(2n+1) 7 ‘= 2i+1
Burada;
n—1 1
21 +1

Il
=)

waksak seri oldugundan n — oo iken V, () — oo’ dir .

Sonug olarak L(vy) = oo oldugundan ~y yolu dizeltilebilir yol degildir.

Tanim 2.2.8 (Parametre Degigtirme).

v a,b) = X vey e, d] - X, X dzerinde iki yol olsun. Eger v = v o
olacak sekilde 1 : [c,d] — [a,b] monoton ve érten donisimi bulunabiliyorsa

v’ ne v nin parametre degistirmesi ile elde edilmis yol denir(2)].

Burada 1’ nin homeomorfizm olmasina gerek yoktur. Ayrica R’ nin iki kapali

araliginda monoton ve orten olarak tanimlandigindan ¢ siirekli doniigiimdiir.
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Onerme 2.2.9 (Parametre degigimi yol uzunlugundan bagimsizdir.).

v e, d] — X yolu v |a,b] — X yolunun parametre degistirmesiyle elde
edilen yol olsun. Bu durumda L(v'") = L(v)’ dwr[2].

fspat.

Oncelikle L(v') > L(v) oldugunu gésterelim. ¢ : [c,d] — [a,b] parametre
degisimi olsun.
[a, b]’ nin herhangi bir alt boliimii o = (¢;)i=01.2... ile ¥1(t;) kiimesinin herhangi
i = 0,1,2,---n noktas: i¢in gerekirse yeniden siralama yapilarak [c,d]’ nin alt
boliimii olan ¢’ = (¢;')i=0.1,2,... ile birebir esleme yapilabilir. Bu durumda
Vor(7') 2 Vo(v) dir.
[c, d]’ nin biitiin alt béliimleri ¢’ iizerinden supremum alinirsa L(v') > V, ()’ dur.
Ayrica [a, b]’ nin biitiin alt boliimleri o tizerinden supremum alinirsa L(vy') > L(7)

esitsizligi elde edilir.

L(v) > L(v) durumunu ispatlamak i¢in [¢, d]’ nin alt béliimii o” y1 ele alalhim.
¥ monoton oldugundan v (o) = ¢’ goriintiisii [a,b]’ nin V,(v') = V/(~) kosulunu
saglayan bir alt béliimiidiir.

[c,d]” nin biitiin alt bolimleri ¢’ iizerinden supremum almirsa V,(v') < L(y)
bulunur. Ayrica [a,b]’ nin biitiin alt boliimleri o {izerinden supremum alinirsa
L(v') < L(v) esitsizligi elde edilir.

Sonug olarak L(v") > L(vy) ve L(vy) > L(v/) esitsizlikleri ispatlandigindan

L(v') = L(v) esitligi ispatlanmig olur. O
Onerme 2.2.10.

v @ la,b] = X bir yol ve 0 C o' olacak sekilde [a,b]’ nin alt bolimleri olsun.

Bu durumda V,(v) < V.(vy)’ durf6).
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Tanim 2.2.11 (Modiil).

v i a,b] = X yol olsun. [a,b]’ nin alt bélimi o = (t;)i—0.1.2.. n olmak tzere

o’ min modili;

lo| = sup  (tip1 —t;) sekinde tansmlanir[13].
i=0,1,2- ,;n—1

Onerme 2.2.12.

Her v : [a,b] — X yolunun yol uzunlugu asagqidaki esitlikteki gibidir:

L(vy) = lim V,(v)

|o|—0

fspat.

M < L(v) kogulunu saglayan reel say1 olsun. Burada - diizeltilebilir yol olmak

zorunda degildir.

Bu 6nermeyi ispatlamak i¢in; [a, b]" nin herhangi bir alt boliimii o igin |o| <7

kogulunu saglayan bir n € R sayisinin varhigini géstermek yeterlidir.

M <V, (y) < L(y) (3)

esitsizligini ele alalim. Esitsizligin sag tarafi L()’ nin tanimi geregi her zaman

saglanir. Egitsizligin sol tarafini ispatlayalim.

M+e<V(y) (4)
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kosulunu saglayan € = @ ve [a,b]’ nin bir alt bolimii 7 = (¢;)i=0.1.2,... » Olsun.

v @ [a,b] — X doniigiimii diizgiin siirekli oldugundan 6yle bir n reel sayisi
vardir ki 0 < 7 < % (i:O 11112f n(tiﬂ - tz)> olsun. Ayrica

|u — v] < 7 kogulunu saglayan Vu, v € [a,b] igin |y(u) —~(v)| < 555" dir.

|o| < n kogulunu saglayan [a, b]’ nin alt boliiliimii o ve 7 reel sayis1 bulunabilir.
Vi=1,2,3,--- ,n—1icin t; (ayn1 sekilde t/), o’ nin t; < ¢; (benzer sekilde t; < t)
olacak gekilde ¢;” ye yeterince yakin tepe noktasi olsun.
Vi=1,2,3,--- ,n—1icin |o| < n egitsizligine uygulanirsa t; < ¢/ <t/ <t;4
esitsizligi elde edilir.

Simdi [a,b]’ nin o C 7 alt bolimiini ele alalim.

Vocr = Vo(7) = ' (Iv(ts) =)+ Iy(ts) =~ ()] = [ () = ~(@E)])
< (Iv(ts) = @)+ () =~ (@E)])
< 2n=D5n =

Bunun sonucunda agagidaki esitsizlik yazilabilir.

Vocr Vo(7) +e (5)

7 C oUT oldugunda (2.2.10)" dan yola ¢ikarak V, < V,,(7) esitsizligi yazilabilir.

Son iki esitsizlikten dolayz;

V() S Vo(y) +e¢ (6)

esitsizligi yazilabilir. ve ()’ daki esitsizlikler M < V,(7) esitsizligini ispatla-

mak i¢in yeterlidir. Boylece M < V,(v) < L(v) esitsizligi ispatlanmig olur.
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Onerme 2.2.13 (Uzunlugun Toplanirhg).

v i [a,b] = X yol olsun. Ve € [a,b] i¢in L(v) = L (y[a,c]) + L (v[c,b])’ dir[6].

fspat.

[a, b] arahiginda (0,),>0 serisi ¢ € o, Vn > 0 i¢in n — oo iken |o,| — 0 olsun.

Vn >0 i¢in 0], = 0, N [a, ] ve 0], = 0, N [c, b] olsun. Bu durumda

Vo (7) = Vo (7]a, c]) + Vor (7]c,b]) ve lim |o)| = lim o] = 0" dir. (2.2.12)’den
n—oo n—oo

bilindigi iizere;

L(y) = limV; (v)

n—oo

= lim (Vy, (4]a, ) + Vor (7[c, b))

n—oo

= L(v[a,c]) + L(v[c, b])

dir. O

Bu o6nerme ile birlikte ilerideki béliimlerde notasyon acisindan kolaylik sag-
lanmasi i¢in agagidaki tanim yapilabilir.
Her v : [a,b] — X yolu ve t € [a,b] olmak iizere 7[a,t] notasyonu yerine 7;

notasyonu kullanilabilir.

Onerme 2.2.14.

Her dizeltilebilir v : [a,b] — X yolu i¢in ¥Vt € [a,b] iken t — L(~) olacak
sekilde tansmlanan donisim artan ve sirekli dontsimdir(6y].
_fspat.

Bu doniigiimiin artan oldugunu gostermek icin ¢; < ¢5 olacak gekilde

Vity,ty € [a,b] i¢in t; — L(y,) ve to — L(y,)’ dir.
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L(v,) = L(v,) = L(v[a,ta]) — L (v[a, t1])
= (L(v[a,t1]) + L (v[t1,t2])) — L (v[a, t1])
= L(v[t1,t2])

> 0

Boylece Vi, ty € [a,b] igin t; < tg iken L(vyy,) < L(7v,) oldugundan ¢ — L(7)

doniigiimii artan dontisiimdiir.

Bu déniigiimiin siirekli oldugunu gosterelim.
€ > 0 olsun. (2.2.9)" dan ve v yolunun diizgiin siirekli olmasindan dolay: 6yle bir

1 > 0 reel say1s1 bulunabilir ki agagidaki iki 6zelligi saglasin.

e |o| < n kogulunu saglayan [a, b]’ nin alt boliimii o i¢in;

L(y) = Vo(y) <e (7)

e |u — v| < n kosulunu saglayan Yu,v € [a, b] i¢in;

Y(w) =~ (v)[ <€ (8)

Simdi 0 < u — v < 75 kogulunu saglayan iki nokta u,v € [a,b], |o| < n ve

o N [u,v] = {u,v} kogullarim saglayan [a, b]’ nin alt bolimii o olsun.
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Ayrica oy = 0 N [a,u] ve o9 = o N [v,b] olsun. Bu durumda ;

L(v) = L(la,u])+ L(v[u,v]) + L (y[v,b])
< Vo(y)+e--- ( (@) den dolayr)

= Vo,(7la, u]) + 7(u) = 7(0)] + Vo, (v[v, b]) + €

IN

L(vla,u]) + €+ L (y[v,b]) +€--- ( (8) den dolay1)

Yukaridaki esitsizlikten dolay1 L (y[u,v]) < 2¢ esitsizligini elde edebiliriz.

Sonug olarak ¢ — L(7;) doniigimii stirekli doniigimdiir.

Tanim 2.2.15 (Yollarin Birlegtirilmesi).

a < ¢ < b olacak sekilde a,b,c € R olsun. v : [a,c] = X ve
Yo i [e,b] = X yollars v1(c) = yo(c) kosulunu saglarsa v, x vs : [a,b] — X yolu

Y1 ve Yo yollarinin birlesimi asagidaki gibi tanimlanar.

n(t); a<t<c
T kY2 =
Yot) ; c<t<b

Ayrica " den bilindigi tizere L(vyy x v2) = L(v1) + L(72) yazlabilir[6].

Onerme 2.2.16 (Uzunluk Fonksiyonunun Karakterizasyonu).

0, X tdizerinde tanwmly yollarn kimesi olsun ve L : ¢ — [0, 00] donisimi bu
yollars yol uzunluguna egleyen donisim olsun. L : ¢ — [0, 00| doniisimi asagidaki

kosullar, saglayan en kii¢ik dondsim olsun.

(i) Her v :[a,b] = X igin L(y) > |y(a) —v(D)|
(i1) Eger v yolu vy ve o yolunun birlesmesi ise L(v) = L(7y1) + L(72) dirf{].
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fspat.

L:0—[0,00) (i) ve (ii)’ yi saglayan bir déniigiim olsun. [a, b]’ nin alt bélimii

0 = (t;)i=01,2, n Olsun. Bu durumda;

£6) = Y Gltotin) 2 2 it~ (t0)] 2 Vi)

Sonug olarak £ > L(v)’ dir. £ doniigiimii (i) ve (ii)’ yi sagladigindan ispat ta-

mamlanmig olur. O

2.3 Parametre Olarak Yol Uzunlugu

Onerme 2.3.1.

v i la,b] = X dizeltilebilir yol olsun. Her bir u € [0, L(7)] i¢in x = ~(t),
L(v:) = u kosullarini saglayan t € [a,b] ve tek bir x € X noktasy vardur.
Ayrica bu kosullary saglayan w ile iliskilendirilen t’ lerin olusturdugu kime

[a,b]” nin kapale bir alt araligedur. Son olarak v bu alt aralikta sabittirfI3)].

_fspat,

(2.2.14)" den bilindigi tizere t — L(+y;) doniigiimii siireklidir. (2.1.1))’den yola
cikarak;

0 <u < L(7) kosulunu saglayan her u igin yle bir ¢ € R vardir ki
L(y) = dur.

a <t <t <bveLvw) = L(y) kogullarim saglayan ¢ ve ¢’ reel sayilarim

alalim. (2.2.13))" den bilindigi tizere L(~[t,t']) = L(vv) — L(y) = 0 dar.
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L(v[t,t']) = 0 oldugundan ([2.2.3) geregince 7 yolu [t,t'] araliginda sabittir.
Bu aym zamanda w ile iligkilendirilen ¢’ lerin olugturdugu kiimenin [a, b]’ nin alt
araligl oldugunu gosterir. Ayrica t — L(vy;) doniiglimii siirekli oldugundan bu alt

aralik kapalidir.

Onerme 2.3.2.

v i la,b] = X dizeltilebilir yol olsun. X : [0, L(y)] — X, AMu) = ~(t) db-
niustimint distinelim. Burada ’ den bilindigi tzere L(v;) = u kosulunu
saglayan tek bir v(t) € X noktase vardur. X doniisimd 1-lipschitz’ dir. Bu ne-
denle stirekli bir yoldur. Ayrica v yolu, X\ yolunun 1(t) = L(v;) ile tansmlanan

Y [a,b] = [0, L(7)] parametrizasyonu ile elde edilmis yoldur(I3)].

fspat.

u < ' kogulunu saglayan u,u’ € [0, L()] ve L(v) = u, L(yv) = v kosullarin

saglayan ¢t € [a,b] olsun. A(u) = y(t) ve A(u') = (') esitliklerini (2.1.1)" e

uygulayalim:

AMu) =A@)] = (@) =) < LOLT])
= Llw)—Lw) = v —u

Bundan dolay1 A doniigiimii 1-Lipschitz’ dir. v doniigiimii artan ve orten bir
doniigiimdiir. (2.3.1)” deki @ noktasimin tekliginden dolayr v = X o ¢’ dir. Bu

bilgiler ispat1 tamamlamak icin yeterlidir.
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Onerme 2.3.3.

v :la,b] = X dizeltilebilir yol olsun. X : [0, L(y)] — X dondgimi (2.5.9) de
tamemlanmas dontsim olsun. Bu durumda Yu € [0, L(7)] i¢in u = L(vy,) " durf6).
Ispat.

u € [0,L(y)] ve L(y) = u olacak sekilde t € [a,b] olsun. A\, = A, ve
V¢ = Vo, Yollarini ele alalim.
Y = Ay 0 1 olacak sekilde 1, : [0,¢] — [0, u] doniigiimi vardir. Burada 7; yolu
A,/ nun parametre degigimi ile elde edilmig halidir. ’dan dolay1 ayn1 uzun-

luga sahip bu yollar i¢in L(\,) = u yazilabilir. O

Tanim 2.3.4 (Yol Uzunlugu ile Parametrize Edilmis Yol).

vt la,b] — X yol olsun. a < u < v < b kosulunu saglayan Yu,v € [a,b] i¢in

v —u = L(y[u,v]) oluyorsa v’ ya yol uzunlugu ile parametrize edilmis yol denir.

Ozel olarak ~ - [a,b] = X yol uzunlugu ile parametrize edilmis yol oldugundan

L(v) = b— a yazilabilir[6).

Onerme 2.3.5.

v [a,b] = X yol uzunlugu ile parametrize edilmis yol olsun. [a,b] araliginda

tansmly t — L(vy;) dondgimi artandir[6].
Onerme 2.3.6.

v la,b] = X dizeltilebilir yol olsun. (2.3.9)" de tanimlanmas

A [0, L(v)] = X yol uzunlugu ile parametrize edilmis yoldur[6].
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fspat.

(2.3.3)" den a < u < v < b kogulunu saglayan Vu,v € [0, L(7)] igin;

v —u=L(Aow) = L(Aow) = L(Ap)

oldugundan her v : [a,b] — X diizeltilebilir yolu i¢in tanimlanan X\ yolu, yol

uzunlugu ile parametrize edilmisg yoldur. O
Onerme 2.3.7 (Yol Uzunlugu ile Parametrize Edilmis Yollarin Birlegtirilmesi).

v yolu; v1 ve o yol uzunlugu ile parametrize edilmis yollarin birlesimi ise

v da yol uzunlugu ile parametrize edilmis yoldur[6/.

fspat.

(2.2.15)) deki notasyonlar1 kullanacak olursak; v = v x 7o’ dir. a <u <v <b
kosulunu saglayan VYu,v € R olsun.

Agagidaki tic durumu inceleyelim.

e (i) Eger a < u < v < cise vy yolu, yol uzunlugu ile parametrize edilmis yol
oldugundan;

v —u=L(Yip.) = L7 *12p)

e (ii)Eger ¢ <u < wv < bise 7 yolu, yol uzunlugu ile parametrize edilmis yol
oldugundan;

v—u= L(IVQ[u,U]) = L(’yl * 72[1/,,1)])
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e (iii) Eger a <u <c<wv <bise;

v—u = (v—c)+(c—u)
= L<f)/1 [u,c}) + L(’}/Q[c,v])
= L(mn = 72[u,c}) = L(n * ’Yz[c,v})

= L<71 * 72[u,v])

yazilabilir.

Tanim 2.3.8 (Afin Yolla Parametrize Edilmig Yol).

v i a,b] = X, a < b yol olsun. v sabit yol veya yle bir v' : [¢,d] — X yol
uzunlugu ile parametrize edilmis yol vardur ki ) : [a,b] — [c, d],
Y(z) = (d—c)x+ W seklinde bu iki aralik arasinda afin homeomorfizm olmak

tizere v = ' o ¢ bulunabilsin. Bu durumda v’ ya afin yolla parametrize edilmis

yol denir[6)].

Onerme 2.3.9.

v : [a,b] = X afin yolla ile parametrize edilmis yol olsun. Bu durumda ~ bir
L(~y)-Lipschitz’ dir[6].
fspat.

Eger v : [a,b] — X sabit bir yol ise sonug kolaylikla goriilebilir. Kabul edelim
ki v = v 0 ¢ olacak sekilde v : [a,b] — X yol uzunlugu ile parametrize edilmis

yol ve ¢ : [a,b] — [c,d], ¥(z) = (d — ¢)x + w olsun.

24



0 <u < wv <1 kogulunu saglayan Yu,v € [0, 1] i¢in;

() =) = Y () =7 (@)

= ¢Y(u) —Y(v) ( 7" yol uzunlugu ile parametrize edilmis yol oldugundan )

= ([d=c)(v—-u)
= L) —wu)
= L(y)(v—u)

2.4 Oklid Uzayda Diferensiyellenebilir Yollar

Vn > 1 E = E” n-boyutlu Oklid uzay1 tanmimlanabilir. Yani

||($171’2,$3,"' 7In)|| = \/x12+$22+$32+---+xn2

normu ile yine bu normdan indirgenmis metrik ile R™ uzayimi diisiinelim.

Onerme 2.4.1.

v : la,b] = E, C' sinsfindan yol olsun. Ayrica vy : [a,b] — E, v yolunun tirevi

olsun. Bu durumda v’ min yol vzunlugu;

L) = [ I

dir[2].
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fspat.

E uzay1 kanonik baz ile donatilmig ve ~y1,7v9,- -+ ,v,; 7’ nin temel bilegenleri

olsun. Bu durumda;

IV @1 = (9)

Z v;(t)?

dir. Vt € [a,b] icin 74 = 7jaq olsun. s(t) = L(t) seklinde tanimlanan s : [a,b] — R
doniigiimiinii ele alalim. Bu doniigiimiin diferensiyellenebilir oldugunu ve tiirevinin

|7/ ()" ye esit oldugunu gosterelim. (9)’ daki denkleme gore s(a) = 0" dur.

a <t <t <bkogulunu saglayan t ve t’ reel sayilar i¢in;

s(t) = s(t) = L) (10)

dir. € > 0 reel sayist olsun. Vj = 0,1,2,--- ,n i¢in +'; : [a,b] — R déniigiimii
diizgiin siireklidir. Bu durumda a < ¢t < ¢’ < b kosulunu saglayan V¢, ¢ € R i¢in
oyle bir n > 0 bulunabilir kit —t <nve j=1,2,--- ,n, V7 € [t, ] iken

/

’y J(T)Z < 9/;(t) + € esitsizligi saglanir.

Simdi a <t <t/ <bvet —t < n kogullarim saglayan t ve t' reel sayilarini

alalim. Ayrica [t,t'] kapall arahginim bir o = (¢;);=01.2,.. » rastgele dizisi olsun.

Béylece;
n—1 k n
Vo(yean) = D Iv(ts) = y(tisn) = > (3(t:) = %(tisn))
=0 =0 j=1
dir.

(2.1.11)) Ara deger teoreminden; Vi =1,2,--- .k —1veVj=1,2--- n igin;

Vi(ti) = i (tivr) = vj(7i5) (tigr — i)

olacak sekilde 7, ; € [t;,t;41] bulunur.
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Bu esitlik agagidaki gibi diizenlenebilir;

(Vi (t:) = vi(tis1))* = Vi(7i) (titin — )

Bundan dolayz;

n

Z vi(t) — (tien))? < Z (’Y;‘(t)Q +€) (tig1 — t;)?

J=1
— (ne + Z’yj ) tiv1 — 1;)?

= (ne+||7 ) (tivr — ti)*

3

[k egitlikten yola cikarak;

T
L

Vo (V) < ne + |7/ ()| *(tivs — t;) = \/ne + [V @O * (¢ — 1)

7

Il
<)

Yukaridaki ifadeyi inceledigimizde egitsizligin sag tarafinin o seciminden bagimsiz

oldugu kolayca goriilebilir. Ifadeyi diizenleyecek olursak;

L(ype) < Ve + YOI = 1)
(10)> dan yararlanarak;
ne+ |l7(6)] (11)
yazilabilir. (I)) ve (10)’ dan yararlanarak;
() =@ < [s(t') = s(t)]

ifadesi yazilabilir.
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(2.2.14)) * den s’ nin artan doniisiim oldugu kolayca goriilebilir;

(@) = @] _ s(#) = 5()
t—t =t

yazilabilir. Ifadeyi biraz daha diizenleyecek olursak;

12
t—t v —t (12)

Hv(t’) — () H < 5t) = st)

yazmak mimkiindiir. a <t <t <bilet —t < nigin ve egitlikleriyle
t #t' ve t' —t < n kosulllarm saglayan ¢,t" € [a,b] varhgim ispatlamig olduk.
Ifadenin limiti almirsa;

V() — ()
t—t

lim
[t—t'|—0

| =1
dir. Boylece Gyle bir ' > 0 bulunabilir ki |t — | < 7’ ve;

s(t') — s(t)

lt _ <
el —e < 2=

saglanir. Bu son ifade ve (11)’ deki esitlik birlikte diigtintldiiginde:

Ve > 0 icin Vi, t' € [a,b] ve |t —t'| < inf{n,n'} alindiginda;

ol -e< U220 < oo

elde edilir. € says1 0" a yeterince yaklagtiginda s'(¢) = ||7/(¢)|| esitligi elde edilir

ki bu da ispati tamamlamak icin yeterlidir.
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2.5 Yollarin Olusturdugu Uzay

Bu caligmanin ilerleyen boliimlerinde yollarin olugturdugu uzaylardan bahse-
debilmek adina gerekli bir takim bilgiler ve ileride kullanilacak notasyonlardan

bahsetmek gerekmektedir.

X bir metrik uzay ve [a, b] kapal aralign R’ nin kompakt bir araligi olsun.
X iizerindeki tanim kiimesi [a,b] olan yollarin kiimesini ¢([a, b]) ile gosterelim.
Ayrica bu kiime tizerinde diizgiin yakinsakhigin topolojisini diigiinelim. Bu bahse-

dilen topoloji asagida verilen metrik tarafindan {iretilmig olsun.

V’)/l, Yo € E([CL, b], X)
=22l = sup m(t) =2 ()]
te(a,b]
L doniigiimiini £([a, b], X')" den [0,00) U {oo}’ a olacak sekilde tanimlayalim.
X’ den segilen herhangi bir « yolun uzunlugu L(v) genel olarak siirekli degildir.

Bunu birka¢ ornekle gosterelim.

Ornek 2.5.1 (Uzunluk Fonksiyonun Siireksizligi).

e (i) Her pozitif n sayst i¢in F, : [0,1] — R parcaly afin dondisimii asagida
verilen nokta dizisini birlestiren afin parcalarin olusturdugu strekli donii-
stmlerdir. R?’ deki bu nokta dizisi;

( p €p)

Db &p) 0<p<on
2n’2n>’ (0sp<27)

Burada tanimlanan €(p);

e(p) =0; p tek say
e(p) =
e(p) =1; p ¢ift say
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Vn >0 ve Vt € [0, 1], i¢in 7, : [0,1] — E? olacak sekilde

Yn(t) = (t, F,(t)) donigtimlerini tanimlayalim.

Bdéylece v1, 72,73 ve vy dontsumlerinin goruntiler: asagrdaks gibidir.

p . B 7 5
s . . \,
o P B BN
R A

1. adwm 2. advm 3. adim 4. advm

Sekil 1: v1,v2,73 ve v4 dénigimlerinin gorintiler:

(Vn) yollarin dizisi, uzunlugu 1 olan v : [0,1] — E, ~v(t) = (¢,0) yoluna
yakinsar. Ayrica ¥n > 0 i¢in L(y,) = /2 dir.

Yo — 7y iken L(7y,) - L(7) oldugundan L dontsimi sirekli degildir.
(ii) v, (t) = (1/n) cos (n?t) ile tansmlanan 7y, : [0, 7] — R yolunu ele alalim.

t, [0, 7] aralginda deger aldiginda cos (n?t) ifadesi n? kere 1 ve —1

degerlerini alir. Boylece yol uzunlugu;

Yo yollarin dizisi, uzunlugu 0 olan v : [0,71] — R, ¥Vt € [0, 7] igin y(t) =0

yoluna dizgin yakinsar. Ayrica L (v,) — oo’ dur.

(Vn) = v iken L (v,) /4 L(v) oldugundan L déndsimi strekli degildir.

(1) Her n > 1 igin v,(t) = (t/n)sin(1/t) ile tansimlanan v, : [0,1] - R

yollarin dizisini ele alalim.

’ den bildigimiz tizere L (7,) = oo’ dur. Ote yandan
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vt € [0,1] igin |7,(t)] < 1/n oldugundan (v,) yollarin dizisi, yol uzunlugu

0 olan v(t) = 0 sabit yoluna diizgiin yakinsaktr.

(V) — v iken L (v,) 4 L(vy) oldugundan L donisimi sirekli degildir.

Buradaki biitiin 6rneklerde 0 = L(y) < lim inf L(7,) = oo oldugunu gordiik.

n—inf

Bu uzunluk fonksiyonunun alt-yari siirekli olmasiyla agiklanabilir.
Tanim 2.5.2 (Alt-yar: Siireklilik).

E topolojik uzay ve xo bu uzay tzerindek: bir nokta olsun.
f:E— R =RU{—00,00} déniisimii tansmlansm. m < f(xo) kosulunu saglayan
herhangi bir m reel sayisi i¢in oyle bir & de xo” in komsulugu VW vardwr kiVe € W
icinm < f(x) olsun. Bu durumda f dénisimine xo noktasinda alt-yary streklidir

denir.

Eger f dioniisimi B nin dizerindeki biitin noktalarda alt-yar: siirekls ise;

I ye E dzerinde alt-yary strekli dontigim denir[12].

Onerme 2.5.3 (Ust Limit).
(fi)ier» E7 den R ’ye tamimly dondsimlerin ailesi ve f : E — R, Vo € E
olmak tizere f(x) = supfi(x) déndsgimi bu ailenin dst-limiti olsun. xoy € E i¢in

iel
bitin f; dontsimlert bu noktada alt-yare sirekli ise f de xo noktasinda alt-yar:

streklidirf12)].

Teorem 2.5.4 (Uzunluk Fonksiyonunun Alt-yar1 Siirekliligi).

L:/{(Ja,b],X) = RU{oo} uzunluk fonksiyonu alt-yary streklidir[6).
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fspat.

E = {([a,b],X) ve t € [a,b] olsun. Vv, € E icin |y(t) —+'(¢)] < |[v =I5’
dir. Bu nedenle v — 7(t), E’ den R’ ye tamimlanan doniigiim stireklidir. [a, b]’ nin

her alt boliimii o = (ti)izo,---,n icin V,, : E — R gekinde tanimlanan;

V) = S by () — 7 (8)

1=0

doniigiimii siirekidir. Sonug olarak (2.5.3)’ten v — L(y) = sup, V, () doniigiimii

alt-yan siireklidir.

Onerme 2.5.5.

(Vn : [a, 0] = X),5¢ yollarn dizisi v @ [a,b] — X yoluna dizgin yakinsak
olsun. Bu durumda L(v) < lim inf L(v,)’ dirf6].
n—oo

Onerme 2.5.6.

E bir topolojik uzay ve f : E — R dénisimi E dzerinde x° e yakinsayan
(Tn)n>0 noktalarnda alt-yars sirekli olsun.

Bu durumda f(x) < lim inf f(x,)’ dirfI2].
n— oo

_fspat.

f, = noktasinda alt-yar siirekli olsun. Bu durumda her m < f(x) i¢in 2’ in
oyle bir komgulugu W vardir ki Yy € W icin m < f(y) dir. (z,) € W igin
yeterince biiyiik her n i¢in n — oo iken z, — x oldugundan m < f(z,)’ dir.

Boylece f(z) < lim inf f(x,) yazilabilir.
n—o0
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Onerme 2.5.7.

(Yt [a,b] = X),,5¢ diizeltilebilir yollarin dizisi v yoluna diizgiin yakinsak
olsun. Yn > 0 igin L(v,) < M olacak sekilde M reel sayist bulunabilirse ~

duzeltilebilir yoldur[6)].

Onerme 2.5.8.

M herhangi bir reel sayr olsun. L(v) < M kosulunu saglayan v : [a,b] — X

yollarinan kiimesi £([a,b], X))’ in kapale bir alt kimesidir[6].

fspat.

Siirekli dontigiimler dizisinin limiti de siireklidir. v, : [a,b] — X, (n > 0)
yollarin dizisi, her n igin L(v,) < M oldugundan v yoluna diizgiin yakimsar.

(2.5.5)" ten bilindigi iizere L(vy) < M yazilabilir.

Yol dizilerinin limitleri ile ilgili diger sonuclara ge¢gmeden 6nce yol dizisinin

egsiireklilik ve (2.5.11)) Ascoli teoreminin notasyonlarini inceleyelim.

Tanim 2.5.9 (Diizgiin Egsiireklilik).

X ve Y metrik uzaylar olsun. (fn)n>0, X denY ’ye dondsimlerin dizisi olsun.

Ve > 0 i¢in oyle bir n > 0 sayust vardir ki Vn > 0 ve Va,y € X i¢in

|(L‘—y| <n= |fn(x) - fn(y)| <€

kosulu saglanirsa bu diziye dizgin esstrekli denir[12].
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n’den bagimsiz K ile K-Lipschitz doniigiimler dizisi diizgiin egsiirekli dizilere

ornek olarak verilebilir. Tanimi genisletecek olursak;

Vn > 0 ve Vz,y € X igin |fu(z) — fu(y)| < K|z — y|” esitsizligini saglayan

a >0 ve K > 0 sabitleri bulunabilirse (f,,) dizisi diizgiin egsiireklidir.

Essiireklilik kavraminin temelinde Ascoli teoremi vardir. Asagida ve-
rilecek topolojik uzaylar arasindaki siirekli doniigiim dizileriyle alakali sonuclar
Ascoli ve Arzela teoremlerinin sonuclaridir. Ascoli fonksiyon uzaylarimin kom-
pakt olmasi i¢in yeter kogulu, Arzela ise gerek kogulu ispatlamigtir. Ascoli-Arzela
teoreminin metrik uzay uygulamalarina adapte edilmesi Fréchet tarafindan ya-

pilmigtir. Bu teoreme ge¢meden 6nce birkag tanim verelim.

Tamim 2.5.10 (Uygun (Proper) Uzay).

X metrik uzay olsun. X in kapaly ve sinwrly her alt kimesi kompakt ise X

metrik uzayina uygun (proper) uzay denir[6].

Baska bir deyigle X’ in noktalarinin olusturdugu her sonsuz ve sinirh dizisinin
yakinsak alt dizisi vardir. Uygun uzay ile R™ de Balzano-Weierstrass’ i diziler
hakkindaki teoremiyle yani R™" deki herhangi sonsuz ve sinirli dizisinin yakin-
sak alt dizisinin olmasiyla benzerdir. Ornegin R iizerindeki standart metrik ile

donatilmig Q rasyonel sayilar kiimesi uygun uzay degildir.
Teorem 2.5.11 (Ascoli).

Y ayridabilir uzay, X uygun uzay olsun. (fn)n>0, Y den X7 e dénisimlerin
dizgiin esstirekli dizisi icin Yy € Y i¢in (f,(y))n>0 dizisi sinarle olsun. Y “nin bitin
kompakt kiimelerinde f 1Y — R dénisimiine dizgin yakinsayan (f,)" nin bir

alt dizisi vardwr. Ayrica f limit dontstimd diuzgin yakinsaktr[6).
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Onerme 2.5.12.

X bir kompakt metrik uzay olsun. M negatif olmayan reel sayr ve ¥n > 0
icin vy, : [a,b] = X, L(v,) < M kogulunu saglayan yol uzunlugu ile parametrize
edilmis yollar olsun. (Vn)n>o dizisinin dizgin yakinsak bir alt dizisi vardir ve limit

yolunun uzunlugu M’ den kiicik egittir[6].

_fspat.

Vn > 0 icin v, : [a,b] — X, M-Lipschitz ve (7,)n>0 yollarin dizisi diizgiin
egstireklidir. Ayrica V¢ € [a, b] igin X kompakt oldugundan (7, (t)),>o dizisi sinir-
hdir.

Yakinsak alt dizinin varhgr (2.5.11)) Ascoli teoreminden, limit yolun uzunlugu-
nun M’ den kiiciik olmas ise (2.5.8))" den séylemek miimkiindiir.

Onerme 2.5.13.

X uygun uzay ve M negatif olmayan reel sayr ve Yn > 0 i¢in v, : [0,1] — X,
L(v,) < M kosulunu saglayan yol uzunlugu ile parametrize edilmis yollar olsun.
X7 in {1.(0),n > 0} alt kimesinin sinirle oldugunu varsayalim. (Vn)n>0 yollarn

dizisinin L(y) < M olan v yoluna dizgin yakimsayan bir alt dizisi vardurf6].

Onerme 2.5.14 (Minimal Yollarin Varhg).

X uygun uzay, v,y € X olsun. x ve y’ yi birlestiren dizeltilebilir yolun var
oldugunu kabul edelim. Yol uzunlugu x ve y’ yi birlestiren yollarin yol uzunlukla-

rien infimumuna egit olan bir yol vardir[12).
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3 ARASTIRMA ve BULGULAR

Bu boéliim alti kisma ayrilmigtir.

Ik kisimda diizeltilebilir yollarla baglanmis uzay ve uzunluk uzay: tanimima
yer verilmigtir. Uzunluk uzay1 érnekleri ve uzunluk uzayi 6zellikleri tagimayan
orneklere yer verilmigtir. Hopf-Rinow teoremi ifade edilmis ve bu teoremin kogul-

larini saglamayan orneklere yer verilmigtir.

Tkinci kisimda geodezik yol, geodezik cizgi, geodezik 15mn ve geodezik parca
tanimlanmigtir. Arasindalik kavrami ve bazi Ozelliklere yer verilmigtir. Arasin-
dalik kavrami ile geodezik parca arasindaki iligki gosterilmigtir. Rota ve konum

hesaplarinda kullanilan Havarsine formiilii tanitilmig ve érneklerle aciklanmigtir.

Uciincii kisimda geodeziklerin olusturdugu dizilerin yakinsakligi incelenmistir.

Bu yakinsamanin diizgiin yakinsaklik oldugu ifade edilmigtir.

Dordiincii kisimda geodezik uzay tanimi ve geodezik uzay orneklerine yer ve-
rilmigtir. Uzunluk uzay1 ile geodezik uzay arasindaki iligki gosterilmigtir. Geodezik
uzaylarin bazi 6zelliklerine yer verilmistir. Hopf-Rinow teoremin 6zel bir hali ifade

edilmigtir.

Besinci kisimda geodeziksel konveks alt uzay ve geodeziksel alt kiime tanimina

yer verilmigtir. Bu alt kiimenin sagladigi ozellikler 6nermelerle ifade edilmigtir.

Son kisimda Menger konveksligi tanitilmigtir. Geodezik uzay ile olan iligki
gosterilmigtir. Carpim metrigi tanimlanmigtir. Carpim uzayi iizerinde tanimli afin

yolla parametrize edilmis geodezik yolun, yol uzunlugu gosterilmistir.
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3.1 Uzunluk Uzay1

Tanim 3.1.1 (Diizeltilebilir Yollarla Baglanmig Uzay).

X bir metrik uzay olsun. Vx,y € X i¢in v : [a,b0] = X, y(a) =z ve y(b) =y
olacak sekilde ~ diizeltilebilir yolu varsa X metrik uzayina dizeltilebilir yollarla

baglanms uzay denir[13].

Tamim 3.1.2 (Uzunluk Uzay1).

X bir metrik uzay olsun. Vx,y € X olmak tizere;

lv —y| = lignL(v)

burada infimum x vey’ yi birlestiren yollar kiimesi dizerinden alinarak tanimlanar.

Yukaridakr kosullary saglayan metrik uzaya uzunluk uzayr denir. Bu uzay tize-

rinde tanymlanan metrige ise uzunluk metrigi denir[6].

(3.1.1))" den yola ¢ikarak uzunluk uzayinin aym zamanda diizeltilebilir yol-
larla baglanmis uzay oldugunu soylemek miimkiindiir. Devam eden bdliimlerde
uzunluk uzay1 6rnekleri ve uzunluk uzay1 6zellikleri tagimayan ters 6rneklere yer

verilecektir.

Ornek 3.1.3 (Oklid Uzay).

Vn > 1 igin E", n-boyutlu Oklid wzayr yani R™ Oklid metrigi ile donatilmas
uzay olsun. Klasik Oklid geometrisinden bilindigi tzere, Oklid uzay dzerindeki
herhangi iki nokta arasindaki uzaklk yine bu noktalar: birlestiren afin yolun

wzunluguna esit oldugundan E" Oklid uzay. bir wzunluk uzayidor.
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Benzer sekilde, E"’ nin konveks bir altkimesi (Bu altkiime tzerinde bulunan
herhangi iki noktays birlestiren yol yine bu kiimeye aittir. ) E™” den indirgenmis

metrik ile donatilmis bir uzunluk uzayidir.

Vn > 2 icin E" Oklid uzayndan sinirl saypnda nokta ¢ikaridmast ile olusan

uzay yine uzunluk uzayidir.

Aksine; E" Oklid uzayndan pozitif r-yaricaple acik-yuvar B’ nin ¢ikaridmas
ile olusan uzay bir uzunluk uzayr degildir.
Bu iddiayr kanitlamak icin B yuvarimn sinarlary tdzerinde karsilikl iki nokta x
ve y olsun. Kapal B yuvarima ait projeksiyon déndisiimiinin Lipschitz stirekli
oldugunu biliyoruz. Bu durumda z,y € E"/B icin x ve y noktalariny birlestiren
herhangi bir yolun uzunlugu S = 0B kiire yiizeyinin vzunlugu ile alttan sinarldar.
Daha agik bir sekilde ifade edecek olursak x ve y noktalarini birlestiren herhangs
bir v : [a,b] — E"/B yolunun L(vy) > mr olacak sekilde alttan sinirlidir ancak

|x —y| = 2r’ dir. Bundan dolays E" /B uzayr uzunluk uzay: degildir.

Ayrica E™ Oklid uzayindan pozitif r-yaricapl kapale B yuvarinan ¢ikaridmas

ile elde edilen uzay da uzunluk uzayr degildir.

Ornek 3.1.4 (Normlu Vektor Uzayi).

Normlu vektor uzaylar, uzunluk uzaylar: icin genis bir ornek sinaifi

olustururlar.

Ve,y € X igin d(x,y) = ||z — y|| metrigi ile disindildiginde (X,d) metrik
uzayr tuzerinde bulunan herhangi ki nokta arasindak: uzakhk; yine bu noktalar:
birlestiren afin yolun uzunluguna egit oldugundan (X, d) normlu vektor uzayr bir

vzunluk uzayidor.

Genel olarak; normlu vektor uzayr X’ den indirgenmis metrik d ile bu uzayin
konveks bir altkimesini disiintlirse A C X, konveks altkiimesi ve d metrigi ile

elde edilen bu (A, d) uzayr da bir uzunluk uzayidor.
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Ornek 3.1.5 (Kiire).

Vn > 3 icin S = S"1 | E" dizerinde birim kiire olsun ve d metrigi E™’ den in-
dirgenmis metrik olsun. Burada tansmlanan (S, d) metrik uzayr bir uzunluk uzay:

degildir.

Temel geometri bilgileri 1s1ginda kiireden segilen herhangt iki nokta arasindak:
uzaklk d(z,y) = 2sin(a/2), a € [0,7], o orijin ile x ve y’ den gecen iki 151n

arasindaki acidar.

Ote yandan herhangi bir + - [a,b] — S yolunun yol wzunlugu kiirede bulunan

en buyik cemberin en kiiciik yayindan daha biyiktir. Yani;

Ve,yeS we d(z,y) #0 dgin L(y) > a > 2sin(«a/2)

dir. Bunun sonucu olarak d(z,y) # 0 olacak sekilde Vx,y € S i¢in;

inf L(y) > d(z,y)

dir. Sonug olarak (S, d) metrik uzays bir uzunluk uzayr degildir.

Aksine x ile y arasindaki uzakligin o’ ya egit oldugu metrik ile (S, d) metrik

uzayr bir uzunluk uzayidar.

Genel olarak metrik uzaylara geri dénecek olursak; (X, d) metrik uzay iizerinde

dy: X x X — RU{oo} kurali agagida verilen metrigi tanimlayalim:

() = fL(7)
burada infimum degeri x ve gy’ yi birlegtiren yollarin kiimesi iizerinden alinir.
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Onerme 3.1.6.

X bir vzunluk uzayr olsun. x,y € X ve a+ > |z — y| kosulunu saglayan
a, [ negatif olmayan reel sayilar olsun. € > 0 i¢in dyle bir z € X noktasy bulu-
nabilir ki |x — z| < a ve |z —y| < f+ €’ durfl3)].
fspat.

L(v) < |x — y| + € kogulunu saglayan + : [a,b] — X, z ve y’ yi birlegtiren ~y
yolunu ele alahm. Genelligi kaybetmeden o < L(7y) oldugunu varsayabiliriz.
(2.3.2)" den yararlanarak ve 4’ min yol uzunlugu ile parametrelendirilmis yol ol-

dugunu diigiinelim. z = y(a + «) olarak segildiginde;

2 = 2] < L (Yfaata)) =@
ve
2=yl <L (Varar) = LOY) —a<|z—yl+e—a<f+e

dir.

Onerme 3.1.7 (d, metrigi ).

(X,d) diizeltilebilir yollarla baglanmus metrik uzay olsun. dy, X tzerinde bir

metriktir ve Vo, y € X igin | — y|; < do(z,y)  dirf6].

fspat.

x ve y, X iizerinde herhangi iki nokta olsun ve v : [a,b] — X, x ile 3’ yi
birlestiren yol olsun. (1" den kolayca goriilebilecegi iizere |z — y|, < L(v) dur.
x ve y’ yi birlegtiren yollarin kiimesi iizerinden infimum alnirsa [z — y|, < dy(z, y)

elde edilir.
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dy(z,y)’ nin X iizerinde bir metrik oldugunu ispatlayalim.
v : [a,b] = X olacak gekildeki tiim yollar 7/(t) = v(a +b—1t), t € [a,b]
seklinde tanimlanan 4 : [a,b] — X yoluyla iligkilendirilebilir. Tanimdan kolayca
goriilebilecegi tizere 4" yolu, x ve y’ yi birlegtiren yoldur ve L(vy') = L(~) dir.
Ve, y € X i¢in do(x,y) < dy(y, z) oldugunu biliyoruz. Boylece d; metrik olmanin

simetri sartinm saglar. Yani dy(x,y) = dy(y, z)’ dir.

de(z,y) = 0 oldugunu kabul edelim. |z — y| < d(x,y) esitsizliginden yola

cikarak |x — y| = 0 esitligi elde edilir. Boylece x = y bulunur.

Son olarak d,” nin X iizerinde metrik oldugunu gostermek icin iiggen esitsiz-
ligini sagladig1 ispatlanmalidir. z, y ve z noktalar1 X iizerinde rastgele noktalar
olsun. k = dy(x,y) ve k' = dy(y, z) olsun. Ve > 0 i¢in L(~y) < dy(z,y) + €/2 kosu-
lunu saglayan x ve y’ yi birlegtiren + : [a,b] — X yolu ve L(7') < dy(y, z) + €/2

kogulunu saglayan y ile 2’ yi birlestiren +' : [a,b] — X yolu olsun.

v(t) 5 t € la,b]
V'(t) =
Yt —b+d)=1; te bbb+t —d]

kogulunu saglayan ~" : [a,b + 0 — a/] — X yolunu tanimlayalim. Tanimdan
yola cikarak L (7” [a,b]) = L(v) esitligi yazlabilir. Ote yandan ~” [bb+b/—ar] YOIU;
Y(t) = t+ad'—bile tamimlanan v : [b, b+b' —d'] — [@, V'] yolunun parametrizasyonu
ile elde edilebilir. Bu nedenle L (7”[b7b+b,7a,]) = L(v') diir. Boylece agagidaki

esitsizlik yazilabilir.
L(v") = L(v) + L(Y) < de(@,y) + de(y, ) + €
x ile 27 yi birlestiren ~"’ ler {izerinden infimum alinirsa;

df(xu Z) S dg(l’,y) + dg(y,Z) +e
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Ve > 0 i¢in bu esitsizlik saglandigindan;

dg(il?, Z) < dg(l’,y) + df(y> Z)

yazilir. Sonug olarak metrik olma kogullarini sagladigindan d, , X iizerinde bir

metriktir. O
Tamim 3.1.8 (Uzunluk Metrigi ).

(5.1.7) de belirtilen dy metrigine (X, d) wzayimn uzunluk metrigi denir[13].
Onerme 3.1.9.

(X,d) dizeltilebilir yollarla baglanmis uzay olsun.
(X, dy) — (X, d) birim donigtimi sireklidir(6].

Onerme 3.1.10.

(X, d) metrik uzay ve 7y : |a,b] — (x,d) dizeltilebilir yol olsun. Bu durumda
dontistimi dy metrigi ile streklidir. Bagka bir séylemle v : [a,b] — (z,dy) doni-

stumi yoldurf6l].

fspat.

Vto,t € [a, b] igin (2.2.13)) ten;

de (7(t0),7(1)) < L (Vo) = |L (V1) = L (Vato)) |

ayrica (2.2.14)" ten t — to iken dy (y(to),v(t)) — 0 oldugu agikardur.

Sonug olarak v doniigiimii d, metrigi ile siireklidir. O
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Onerme 3.1.11.

(X,d) dizeltilebilir yollarla baglanmas uzay olsun. (X, d) uzays uzunluk

uzayrdir ancak ve ancak dy = d’ dir[6)].

Onerme 3.1.12.

(X, d) metrik uzay olsun. v : [a,b] — X, d; uzunluk metrigi ile donatilmas
(X, d) metrik uzayinda tanwmls bir yol olsun. Bu durumda v, (X, d) uzayinda da

bir yoldur ve ayrica Lq,(y) = La(7y)’ dirf6).

fspat.

(X,dy) — (X,d) birim déniigiimiiniin siirekli oldugunu (3.1.9))" da gostermis-
tik. Bu iki uzay iizerinde tanimlanacak yollarin yol uzunlugunun esit oldugunu

gostermek icin [a,b]’ nin bir alt boliimii o(¢;)i—01.2,.. » oOlsun.

(3.1.7)’ den d < d; oldugunu biliyoruz. Bu nedenle;

Vo' () < V,%(v)

yazilabilir. Biitiin alt boliimler ¢’ lar iizerinden supremum alinirsa;

La(y) < La,(7)

yazilir. Ote yandan;

—_

n—

Vi(y) = Z_:dz (7 (t:) ;7 (ti+1)) <Y La (Yitotipa]) = La()

%

I
=)

oldugundan dolay1 L, (v) < L4(7y) yazlabilir.

Sonug olarak Ly, (v) = La(7) esitligi elde edilir. O
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Onerme 3.1.13.

(X, d) duzeltilebilir yollarla baglanmas uzay olsun. Bu durumda (X, dy) uzunluk
uzayrdir[13).
fspat.

Vz,y € X igin;

do(z,y) = igde(v)

Yukaridaki esitlik uzunluk metriginin taniminin dogal bir sonucudur. Burada

infimum degeri v yollarinin kiimesi iizerinden alinir. Genelligi bozmadan;
diizeltilebilir yollarin sinirlandirilabilecegini varsayabiliriz. (3.1.10)” dan d metrigi

baz alinarak elde edilen v yolunu d, metrigi icin de elde edebiliriz.

Eger v yolu d; metrigi i¢in diizeltilebilir yol ise (3.1.12))" den ~ yolu d metrigi

i¢in de yoldur ve Lg, () = La() esitligi séz konusudur. Boylece;

de(z,y) = igdez (7)

burada infimum degeri x ve y’ yi birlegtiren d; icin siirekli ve diizeltilebilir

v’ lardan olugan kiime {izerinden alinir. [

Tanim 3.1.14 (Altuzaya Ait Dogal Metrik).

X', (X, d) metrik uzaymn alt uzayr olsun. X' tizerinde tanvmly dogal metrik; d
metriginden indirgenmis metriktir. Eger X' uzayr dizeltilebilir yollarla baglanmas

uzay ise bu indirgenmis metrik uzunluk metrigidir[13).
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Tanim 3.1.15 (Metrik Uzayin Capr).

(X, d) bir metrik uzay olsun. Bu uzayin ¢api;

diam(X) = sup d(z,y)

z,yeX
seklinde tanimlanir. Metrik uzayin sinarl alt kimest indirgenmis metrikle birlikte

sonlu bir ¢apa sahiptirf6].
Teorem 3.1.16 (Hopf-Rinow).
X lokal kompakt ve tam uzunluk uzayr olsun. X’ in kompakt alt kiimeleri, bu
uzayin kapaly ve sinarly alt kimeleridir(13].
_fspat.

diam(X) = oo olsun. x € X igin merkezi x ve r-yaricaph B(x,r) kapal
yuvari olsun. X lokal kompakt oldugundan dolay: yeteri kadar kiigiik 7 i¢in B(zx, r)

kompakttir.

Kanitlanmasi gereken ifade Vr > 0 i¢in B(z,r) yuvarinin kompakt olmasidir.

Ispata devam etmeden 6nce asagidaki 6nermeyi incelemek gerekir.

Onerme 3.1.17.

X tam wzunluk uzayr olsun. x € X i¢in B(x,r) kapale yuvary kompakt olsun.
r < p olacak sekilde p reel sayisi icin B(x,p) kapale yuwvars da kompakttir[13].
fspat.

Genelligi bozmadan p — (¢/3) > 0 kosulunu saglayacak sekilde € > 0 sayisi

secilebilir. p — (¢/3) < r < p kogulunu saglayan r sayisin1 alalim.

B(x,r)” nin kompakt olmasindan dolay1 6yle bir xy, z2, x5, -+ ,x, € X sonlu

dizisi bulunabilir ki B(x,r), B(z;, €/3) kapali yuvarlarin birlesiminde bulunur.
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y € B(x,p) olsun. X uzunluk uzay: oldugundan (3.1.6)’ dan Oyle bir z € X
vardir ki |z — z| <p—¢€/3 ve |z — y| < p — 2¢/3 kogullarin saglasin. Bu nedenle
z € B(z,r)’ dir. Ayrica z € B(z;, €/3) olacak gekilde i € {1,2,3,--- ,n} tam sayis

vardir.

ly — z| < 2¢/3 esitsizligi ile;

ly — x| < |y — 2|+ ]z — x| <€

esitsizligi elde edilir. Bundan dolayr B(z, )" nin , B(z;, €) kapali yuvarlarinin bir-
lesiminde bulundugunu séylemek miimkiindiir. Sonug olarak B(z, p) kapal yuvar

kompakttir. O

Kanita devam ederken; herhangi bir z € X ve

I, = {B(z,r) kapali yuvarimn kompakt olmasim saglayan = > 0}

Yukarida tanimlanan kiime icin r = 0 € [, oldugu aciktir. 7’ de &yle bir ¢ nok-
tas1 vardwr ki [0,¢] araligindaki noktalar I,” in elemanidir. Kompakt bir kiimenin
kapali alt kiimesinin kompakt oldugunu biliyoruz. I,, [0,00]” nin 0 bitig nokta-
sina sahip bir arahigidir. (3.1.17) den I’ in kapali oldugu agikardwr. I, p < oo
iken [0, p| formunda ya da [0, co) formundadir. Eger I’ in ilk formda olamayacag:

ispatlanirsa teorem kanitlanmig olur.

Celigki elde edebilmek i¢in 1,” in p < oo iken [0, p] formunda oldugunu kabul

edelim.

Vy € X i¢in B(y,r,) kapali yuvarimin kompakt olmasini saglayan r, pozitif

reel sayisi olsun.
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X lokal kompakt uzay oldugundan bdyle bir r, vardir. Vr > 0 i¢in y merkezli

ve r-yaricaph B(x, p) acik yuvar tamimlanabilir. Boylece,

Bep)c | Bly.r,/2)

yEB(z,p)

yazilabilir. B(z, p) kompakt oldugundan &yle sonlu bir kiime F' C B(z,p) vardir
ki

B(z,p) € | By, r,/2)

yel

olsun. rg = milg r,/2 olarak se¢ilsin. Tanimindan dolay1 ro > 0" duir.
ye

B(x,p+ ro/2) yuvarmin kompakt oldugu kanitlanirsa istenilen celigki elde edilir.

z, B(z,p + 19/2) yuvarmm herhangi bir noktas1 olsun. |z — z| < p + /2
yazilabilir. X uzunluk uzay1 oldugundan ve ’ dan 6yle bir u € X vardir
ki |z —u| < pve |u—z| <rg odzelliklerini saglasin. u € B(x, p) oldugu agikardir
ve bu nedenle dyle bir y € F' elaman: vardir ki u € Zog(y,ry/Q)’ dir. Ote yandan

|z —ul < 1o < p+r19/2 esitsizliginden;
2=yl <l|z—ul+|u—yl <ry/24r,/2=1,
esitsizligi yazilabildiginden z € B(y,r,) dir.

Bla,p+r0) € | JB(y.7,/2)

yeF

oldugundan B(x,p + ry) yuvar: kompakttir. O
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Ornek 3.1.18 (Hopf-Rinow’a Ters Ornekler).

Hopf-Rinow teoreminin kosullariniy saglamayan ¢ drnegi inceleyelim.

e (i) §(x,y) = min (1,|z —y|) kosulunu saglayan § metrigi ile donatilmag
R’ yi ele alalim. 6" dan indirgenmis topolojinin alisilmas standart topoloji

oldugu agikardwr. (R,0) tam ve lokal kompakt uzaydar.

|l —y| > 1 kosulunu saglayan Vr,y € R i¢in §(x,y) = 17 dir. Fakat

do(z,y) = |z —y| > 1 oldugundan (R, ) vzunluk uzayr degildir.

(R, ) uzayr kendisinin kapaly ve synarle alt kiimesi olmasina karsin kompakt

degildir.

e (i1) (0,1) agik araligr albgilmes metrik ile lokal kompakt ve tam olmayan
wzunluk wzayrdir. Bu uzay kendisinin kapalr ve sinairly alt kimesi olmasina

karsin kompakt degildir.

o (i1i) X sonsuz boyutlu Banach uzayr olsun. Herhangi normlu uzay gibi X
de bir uzunluk uzaydir. Bu uzay lokal kompakt olmadigindan
B(0,1) C X birim yuvari, X’ in kapali ve simarle alt kimesi olmast karsin

kompakt degildir.

Onerme 3.1.19.

X bir uzunluk uzays olsun. x € X ver € Rt olsun. Merkezi x ve r-yaricapl
B(x,r) a¢k yuvarina ait her y ve z i¢in yol uzunlugu 2r’ den daha az olan y ve
2”7 yi birlestiren v : [a,b] — X yolu vardir. Ayrica boyle bir yolun gérintisi x

merkezli ve 2r-yarigapl B(x,2r) a¢ik yuvarinin iginde bulunur[6].
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fspat.

Ucgen esitsizliginden;

ly—z| <|y—z|+|z — x| <2r

yazilabilir. X uzunluk uzayi oldugundan dolay1 y ve 2’ yi birlegtiren, yol uzunlugu
27’ den daha az olan v : [a,b] — X yolu vardir. Boyle bir yolun goriintiisiiniin

B(x,2r) agik yuvarinda olmasi gerektigini gosterelim.

Celigki elde edebilmek adina 6yle bir t € [a,b] i¢in ()" nin B(x,2r)" de

olmadigini varsayalim. Bundan dolayi;

ly =) >z —~@)| — |z —y| >r

ve

[z =] = Jx =v(O)] =z = 2] >

esitsizlikleri yazilabilir. Boylece;

L(y) = L (Ywa) + L (i) = 1y =701+ [z = (1) > 2r

esitliginin yazilabilmesi ile v(¢)” nin B(z,2r)" de olmast ile geligir.

Sonug olarak v(¢)" nin B(z,2r)’ de oldugu kanitlanmig olur. O
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3.2 Geodezikler

Tanim 3.2.1 (Geodezik Yol, Geodezik Cizgi, Geodezik Igin).

X metrik uzay olsun. Vty,ty € |a,b] i¢in |y(t1) — y(t2)| = |t1 — to| kosulunu

saglayan uzakhgr koruyan v : [a,b] — X yoluna geodezik yol denir.
v :[0,00) = X wzakligy koruyan dénisime geodezik 1sin denir.

v : R — X wzaklgn koruyan donisime geodezik ¢izgi denir[14)].

Geodezik yol, geodezik 151n ve geodezik cizgi tanimlarindan kolayca goriilebi-
lecegi lizere bu doniigiimler birebirdir. Geodezik bir yolun tanim kiimesinin kapali

bir alt araliga kisitlanmis1 da geodezik yoldur.
Tamim 3.2.2 (Geodezik Parca).

X bir metrik uzay olsun. X’ de bulunan bir geodezik yolun gorintisine yine

X7 de bir geodezik parca denir.

Eger v : [a,b] = X yolu x ve y’ yi birlestiren bir yol ise geodezik parga

~v([a,b])” nin bu noktalars birlestirdigi soylenir[T7)].

Geodezik parca iizerindeki [zg, x1] noktalarimin dogal parametrizasyonu [0, 1]
araligi kullanmilarak yapilir. [xg, ;| arahgimdaki x; ya da (1 — t)zo + tz; seklinde

tanimlanan nokta ile xy arasindaki uzaklik t|xy — 24 |'dir.
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Onerme 3.2.3.

[z, y], X metrik uzaynda geodezik parca olsun. Gérintileri [x,y] olan

M :ag, bi] = X ve v i [ag, by] = X olan geodezik yollar olsun.

R’ nin iki aralige olan [ay, by] ve [ag, ba] araliklarin boylar: esittir. Ayrica dyle
bir tek a € R vardir ki t € [ag, a1] i¢in y2(t) = 11 (t + «)’ dor.

Son olarak v1 ve vo” nin yol uzunluklary esittirf13].

fspat.

Geodezik déniisiim birebir oldugundan ', : [x,y] — [a,b] ve 7'y 0y = 1d[yy

kogullarini saglayan ~/, déniigiimii vardir.

Geodezik doniigiimler uzakligi korudugundan ~'; oy : [a1, b1] — [az, be] donii-

siimii de geodezik doniisiim oldugundan bu araliklarin boylar: egittir.

t € lag, by igin Oyle bir @ € R ve ,(t) = 11 (t + «) olsun. o’ nin tekligini

ispatlamak iizere § #€ R elemam ~,(t) = v (t + ) esitligini saglasin.

Yat) =n(t+a)=nt+p)

oldugundan;
Nt +a) =mnt+5)

esitligi elde edilir. ; birebir doniisiim oldugundan ¢t + a = ¢ + 3’ dir.

Sonug olarak o = ( egitligi elde edildiginden celigki elde edilir. O]
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Tanim 3.2.4 (Geodezik Parcanin Uzunlugu).

X metrik uzayinda bulunan [x,y] geodezik par¢amin uzunlugu, gorintisi [z, y]

olan herhangi bir geodezik yolun yol uzunluguna egittir(6]].
Onerme 3.2.5.
X metrik uzay ve 7y : [a,b] = X geodezik yol olsun. v yol uzunlugu ile para-
metrize edilmistir[0)].
fspat.

a <u <wv <bolacak sekilde u,v € R olsun. o = (¢;);=0,1.2.... » dizisi [a, b]’ nin

bir alt boliimii olsun. Bu durumda;

n—1 n—1
Vo (Yunl) = Z [y (t:) — v (tiga)| = (tiy1 —t)) =v—u
i=0 1=0

dir. Ayrica asagidaki esitlik yazilabilir;

L (7[“7”]) = sup Vo (7\ [u,v]) =V —-Uu

Sonug olarak v yol uzunlugu ile parametrize edilmig yoldur. ]

Onerme 3.2.6.

X metrik uzay ve vy : [a,b] — X yol uzunlugu ile parametrize edilmis yol olsun.

Bu durumda asagidaki i¢ onerme denktir[14).

e (i) v geodeziktir.

e (ii) Her u ve v reel sayist icin a < u < v < b olsun. Bu durumda;

[v(a) =) = |v(a) = v(u)| + |y (u) = (v)]
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Tanim 3.2.7 (Afin Yolla Parametrize Edilmis Geodezik).

X metrik uzay ve 7y : [a,b] — X bu uzay tzerinde yol olsun. v sabit yol veya
oyle bir v : [c,d] — X geodezik yol vardwr ki ¢ : [a,b] — [c, d],
o (bc—ad) . .
V(x) = (d — c)xv + = seklinde bu iki aralk arasinda tek afin homeomorfizm
olmak tzere v = ~' o bulunabilsin. Bu durumda v’ ya afin yolla parametrize

edilmis geodezik denir[6)].

Onerme 3.2.8.

v :[0,1] = X afin yolla parametrize edilmis geodezik olsun. 0 < u < v <1

kosulunu saglayan Yu,v € R olsun. Bu durumda v(u)—~y(v) = L(v)|u—wv|’ dir[6].

Onerme 3.2.9.

X bir metrik uzay ve v : [0,1] — X bir yol olsun. Yu,v € [0, 1] i¢in
|7 (u) — y(v)| = K|u —v| kosulunu saglayan K negatif olmayan reel sayu olsun.

Bu durumda ~y afin yolla parametrize edilmis yol ve K = L(v)’ dur[6].

Onerme 3.2.10.

X bir metrik uzay ve [x,y] ve [y, z] bu uzay tzerinde iki geodezik par¢a olsun.

[z,y| Uy, 2] geodezik pargadir ancak ve ancak |x — z| = |v — y| + |y — 2| dir[L3].
Tanim 3.2.11 (Arasindahk Kavarami).

X bir metrik uzay olsun. Ciftler halinde birbirinden farkly x,y, z € X noktalar:
olsun. Bu durumda;

|z =z =z =yl + |y — 2|

esitligi varsa y noktast x ve z noktalarimn arasindadir denir[6].
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Onerme 3.2.12 (Arasindalik Kavraminm Gegigkenligi).

X bir metrik uzay olsun. x, y, z ve t noktalar, bu uzaywn ikiserli olarak

birbirinden farkl noktalar: olsun.

Yy, x ve 2’ nin arasindadir ve z, x ve t’ nin arasindadur.

0

y, © ve t’ nin arasindadir ve  z, y vet’ nin arasindadir[G].

fspat.

Eger y, x ve 2’ nin arasinda ve z, z ve t’ nin arasinda ise;

[z —yl+ly— 2| =z — 2|

ve

|z — 2|+ |z =t| = |z — ¢

dir.

jx =t =le =2+ ]z —t[=|r -yl + ]y - z[+ ]z - ¢

esitliginden dolayz;

[z =t > |z =yl + |y — 2| > |z — 1]

esitsizligi yazilabilir. Sonug olarak;

[z —yl+ly—tl=le—t  ve Jy—zl+lz=t]=ly—1

dir. Bu esitlik sayesinde y, x ve t’ nin arasindadir ve z, y ve t’ nin arasindadir.

Bu 6nermenin tersi de dogrudur.

o4



Onerme 3.2.13 (Arasindahk Kavrami ve Geodezik Parca).

X metrik uzay ve xv,y,z € X olsun. y, x ve z’ nin arasindadir ancak ve ancak
bu ¢ nokta ¢iftler halinde birbirinden farkly ve y € |x, z] olacak sekilde geodezik

parca vardurf6]].

Onerme 3.2.14.

X metrik uzay ve v € X, r € RT olsun. y ve z, x merkezli ve r-yaricapl
agik(kapaly) yuvarin elemany ve 7 : [a,b] — X geodezik yolu y ve 2’ yi birlegtiri-

yorsa; v’ nin goruntisi x merkezli ve 2r-yarigaply agik(kapaly) yuvardadurf13].
Ornek 3.2.15 (Rota ve Konum Hesabi).

Diinya geoid bir sekle sahip oldugundan tizerinde belirlenen ki koordinat ara-
sindaki mesafeyi hesaplamak olduk¢a zordur. Ginimizde hava araclarnin(Ucak,
helikopter ve IHA gibi) belirlenen koordinatlara en kisa rota hesaplanarak ula-
silmast gerek maliyet gerek ucus guvenligi acisindan kritik onem arz etmektedir.
Belirlenen bu rota ve diinya tizerinde ki konum arasindaki yol geodezik yol drne-

gidir.

Haversin diinyanin geoid seklini de hesaba katacak sekilde yeni bir élgim for-
muli gelistirmistir. Kiresel ticgenin acilaring ve kenar uzunluklarine ¢ézmek i¢in

cegitli teoremler kullanilr. Haversin formiili kiresel kosinids formili yardimayla

elde edilir[16)].
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Sekil2 . Kiire

cos(c) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) cos(C')

Burada a, b, ¢ straswyla v ile v, u itle w ve v ile w noktalariny birlestiren biiytk
cember yaylaridir. Birim kiire tizerindeki a, b ve ¢ uzunluklars merkez acilar ile

hesaplanabilir.

Haversin fonksiyonu bu formiile uygulandiginda;

hav(c) = hav(a — b) + sin(a) sin(b) hav(C)

Haversin formilinde dinya tzerinde iki nokta arasindaki mesafeyi kolayca
hesaplamak i¢in kosinis formilinde 6zel bir durum olarak; u noktasint kuzey ku-
tubu olarak alinar. v ile w noktalar: arasindaki mesafe d ile hesaplanir. r dinyanin
yaricap uzunlugudur. v ile w arasindaki merkezi acu:

o=1
,
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Diinya tzerinde verilen iki nokta arasindaki mesafeyi %0,57 lik hata ile bulan

Haversin formiilii,

hav(©) = hav (g2 — 1) + cos (¢1) cos (¢2) hav (A — A1)

hav : Havarsine fonksiyonu
d: Iki nokta arasindaki uzaklik
T Diinyanin yaricaps

©1,p2 ¢ 1. ve 2. noktalarin enlemlerinin radyan cinsinden degerleri

A1, Ao o 1. we 2. noktalarin boylamlarimin radyan cinsinden degerler:
Haversine fonksiyonu asagidaki gibi oldugundan;

hav(f) = sin? (g) — “CTOSW)

d uzunlugunu elde edebilmek i¢in hav fonkisiyonun tersini bulmamaz gerekir;
d = rarchav(hav(0)) = 2r arcsin( hav(@))

esitlitlikte hav fonksiyonu yerine yazilirsa;

d = 2rarcsin <\/hav (2 — 1) + cos (1) cos (p2) hav (Ag — )\1)>

= 2r arcsin <\/sin2 (£2321) + cos (1) cos (p2) sin® (%))

esitligi elde edilir[I5].
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Bu formiil ile hesaplanmas iki 6rnek asagidaki gibidir.

Miami (25°47'N,80°13'W) , Manila (14°35'N,120°58'N) — d = 9, 308

Chicago (41°53'N,87°38'W) , Tokyo (35°41'N,139°42'F) — d = 6, 306

3.3 Geodeziklerin Limitleri

Onerme 3.3.1 (Geodezik Yollarn Limiti).

X metrik uzay ve ¥n > 0 tamsayist i¢in 7, : [a,b] — X geodezik (afin yolla
parametrize edilmis geodezik) olsun. Eger (v,) dizisi 7 : [a,b] — X donigimine
noktasal olarak yakinswyor ise y geodeziktir(afin yolla parametrize edilmis

geodezik)[13].

fspat.

~’ nin afin yolla parametrize edilmig geodezik oldugu durum uygun afin donii-
siimler tamimlanarak kanitlanabilir. Burada 4’ nin herhangi bir geodezik oldugu

durumu kanitlayacagiz.

(7n) geodeziklerin dizisi oldugundan ve geodeziklerin uzakligi koruyan donii-
stim olmalarindan dolay1 Vt,,ts € [a,b] ve Vn =1,2,3,--- ,n i¢in

|V (t1) — Yu(t2)| = |t1 — t2|” dir. Ayrica uzaklik fonksiyonunun siirekli olmasindan;

Ji_{go’%(tl) — Tu(t2)| = [y(t1) — v(t2)| = [t1 — t2

~ uzakligi koruyan déniigiim oldugundan geodeziktir. O]
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Onerme 3.3.2.

X kompakt metrik uzay ve Yn > 0 tamsayist i¢in v, : |a,b] — X afin yolla
parametrize edilmis geodezik olsun. (Vn)n>o dizisinin bir afin yolla parametrize

edilmis geodezige dizgin yakinsayan bir alt dizisi vardur[6).

fspat.

Vn > 0igin L(v,) = |ym(a) — v.(0)]" dir. X kompakt oldugundan simirli bir
¢apa sahiptir. (diam(X) < oo)
(L(¥n)) 50 dizisi n” den bagimsiz olarak iistten sinirhdir. Béylece (v,)n>0 dizisinin
v yoluna diizgiin yakinsak olan bir alt dizisi bulunabilir. ’ den ~ afin yolla

parametrize edilmis geodezik yoldur.

Onerme 3.3.3.

X metrik uzay ve ¥n > 0 tamsayist i¢in v, : [a,b] — X afin yolla parametrize
edilmis geodezik olsun. (Vn)n>o dizisi v : [0,1] = X afin yolla parametrize edilmis

geodezige noktasal yakinsak ise bu yakinsama, dizgin yakinsamadir[6).

fspat.

Celigki elde edebilmek i¢in (,,)’ nin 4’ ya olan yakimsakliginin diizgiin yakin-

saklik olmadigim varsayalim.

Vng > 0 icin Oyle bir € > 0 sayis1 bulunabilir ki n > ng tamsayis1 vardir ve
|V (tn) — v(tn)| > €, t € [a, b] kogulu saglansin.

Béylece i — oo iken (n;);>o tamsay1 dizisi sonsuza gider.
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Vn; < 0i¢in |y, (ts,) — 7(tn;)| > € olacak sekilde [a,b]” nin reel say1 terimli
dizisi (t,,)i>0" dir. [a,b] arahg kompakt oldugundan (¢,,) dizisi i — oo iken
herhangi ¢ € [a,b] noktasia yakinsar. Vi > 0 i¢in ~,, yolu geodezik yoldur.
Béylece L(vn,) = |7, (0) = vn, (1)] dir ve i — oo iken (7y,)i>o dizisi 7’ ya noktasal
yakimsak oldugundan (L(vy,));5, dizisi L(v) = |7(0) — v(1)|" e yaknsar.

M = L(v) + 1 olsun.

Vn; > N kosulunu saglayan Oyle bir NV > 0 tamsayis1 vardir ki asagidaki iig

kosulu saglanir.

L(n,) < M
() = 7@ < 13
|t”i A t’ 5 i

Vn; > 0 i¢in;

e < |/7nl (tm) -7 (tni)|

< s () = Ve O] + s (8) = ¥ (O + [ (8) = 7 (En:)

= L (Yn;) |tn; — t| + [ (&) = v()] + L (n;)

tni _t|

S M |tnz‘ - t’ + ‘f}/ni(t) - V(t)‘ + M |tnz‘ - t‘

€ € € 3e

4 4 4 4

Boylece celigki elde edildiginden (,) dizisi 4’ ya diizgiin yakinsaktir. ]

3.4 Geodezik Uzay

Tanmim 3.4.1 (Geodezik Uzay).

X metrik uzayr izeriden segilen herhangi tki nokta i¢in bu noktalar:y birlestiren

geodezik yol varsa X metrik uzayina geodezik uzay denir[13].
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Ornek 3.4.2 (Oklid Uzay).

Vn > 1 icin E" Oklid uzay izerindeki noktalar x ve y olsun. Vx,y € E" ve
t € [0,1] dgin v : [0,1] — E™, v(t) = (1 — t)z + ty seklinde tanwmlanan afin yol
aym zamanda B’ de x ve y’ yi birlestiren geodezik yol oldugundan E" geodezik

uzaydir. Buradaki geodezik tek geodezik oldugundan E™ tek geodezik uzaydar.
E"’” nin herhang: konveks alt kiimesi de geodezik uzaydir.

Ornegin; B2’ nin alt kiimesi olan herhangi bir cember geodezik uzay degil-
dir. Fakat B2’ nin alt kiimesi olan herhangi bir disk konveks oldugundan geodezik

uzaydur.

Ornek 3.4.3 (Normlu Vektor Uzay).

V' reel vektor uzayn olsun. a1V — R déntisimi o(V) = ||V|| olacak sekilde
tanimly olsun. Yv € V ve A € R i¢in || Av|| = |A|||v|| ve d(v,w) = |[v—w|| kosulunu
saglayan d metrigi olsun. Yo,w € V i¢gin ||u+w|| < ||ul| + ||w|| dggen esitsizliging

saglayan normdan tretilmis metrik ile V' normlu vektor uzayudir.

Her d(v,w) = ||v — w|| metrigi ile donatilmis normlu vektor uzayr geodezik
uzaydr. v 1 [0,1] = V, v(t) = (1 — t)v + tw afin yol ile parametrize edilmis

yoldur.

Onerme 3.4.4.

Geodezik uzay bir uzunluk uzayidir[6].

_fspat.

X bir geodezik uzay olsun. x ve y, X uzay1 ilizerindeki herhangi iki nokta

olsun.
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X bir geodezik uzay oldugundan x ve y’ yi birlegtiren 7 : [a, b] — X geodezik
yolu vardir.  uzakhg koruyan bir doniigiim oldugundan |a — b| = |z — y| ve v

yol uzunlugu ile parametrize edilmis yol oldugundan |a — b| = L(y) yazilabilir.
Bu durumda |z — y| = L(7) esitligi yazilabileceginden X uzunluk uzayidir.

]

Ornek 3.4.5 (Geodezik Uzay Olmayan Uzunluk Uzay1).

Vn > 2 icin E" Oklid uzayindan, bu uzayn bir elemant olan p noktaswmn

cikarimast ile olusan E™/p uzayr uzunluk uzaydir ancak geodezik uzay degildir.

x vey, E"/p uzayinda iki nokta olsun. [x,y], p noktasini iceren bir aralik olsun.

Bundan dolayr E" /p uzayinda x ve y’ yi birlestiren bir geodezik yol bulunamaz.

Onerme 3.4.6.

X lokal kompakt uvzunluk uzay: olsun. x € X d¢in x’ in dyle bir U = U(x)

komsulugu vardir ki Yy, z € U i¢in bu noktalary birlestiren geodezik yol vardir[6].

fspat.

x € X olsun. X lokal kompakt uzay oldugundan dyle bir r € R* vardir ki

merkezi z ve 2r-yaricaph B(x,2r) acik yuvarinin kapanigi kompakttir.

U, B(z,r) agik yuvari olsun. y ve z, Y’ nun herhangi iki elemani olsun. X
uzunluk uzayr oldugundan X’ de y ve 2’ yi birlegtiren yollarin dizisi (7V,)n>0
vardir ki n — oo iken L(7,) — |y — z| dir. Yeterince biiyiik secilen n i¢in
L(v,) < 2r ve (3.1.19) dan ~,’ in goriintiisii B(x,2r) yuvarmm kapamginda
bulunur. Bu kapanig kompakt ve tam oldugundan ve Ascoli teoreminden
v yva yakinsayan (v, )n>o dizisinin alt dizisi (v, )n>0 vardir. z ile 3’ yi birlegtiren
yolunun uzunlugu |y — z| ve genelligi kaybetmeden yol uzunlugu ile parametrize

edilmigtir. (3.2.6)” dan 7 geodezik yol ve (3.2.14)" den ' nin goriintiisii B(z, 2r)

yuvarindadir. O]
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NOT: Hopf-Rinow ([3.1.16]) teoreminin 6zel bir hali asagida (3.4.7) ile veril-

migtir.
Teorem 3.4.7 (Hopf-Rinow: Uygun Uzunluk Uzay1 Geodezik Uzaydir.).

X uygun(proper) uzay olsun. Vx,y € X i¢in bu noktalars birlestiren geodezik
yol vardwr[13].

Onerme 3.4.8.

X lokal kompakt uzunluk uzayr olsun. Asagidaks ii¢c onerme denktir.

e (i) X’ de bulunan kapalv yuvarlar kompakttur.
o (i1) X tam uzaydur.

o (iit) Vv : [a,b] — R uzakligr koruyan ~y donisimi ' : [a,b] — R uzakhg

koruyan dontgime genigletilebilir[17)].

Tamim 3.4.9 (Lokal Geodezik).

X metrik uzay ve v : [a,b] — X yol olsun. Vt € [a,b] i¢in dyle bir t’ yi iceren
bir kapaly aralik I(t) vardwr ki v nan I(t) N [a,b]’ ye kisitlanmagi geodezik olsun.

Bu durumda vy’ ya lokal geodezik denirf6)].

Onerme 3.4.10.

v ¢ la,b] = X lokal geodezik olsun. vy yolu yol uzunlugu ile parametrize edilmig

yoldur[6].
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Tamim 3.4.11 (Afin Yolla Parametrize Edilmis Lokal Geodezik).

v la,b] = X yol olsun. v sabit donisim veya ¢ : |a,b] — [c,d] bu iki aralik
arasinda tek afin homeomorfizm olmak tizere v = /o1 olcak sekilde ' : [c,d] — X

lokal geodezigi varsa v’ ya afin yolla parametrize edilmis lokal geodezik denirf6]].

Tamim 3.4.12 (Tek Geodezik Uzay).

X metrik uzay olsun. Yx,y € X icin bu noktalar: birlestiren tek geodezikler

varsa X metrik uzayina tek geodezik uzay denir[13).

Ornek 3.4.13 (Lokal Tek Olmayan Geodezik Uzay ).

| (z1,91) = (@2, y2)|| = |21 — y1| + |22 — ya2| seklinde tanvmlanan L' normundan

tretilmis metrikle donatimis R? vektér uzayins distinelim.

Bu uzaydaki herhangi bir yolun gérintisi merdiven seklindedir. Ayrica bu
uzayda herhangi monoton fonksiyonun gorintiisi geodezik parcadir. Birinci ve
tkinci koordinatlary farkly olma kosuluyla bu noktalar: birlestiren sonsuz sayida

geodezik parca vardar.

Sekil 3: Merdiven
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3.5 Geodezik Konvekslik

Tanim 3.5.1 (Geodeziksel Konveks Alt Uzay).

X tek geodezik uzay ve A, X " in alt uzayr olsun. Vx,y € A i¢in geodezik parca

[z,y] A’ ya ait ise bu alt uzaya geodeziksel konveks alt uzay denir[6].

Tamim 3.5.2 (Geodeziksel Konveks Alt kiime).

X tek geodezik uzay ve A, X’ in alt kiimesi ve f : X — X izometri ise f(A)

geodeziksel konveks alt kiime denir[6].

Onerme 3.5.3 (Arakesit ve Birlegim).

X tek geodezik uzay olsun. X’ in herhang: geodeziksel konveks alt kumesinin
atlesinin arakesiti geodeziksel konveks ve X7 in herhangi geodeziksel konveks alt

kiimesinin ailesinin birlesimi geodeziksel konvekstir[6)].

Onerme 3.5.4 (Kapanis).

X uygun tek geodezik uzay ve A, X’ in geodeziksel konveks alt kiimesi olsun.

A’ man kapamist A geodezik konvekstir[6].
Tanim 3.5.5 (Geodeziksel Konveks Ortii).

X tek geodezik uzay ve A C X olsun. A’y iceren X'’ in tim geodeziksel

konveks alt kiimelerinin arakesitine A’ nin geodezik konveks ortisi denir[6].
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Onerme 3.5.6.

X tek geodezik uzay ve A C X olsun. Yn > 0 tamsayst i¢in Cn(A) =
A ve Chy1(A), Co(A)’ da bulunan nokta ¢iftlerini birlestiren geodezik par¢ala-
rin birlesimi olsun. Boylece A’ min geodezik ortisi C(A) i¢in asaqidaki egitlik
verilebilir[6]].
C(A) = [JCu(4)

n>0
3.6 Menger Konveksligi

Tanim 3.6.1 (Menger Konveks).

X metrik uzay olsun. X’ in her x ve y birbirinden farkl noktalar: icin x ve y

arasinda bu noktalardan farkls bir z € X i¢in;
|z — 2|+ ]z -yl =z -yl

esitligi saglamyorsa X’ e Menger konveks denir{13].
Onerme 3.6.2 (Menger Konveksligi ve Geodezik Metrik).

X uygun uzay olsun. Asagidaki dort énerme denktir.

(i) X uzayr Menger konveks

(ii) Vx,y € X i¢in oyle bir z € X varder ki

v — 2 = [y — 2| = (1/2)]x — y[” dir.

(i1i) Yo,y € X ve dy + dy = |x — y| kosulunu saglayan Vdy,dy € RY igin

oyle bir z € X vardwr dyle ki |v — z| = dy ve |y — z| = dy” dir.

(iv) X geodezik uzaydur[T])].
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Onerme 3.6.3.

X uygun geodezik uzay x ve y, X “in herhangi ik noktast ve

dy+dy+ds+- - -+d, = |x—y| kosulunu saglayan pozitif reel dizisi dy,ds, ds, -+ ,d,

olsun.
Heri=0,1,2,--- ,n— 1 i¢in |z; — x;11| = d; ve xg = x kosullarin saglayan
X in noktalarindan olusan xg,x1,xq, - , x, dizisi vardir[6].

Onerme 3.6.4 (Minkowski Esitsizligi).

Vn > 1 tam sayst icin R™ herhangi koordinatlar: negatif olmayan iki vektor

(ala T 7an) ve (bla i 7bn) olsun. pE []‘7 OO) Zgln)
n 5 n 5 n 3
=1 i=1 =1

dir. Herhangi p > 1 degeri i¢in bu egitsizlik esitlige dontstir ancak ve ancak

(ay,- -+ ,ay) ve (by, - ,b,) vektorleri kolineerdir.

p =1 degeri i¢in egitsizlik egitlige donigir[13].

Onerme 3.6.5 (Carpim Metrigi).

0,00)U{o0} araligindaki herhangi bir p i¢in d, donistimi X, X Xo uzayinda
p

metriktir{1j)].

Onerme 3.6.6.

X; ve Xs uygun (geodezik) uzay olsun. Bu durumda p € [0, 00)U{oc} icin her-

hangi d, metrigi ile donatilmis X1 x Xy ¢arpim uzays uygun (geodezik) uzaydir[6].
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Onerme 3.6.7.

X, ve Xy geodezik uzay ve p € [0,00) U {oo} i¢in herhangi d, metrigi ile
donatilmis X = X1 X Xy carpim uzayr olsun. x1 ve y; Xy uzaywinin, xo ve ys Xo

uzayrnan herhangi ikt elemant olsun.

v 0 [0,1] — Xy, 21 ve y; noktalaring birlestiren afin yolla parametrize edil-
mis geodezik olsun. vo : [0,1] — Xa, xo ve yo noktalaring birlestiren afin yolla

parametrize edilmis geodezik olsun.

Bu durumda y(t) = (71(t),72(t)) seklinde tanymlanan v : [0,1] — X
(x1,11) ve (xg,y2) noktalaring birlestiren afin yolla parametrize edilmis geodeziktir.

p € [0,00) oldugu durumda;

3=

L(v) = (L(m)? + L(72)")

p = oo oldugu durumda;

L(y) = max (L(1), L()) * dirfd].

fspat.

(z1,71) ve (z2,y2) noktalarini birlegtiren ~y yolu siirekli doniisiimdiir. Bu d6-
niigiimiin afin yola parametrize edilmis geodezik oldugunu gdsterelim.

p € [0, 00) oldugu durumda Vu,v € [0, 1] igin;

D=

dy(y(1), Y(©)) = (7 (w) = 71 ()7 + [2(1) = 2 (0)]")
— (L ()" |u— 0P + L (72)" [u— of?)7

— (L(W)" + L (1)) |u— |

1} dan v, (L (1)’ + L(’yg)p)% uzunlugunda afin yolla parametrize edilmis

geodeziktir.
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p = oo oldugu durumda;

oo (7(w), 7(v)) = max (|1 (w) = 1(v)] ; [72(w) = 72(v)])

— max (L (1) [u — o], L (12) Ju — v])

=max (L (1), L (72)) [u —v|

(3.2.9)" dan max (L (71), L (72)) uzunlugunda afin yolla parametrize edilmig

geodeziktir.

69



4 TARTISMA ve SONUC

Bu calismada; diizeltilebilir yol ve bu yollarin olusturdugu uzay iizerinde ya-
kinsaklik ve siireklilik kavramlar: incelenmigtir. Uzunluk uzaylarinin genel 6zellik-
leri incelenmisg, tam ve lokal kompakt uzunluk uzayimin kompakt alt kiimeleri ile
R™ in kompakt alt kiimelerinin karakterizasyonun benzer oldugu gosterilmistir.
Uzunluk uzay: ile geodezik uzay arasindaki iligki gosterilmigtir. Geodezik uzay
tanimi ve bu uzaya ait Orneklere yer verilmistir. Geodezik uzay ile Menger ara-

sindalik kavramlar: arasindaki iligki gosterilmigtir.

Caligmanin devami olarak geodezik uzaylar {izerinde yakinsaklik kavrami in-

celenebilir.
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