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ÖZET

MINKOWSKI 3-UZAYINDA BERTRAND E¼GR·ILER·IN·IN YEN·I EŞLEN·IK
E¼GR·ILER·I

GÖKCEK , Fatma

K¬r¬kkale Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬, Yüksek Lisans Tezi

Dan¬̧sman: Prof. Dr. Kaz¬m ·ILARSLAN

2022 , 54 sayfa

Bu tez çal¬̧smas¬beş bölümden oluşmaktad¬r. Birinci bölüm, giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.
·Ikinci bölümde tezde gerekli olan kavramlar ve tan¬mlar verilmi̧stir. Üçüncü
bölümde 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda Cartan null Bertrand e¼grileri ele al¬n-
m¬̧st¬r. Bir Cartan null Bertrand e¼grisinin Cartan null Bertrand eşleni¼ginin
yan¬nda, spacelike ve timelike eşlenikleri elde edilmi̧s ve ilgili örnekler verilmi̧stir.
Dördüncü bölüm spacelike Bertrand e¼grilerine ve beşinci bölüm de timelike Bertrand
e¼grilerine ayr¬lm¬̧st¬r. Elde edilen teorem ve sonuçlar örneklerle desteklenmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: Minkowski 3-uzay¬, Bertrand e¼grileri, 3- boyutluMinkowski
uzay¬nda Bertrand eşlenik e¼grileri, Cartan null e¼griler, null e¼griler, null olmayan
e¼griler.
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ABSTRACT

NEW PAIRS OF BERTRAND CURVES IN MINKOWSKI 3-SPACE

GÖKCEK , Fatma

K¬r¬kkale University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics, Master Thesis

Supervisor: Prof. Dr. Kaz¬m ·ILARSLAN

February , 54 pages

This thesis consists of �ve chapters. The �rst chapter is devoted to the intro-
duction. The second chapter contains concepts and de�nitions which are needed
throughout the thesis. In the third chapter, Cartan null Bertrand curves in 3-
dimensional Minkowski Space are discussed. Besides the Cartan null Bertrand
conjugate of a Cartan null Bertrand curve, spacelike and timelike conjugates are
obtained and the related theorems and results are given. The fourth section is
devoted to spacelike Bertrand curves in Minkowski 3-space and the �fth section
is devoted to timelike Bertrand curves. All theorem and results obtained are
supported with examples.

Key Words: Minkowski 3-space, Bertrand curves, Bertrand conjugate curves
in Minkowski 3- space, Cartan null curves, null curves, non-null curves.
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6. TARTIŞMA VE SONUÇ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

KAYNAKLAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
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S·IMGELER D·IZ·IN·I
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E3 3-boyutlu Öklid uzay¬

En n-boyutlu Öklid uzay¬

E31 Minkowski 3-Uzay¬

jj; jj Norm fonksiyonu

g Non-dejenere metrik

T E31 de bir e¼grinin te¼get vektör alan¬

N E31 de bir e¼grinin normal vektör alan¬

B E31 de bir e¼grinin binormal vektör alan¬

k1 Bir e¼grinin 1.e¼grili¼gi

k2 Bir e¼grinin 2.e¼grili¼gi
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1. G·IR·IŞ

Diferansiyel geometrinin en önemli çal¬̧sma alanlar¬ndan birisi olan e¼griler

teorisinin tarihi Leibniz (1646-1716) ve Newton (1643-1727) un düzlemsel e¼griler

üzerine yapt¬klar¬araşt¬rmalara kadar dayanmaktad¬r.

E¼grilerin Frenet vektörleri yard¬m¬yla karakterizasyonlar¬nda, e¼gri çift-

lerinin Frenet vektörleri aras¬ndaki ili̧skiler öne ç¬kmaktad¬r. 1845 y¬l¬nda B.

de Saint Venant taraf¬ndan ortaya konulan bir e¼grinin asli normal vektör alan¬n¬n

bir başka e¼grinin asli normal vektör alan¬olup olamayaca¼g¬problemi 1850 y¬l¬nda

J. Bertrand taraf¬ndan yay¬nlanan bir makalede cevapland¬r¬lm¬̧st¬r. Böyle bir

ikinci e¼grinin var olmas¬ için gerek ve yeter şart¬n verilen e¼grinin e¼griliklerinin

�k1 + �k2 = 1, � 6= 0; �; � 2 R şart¬n¬ sa¼glamas¬d¬r. Bu tarihten itibaren

bu şart¬sa¼glayan e¼griye Bertrand e¼grisi ve ikinci e¼griye de bu e¼grinin Bertrand

eşlenik e¼grisi ad¬verilmi̧stir. Bu e¼gri çiftleri de Bertrand e¼gri çiftleri olarak ad-

land¬r¬lm¬̧st¬r.

Bertrand e¼grileri, Öklid uzay¬nda yo¼gun bir şekilde çal¬̧s¬lm¬̧s ve bir çok

özelli¼gi ortaya konulmuştur. 1935 y¬l¬nda L. R. Pears, Bertrand e¼grilerini n-

boyutlu (n > 3) Öklid uzay¬nda çal¬̧sm¬̧s ve bu e¼grilerin dejenere e¼griler oldu¼gunu

ispatlam¬̧st¬r. Yani e¼grinin e¼griliklerinden baz¬lar¬n¬n s¬f¬r olmas¬gerekti¼gini is-

patlam¬̧st¬r. Örne¼gin; 4-boyutlu uzayda bir Bertrand e¼grisi için k3 e¼grili¼gi s¬f¬r

olmak zorundad¬r.

Bu sonuçtan dolay¬, Matsuda ve Yorozu ([12]) taraf¬ndan 4-boyutlu uzayda

(1; 3) Bertrand e¼gri kavram¬ortaya konmuştur.

Bertrand e¼grileri ile ilgili Öklid uzay¬nda elde edilen sonuçlar ilk olarak

Minkowski 3-uzay¬nda genelleştirilmi̧stir. Bu uzaydaki ilk çal¬̧sma 2001 y¬l¬nda

Ekmekçi ve ·Ilarslan taraf¬ndan yap¬lm¬̧s ve bu çal¬̧smada timelike Bertrand e¼grileri

ele al¬nm¬̧st¬r ([7]).

Yine ayn¬uzayda Cartan null Bertrand e¼grileri Balgetir ve di¼gerleri taraf¬n-

dan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r ([3]).

2004 y¬l¬nda null olmayan Bertrand e¼griler için bir çal¬̧sma da Balgetir,

Bektaş ve Ergüt taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r ([2]).
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Yap¬lan tüm bu çal¬̧smalarda Minkowski 3-uzay¬nda Bertrand e¼grisi ve

eşlenik e¼grisi ayn¬causal karakterli e¼griler olarak ele al¬nm¬̧st¬r. Bu durum farkl¬

causal karaktere sahip e¼grilerin Minkowski 3-uzay¬nda Bertrand e¼gri çifti oluştu-

rup oluşturamayaca¼g¬sorusunu akla getirmi̧stir.

Bu soruya ilk cevaplar ([18]) Uçum ve ·Ilarslan, ([20]) ·Ilarslan ve K¬l¬ç Aslan

taraf¬ndan gelmi̧stir.

([18]) nolu çal¬̧smada Uçum ve ·Ilarslan, bir timelike e¼grinin asli normali

(N) nin spacelike vektör olmas¬ gerçe¼ginden yola ç¬karak Bertrand eşleni¼ginin

timelike, asli normali spacelike olan spacelike e¼gri ve Cartan null e¼gri olabile-

ce¼gini dikkate alarak timelike Bertrand e¼grisinin farkl¬causal karakterli Bertrand

eşleniklerini elde etmi̧slerdir.

([20]) nolu çal¬̧smada ·Ilarslan ve K¬l¬ç Aslan taraf¬ndan bir spacelike e¼grinin

asli normali (N) nin spacelike veya timelike olmas¬na göre Bertrand e¼grisinin farkl¬

causal karakterlerde Bertrand eşlenikleri elde edilmi̧stir.

Bu tez çal¬̧smas¬nda yukar¬da ad¬ geçen çal¬̧smalardaki sonuçlar detayl¬

olarak incelenmi̧s ve Cartan null Bertrand e¼grisinin spacelike ve timelike Bertrand

eşlenikleri elde edilmi̧stir. Elde edilen sonuçlar ([1]) de yay¬nlanm¬̧st¬r.

1.1. Kaynak Özetleri

Birinci bölüm için B. O�Neill (1983), W. Kuhnel (1999), S. Montiel ve A. Ros

(1998) un kitaplar¬n¬n yan¬s¬ra R. Lopez (2014), L. R. Pears (1935), H. Matsuda

ve S. Yorozu (2003), N. Ekmekçi ve K. ·Ilarslan (2001), H. Balgetir ve di¼gerleri

(2004), F. Gökcek ve H. Alt¬n Erdem (2021) makalelerinden yararlan¬lm¬̧st¬r.

Di¼ger bölümlerde yukar¬da ifade edilen çal¬̧smalar¬n yan¬ s¬ra A. Uçum ve K.

·Ilarslan (2016) ve N. K¬l¬ç Aslan ve K. ·Ilarslan (2017) makalelerinden ve referans

listesinde ad¬geçen makaleler ve kitaplardan yararlan¬lm¬̧st¬r.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde tezde gerekli olan kavramlar ve tan¬mlar verilecektir.

Tan¬m 2.1 (Simetrik Bilineer Form)

Bir reel vektör uzay¬V olmak üzere;

g : V � V ! R

dönüşümü 8a; b 2 R ve 8u; v; w 2 V için,
i: g (u; v) = g (v; u)

ii: g (au+ bv; w) = ag (u;w) + bg (v; w)

g (u; av + bw) = ag (u; v) + bg (u;w)

şartlar¬sa¼glan¬yorsa g dönüşümüne V reel vektör uzay¬üzerinde simetrik

bilineer form denir.

Tan¬m 2.2 V reel vektör uzay¬üzerinde bir simetrik bilineer form g olsun. 0 6=

w 2 V olmak üzere 8u 2 V için,

g (u;w) = 0

ise g ye V üzerinde dejeneredir denir. Aksi durumda g ye non-dejeneredir denir.

Bu tan¬ma göre g nin non-dejenere olmas¬için gerek ve yeter şart 8w 2 V için,

g (u;w) = 0 iken u = 0

olmas¬d¬r.

Tan¬m 2.3 3-boyutlu a�n uzay R3 de X = (x1; x2; x3) ve Y = (y1; y2; y3) iki

vektör olmak üzere; g : R3 � R3 ! R

g(X; Y ) = �x1y1 + x2y2 + x3y3

şeklinde indeksi 1 olan simetrik bilineer form tan¬mlans¬n. (R3, g) ye 3-boyutlu

Minkowski uzay¬denir.

Tan¬m 2.4 v 2 E31nf0g olmak üzere; e¼ger

3



i: g(v; v) > 0 ise, v spacelike (uzays¬) vektör

ii: g(v; v) < 0 ise, v timelike (zamans¬) vektör

iii: g(v; v) = 0 ise, v null veya lightlike (¬̧s¬ks¬) vektör
olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 2.5 v 2 E31nf0g olmak üzere; E31 uzay¬nda v vektörünün normu

jjvjj =
p
jg(v; v)j

olarak tan¬mlan¬r. jjvjj = 1 ise v vektörüne birim vektör denir.

Tan¬m 2.6 v, w 2 E31 olmak üzere; v ve w vektörleri diktir gerek ve yeter şart

g(v; v) = 0 olmas¬d¬r.

Tan¬m 2.7 � : I � R ! E31 bir e¼gri olsun. E¼ger � e¼grisinin 8s 2 I için h¬z

vektörü �0(s) s¬ras¬yla spacelike, timelike veya null vektör ise � e¼grisi s¬ras¬yla

spacelike, timelike veya null e¼gri olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 2.8 � : I � R! E31 bir e¼gri olsun.

i: � null bir e¼gri olmak üzere; e¼ger 8s 2 I için g(�00(s); �00(s)) = 1 şart¬

sa¼glan¬yorsa � e¼grisine pseudo yay parametresi ile parametrelendirilmi̧stir denir.

ii: � null olmayan bir e¼gri olmak üzere, e¼ger 8s 2 I için g(�0(s); �0(s)) =

�1 şart¬sa¼glan¬yorsa � e¼grisine yay uzunlu¼gu parametresi ile parametrelendirilmi̧stir

denir ([5]).

3- boyutlu Minkowski uzay¬E31 de fT;N;Bg � e¼grisi üzerinde hareketli

Frenet çat¬s¬ve fk1; k2g � e¼grisinin e¼grilik fonksiyonlar¬olsun. Burada T , N , B

s¬ras¬yla � e¼grisinin te¼get vektör alan¬, asli normal vektör alan¬, binormal vektör

alan¬d¬r.

Durum 2.1 E¼ger � e¼grisi E31 de spacelike veya timelike bir e¼gri ise Frenet den-

klemleri, 26664
T 0

N 0

B0

37775 =
26664

0 �2k1 0

��1k1 0 �3k2

0 ��2k2 0

37775
26664
T

N

B

37775 (2.1)

olarak verilir. Burada g(T; T ) = �1, g(N;N) = �2, g(B;B) = �3, �i 2 f�1; 1g,

�1:�2:�3 = �1; i 2 f1; 2; 3g dir.
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Ayr¬ca aşa¼g¬daki durumlar sa¼glan¬r.

g(T;N) = g(T;B) = g(N;B) = 0

E¼ger t parametresi ile verilen bir � : I � R ! E31 e¼grisi için g(
�
�;

�
�) = 0

ise
�
�
� =

d�

dt
dir.
�
� bir null e¼gri olarak adland¬r¬l¬r. g(

�
�;

�
�) = 0 eşitli¼ginin

diferansiyeli al¬n¬rsa g(
�
�;

��
�) = 0

�
��
� =

d2�

dt2
dir.
�
bulunur. Bunun anlam¬

��
� n¬n

Spf ��g? eleman¬olmas¬d¬r.

Tez çal¬̧smam¬zda,
�
�(t) ve

��
�(t) vektörlerini lineer ba¼g¬ms¬z kabul ettik

(yani � bir do¼gru olamaz). Bu durumda Spf ��g? = Spf ��; ���g? ve ��
� bir spacelike

vektör olur. E¼ger t = �(s)
d�

ds
= � 1��� ��� � ����

denkleminin bir çözümü ise v = � � �, jjv::jj = 1 eşitli¼gini sa¼glar. Bu durumda s;

� e¼grisinin pseudo-yay parametresi olarak adland¬r¬l¬r.

Kabul edelim ki, � null e¼grisi s pseudo-yay parametresi ile verilsin. Bu

durumda � Cartan null e¼gri olarak adland¬r¬l¬r. � Cartan null e¼grisinin Frenet

denklemleri aşa¼g¬daki gibidir.26664
T 0

N 0

B0

37775 =
26664
0 k1 0

k2 0 �k1
0 �k2 0

37775
26664
T

N

B

37775 (2.2)

E¼ger � bir do¼gru ise k1 = 0 olup, di¼ger tüm durumlarda k1(s) = 1 dir.

Özel olarak � Cartan null e¼grisinin e¼grilikleri k1 = 1; k2 = 0 ise � e¼grisine

null kübik e¼gri ad¬verilir. Ayr¬ca aşa¼g¬daki durumlar sa¼glan¬r.

g(T; T ) = g(B;B) = 0; g(N;N) = 1

g(T;N) = g(N;B) = 0; g(T;B) = 1

Tan¬m 2.9 P , E31 uzay¬n¬n bir alt uzay¬olsun. E¼ger

i: P üzerinde her s¬f¬rdan farkl¬vektör spacelike vektör ise P ye spacelike

altuzay,

ii: P üzerinde en az bir timelike vektör var ise P ye timelike altuzay,

iii: Di¼ger durumlarda P ye lightlike altuzay denir.
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Notasyon 2.1 Tez çal¬̧smam¬zda, � : I � R ! E31 ve �
� : I� � R ! E31

Minkowski 3-uzay¬nda tan¬ml¬ e¼griler olsun. fT;N;Bg ve fk1; k2g; � e¼grisinin

s¬ras¬yla Frenet çat¬s¬ve e¼grilik fonksiyonlar¬, s de � e¼grisinin yay uzunlu¼gu para-

metresi veya pseudo-yay uzunlu¼gu parametresi olarak al¬nacakt¬r. Benzer şekilde

fT �; N�; B�g ve fk�1; k�2g; �� e¼grisinin s¬ras¬yla Frenet çat¬s¬ ve e¼grilik fonksiy-

onlar¬ s� da �� e¼grisinin yay parametresi veya pseudo-yay parametresi olarak

al¬nacakt¬r.
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3. 3-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA CARTAN NULL

BERTRAND E¼GR·ILER·I

Bu bölümde 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda Cartan null Bertrand e¼grileri

incelenecek olup, bu bölüm için ana referans¬m¬z ([1]) ve ([3]) olacakt¬r. ·Ilk olarak

bu uzayda Cartan null Bertrand e¼gri tan¬m¬n¬verelim.

Tan¬m 3.1 � : I � R ! E31 Minkowski 3-uzay¬nda bir Cartan null e¼gri olsun.

E¼ger 8 s 2 I için, � e¼grisinin her � (s) noktas¬ndaki asli normali başka bir �� :

I� � R ! E31 e¼grisinin �
� (s�) = �� (f (s)) noktas¬ndaki asli normali ile lineer

ba¼g¬ml¬ise � e¼grisine Bertrand e¼grisi, �� e¼grisine de � e¼grisinin Bertrand eşlenik

e¼grisi denir. Burada f : I ! I� bir regüler C1 dönüşümüdür. Öyle ki, 8 s 2

I için � n¬n her �(s) noktas¬na �� ¬n bir ��(s�) = ��(f(s)) noktas¬ karş¬l¬k

gelmektedir.

� n¬n asli normal vektör alan¬(N), spacelike bir vektör alan¬oldu¼gundan

�� eşlenik e¼grisi Cartan null e¼gri, asli normali spacelike olan spacelike e¼gri ve bir

timelike e¼gri olabilir. Bu durumlar iki ayr¬alt başl¬kta incelenecektir.

3.1. Cartan Null Eşlenikli Cartan Null Bertrand E¼grileri

Cartan null Bertrand e¼grileri ilk olarak 2004 y¬l¬nda Balgetir, Bektaş ve Inoguchi

taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r ([3]). Bu çal¬̧smada Balgetir ve di¼gerleri Cartan null

Bertrand e¼grisinin eşleni¼gini Cartan null e¼gri alarak yukar¬da bahsetti¼gimiz üç

durumdan birini göz önüne alm¬̧slard¬r. Yap¬lan bu çal¬̧smada aşa¼g¬daki sonuçlar

elde edilmi̧stir.

Teorem 3.1 � : I � R ! E31 Cartan null bir e¼gri olsun. Bu durumda �

Bertrand e¼grisi ise � null geodezik veya k2 ikinci e¼grili¼gi sabit bir Cartan null

e¼gridir.

·Ispat. Kabul edelim ki, (�; ��) E31 de bir Bertrand e¼gri çifti olsun. Bu durumda

8 s� 2 I� ve 8 s 2 I için �� aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir.

�� (s�) = � (s) + �(s)N (s) (3.1)
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burada �(s) 6= 0 ve s� = s�(s) dir. (3.1) eşitli¼ginin s parametresine göre türevi

al¬n¬rsa

(��)0
ds�

ds
= T + �

0
N + � (k2T � k1B) (3.2)

elde edilir. (2.2) de verilen Frenet denklemleri kullan¬larak

T �f 0 = (1 + �k2)T + �
0
N � �k1B (3.3)

bulunur. (3.3) eşitli¼gi N ile çarp¬l¬rsa

�0 = 0

bulunur. Dolay¬s¬yla � 6= 0 ve � =sabittir. (3:3) tekrar düzenlenirse

T �f 0 = (1 + �k2)T � �k1B (3.4)

ve (3:4) kendisiyle çarp¬l¬rsa

k1 (1 + �k2) = 0

elde edilir. Buradan ise k1 = 0 veya k2 = �
1

�
=sabit oldu¼gu sonucuna var¬r¬z.

Durum 3.1 k1 = 0 d¬r. Bu durumda, � e¼grisi bir null geodeziktir. Bundan

dolay¬,

�(s) = �0 + sT

ifade edilir. Burada �0 sabit bir vektördür. Üstelik � n¬n Frenet çat¬s¬fT;N;Bg

sabit vektörlerden oluşan bir çat¬d¬r. Dolay¬s¬yla k2 = 0 d¬r. Böylece �� e¼grisi �

dan yaln¬zca bir öteleme ile farkl¬d¬r. Bu yüzden �; �� e¼grileri denktir. Bu du-

rumda iki e¼grinin Frenet vektörleri aras¬ndaki ilişki aşa¼g¬daki gibidir.

T � = �1T

N� = N

B� = ��11 B

�1 bir sabittir.

Durum 3.2 k2 = �
1

�
d¬r. Bu durumda, (3.4) den

T � = ��B

� = �k1
ds

ds�
6= 0

(3.5)
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ve
N� = N

B� = �s�1T

olarak elde edilir. (3.5) eşitli¼ginin türevi al¬n¬rsa

k�1N
�f 0 = ��0B � �1

�
N (3.6)

ve N ve N� lineer ba¼g¬ml¬olmas¬ndan dolay¬, �0 = 0 d¬r. Dolay¬s¬yla, � =sabit

ve (3.6) denklemini kullanarak

k�1 =
1

f 0

�
��
�

�
ve k�2 =

1

f 0

�
k1
�

�
elde edilir ve � =

1

f 0
�k1 eşitli¼ginden

k1k
�
1 = �

��
�

�2
ve k�2 = �k2 �

1

�

elde edilir. Teoremin tersinin ispat¬ise benzer şekilde gerçekleştirilir.

Sonuç 3.1 (�; ��) geodezik olmayan Cartan null bir Bertrand e¼gri çifti olsun. O

zaman e¼grilik fonksiyonlar¬aras¬ndaki ilişkiler aşa¼g¬daki gibi verilebilir.

k�1k2 = sabit > 0 ; k�2 = k2 = sabit 6= 0

Teorem (1:1), her Cartan null çat¬l¬helis e¼grilerinin (helix) bir Bertrand eşleni¼gini

meydana getirdi¼gini gösterir. Ayr¬ca sonucumuza göre Bertrand eşleni¼gi de bir

null helistir.

Örnek 3.1 � : I � R ! E31 bir null e¼gri olmak üzere, aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan-

s¬n.

�(s) = (
1

2
sinh(2s);

1

2
cosh(2s); s)

Buradan � e¼grisinin Frenet denklemleri ve e¼grilikleri,

T (s) = (cosh(2s); sinh(2s); 1)

N(s) = (sinh(2s); cosh(2s); 0)

B(s) = (�1
2
cosh(2s);�1

2
sinh(2s);

1

2
)

k1(s) = 1 , k2(s) = �1
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elde edilir ve det(T;�N;B) < 0 olup

s� = (
�2
�
s) (3.7)

olarak tan¬mlan¬rsa

��(s�) = (�1
2
sinh(2s);�1

2
cosh(2s); s)

elde edilir. Son eşitlikte (3.7) yerine yaz¬l¬rsa �� e¼grisini aşa¼g¬daki gibi elde ederiz.

��(s�) = (�1
2
sinh(��s�);�1

2
cosh(��s�); 1

2
�s�)

Buradan gerekli hesaplamalar yap¬l¬rsa

T �(s�) = ��B(s)

N�(s�) = N(s)

B�(s�) = ���1T (s)

k�1(s
�) =

�2

2
; k�2(s

�) = �1

elde edilir.

Yukar¬da verilen Cartan null e¼gri (k¬rm¬z¬ renkte) ve onun Cartan null

Bertrand eşleni¼gi (mavi renkte) e¼grilerin gra�kleri aşa¼g¬daki şekilde verilmi̧stir.

1 0

0

1 0

1 0

0

1 0

21012

Şekil-1.
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Bu e¼grilerin null koni ile birlikte gra�kleri de aşa¼g¬daki şekilde verilmi̧stir.

Şekil-2.

3.2. Null Olmayan Eşlenikli Cartan Null Bertrand E¼grileri

Teorem 3.2 � : I � R ! E31 e¼grisi s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ k1; k2
olan Cartan null bir e¼gri olsun. Bu durumda � n¬n bir Bertrand e¼grisi olmas¬

için gerek ve yeter şart aşa¼g¬daki şartlar¬n sa¼glanmas¬d¬r.

(i) �; h 2 R,

h < 0; 1 + �k2 = �h�k1; k2 � h�k1 6= 0; k2 + hk1 6= 0 (3.8)

Bu durumda ��eşlenik e¼grisi, E31 de bir timelike e¼gridir.

(ii) �; h 2 R,

h > 0; 1 + �k2 = �h�k1; k2 � h�k1 6= 0; k2 + hk1 6= 0 (3.9)

Bu durumda ��eşlenik e¼grisi, E31 de asli normali spacelike olan spacelike

bir e¼gridir.

·Ispat. � : I � R ! E31 e¼grisi s¬f¬rdan farkl¬e¼grilik fonksiyonlar¬k1; k2 ve asli

normal vektörü N olan bir Cartan null e¼gri olsun. Kabul edelim ki, �� e¼grisi �

e¼grisinin s� parametresine göre kendisinden başka Bertrand eşlenik e¼grisi olsun.

� e¼grisinin asli normal vektörü N spacelike veya timelike vektör oldu¼gun-

dan,
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(i) �� e¼grisi asli normal vektörü N� olan timelike bir e¼gri olsun. Bu du-

rumda 8 s� 2 I� ve 8 s 2 I için �� aşa¼g¬daki gibi yazabiliriz.

��(s�) = ��(f(s)) = �(s) + �(s)N(s) (3.10)

(3.10) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet denklemleri

kullan¬l¬rsa

T �f 0 = (1 + �k2)T + �
0N � �k1B (3.11)

eşitli¼gi elde edilir. (3.11) eşitli¼gi N ile çarp¬l¬rsa

�0 = 0

bulunur. Dolay¬s¬yla � s¬f¬rdan farkl¬bir sabittir. Buna göre, (3.11) denklemi

yeniden düzenlenirse

T �f 0 = (1 + �k2)T � �k1B (3.12)

olarak bulunur. (3.12) kendisi ile çarp¬l¬rsa

(f 0)2 = 2�k1 (1 + �k2) (3.13)

elde edilir. (3.12) denkleminde

� =
1 + �k2
f 0

ve 
 =
��k1
f 0

(3.14)

(3.14) yerine yaz¬l¬rsa

T � = �T + 
B (3.15)

sa¼glan¬r. (3:15) denkleminin s parametresine göre türevi al¬n¬r ve (2.1) de verilen

Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

k�1N
�f 0 = �0T + (�k1 � 
k2)N + 
0B (3.16)

elde edilir. (3.16) kendisiyle çarp¬l¬rsa

�0 = 0 ve �0 = 0 (3.17)

bulunur. 
 6= 0 oldu¼gundan 1 + �k2 = �h�k1 olur. Buradan, h =
1 + �k2
��k1

=
�



yazabiliriz. (3.17) denklemi (3.16) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

k�1N
�f 0 = (�k1 � 
k2)N (3.18)
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elde edilir. (3.18) eşitli¼gi kendisiyle çarp¬larak (3.13) ve (3.14) kullan¬l¬rsa

(f 0)2 (k�1)
2 =

� (k2 � hk1)2

2h
(3.19)

sa¼glan¬r. Buradan, k2 � hk1 6= 0 ve h < 0 d¬r. E¼ger u =
�k1 � 
k2
f 0k�1

yaz¬l¬rsa

N� = uN (3.20)

elde edilir. (3.20) eşitli¼ginin s parametresine göre türevi al¬narak, (2.1) ve (2.2)

de verilen Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

k�2

�
1 + �k2
f 0

T � �k1
f 0
B

�
f 0 � k�1B�f 0 = u0N + uk2T � uk1B

bulunur. Son eşitlik N ile çarp¬l¬rsa u0 = 0 olup u s¬f¬rdan farkl¬bir sabit oldu¼gu

sonucuna var¬r¬z. Böylece son eşitlikten

k�2B
�f 0 = uk2T � uk1B � k�1T �f 0 (3.21)

yazabiliriz ve (3.12) kullan¬larak (3.21) tekrar yaz¬l¬rsa

k�2B
�f 0 = P (s)T +Q(s)B

sa¼glan¬r. Buradan,

P (s) =
�k1 (k2 � hk1) (k2 + hk1)

2 (f 0)2 k�1

Q(s) =
��k1 (k2 � hk1) (k2 + hk1)

2h (f 0)2 k�1

olup eşitlikler ise k2 + hk1 6= 0 oldu¼gunu ispatlar.

Tersine kabul edelim ki, � (3.8) şartlar¬n¬sa¼glayan e¼grilikleri s¬ras¬yla k1 6=

0; k2 olan Cartan null bir e¼gri olsun. �; h 2 R olmak üzere, �� e¼grisini aşa¼g¬daki

gibi tan¬mlayabiliriz.

��(s�) = �(s) + �(s)N(s) (3.22)

(3.22) eşitli¼ginin s ye göre türevi al¬narak, (2.1) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

d��

ds
= �

0
(s) + �

0
(s)N(s) + �(s)N

0
(s) (3.23)

bulunur. (3.23) eşitli¼gi N ile çarp¬l¬rsa

�
0
= 0
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olup, � s¬f¬rdan farkl¬ bir sabit oldu¼gu sonucuna var¬r¬z. Bu durum (3.23) de

yerine yaz¬l¬rsa
d��

ds
= ��k1(hT +B) (3.24)

elde edilir. Böylece

f 0 =

s����g�d��ds ; d��ds
����� = m1�k1

p
�2h

buradan m1 = �1; öyle ki m1�k1 > 0 d¬r. Buradan, (3.24) yeniden yaz¬l¬rsa

T � =
�m1p
�2h

(hT +B)

g(T �; T �) = �1
(3.25)

elde edilir.(3.25) denkleminin türevi al¬n¬r ve (2.1) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

dT �

ds�
=
m1(k2 � hk1)
f 0
p
�2h

N

bulunur. Son eşitlikten

k�1 =





dT �ds�





 = m2(k2 � hk1)
f 0
p
�2h

(3.26)

yaz¬l¬r. Buradan m2 = �1; öyle ki m2(k2�hk1) > 0 d¬r. Şimdi ise N� ¬aşa¼g¬daki

gibi yazabiliriz.

N� = m1m2N (3.27)

(3.27) denkleminin türevi al¬narak, (3.25) ve (3.26) kullan¬l¬rsa

f 0
dN�

ds�
= m1m2N

0

dN�

ds�
� k�1T � =

m1m2(k2 + hk1)

2hf 0
(hT �B)

elde edilir. Buradan,

k�2 = g

�
dN�

ds�
;
dN�

ds�

�
=
m3(k2 + hk1)

f 0
p
�2h

yazabiliriz ve m3 = �1; öyle ki m3(k2 + hk1) > 0 d¬r. Böylece, B� ¬aşa¼g¬daki

şekilde yazabiliriz.

B� =
m1m2m3

p
�2h

2
(T � 1

h
B)

g(B�; B�) = 1

14



O zaman �� bir timelike e¼gri ve � n¬n bir Bertrand eşleni¼gidir. Böylece � bir

Bertrand e¼gridir.

(ii) �� e¼grisi asli normal vektörü spacelike olan spacelike bir e¼gri olsun.

Bu durumda 8 s� 2 I� ve 8 s 2 I için �� aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir.

��(s�) = �(s) + �(s)N(s) (3.28)

(3.28) denkleminde s parametresine göre türevi al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa

T �f 0 = (1 + �k2)T + �
0N � �k1B (3.29)

eşitli¼gi elde edilir. (3.29) N ile çarp¬l¬rsa

�0 = 0 (3.30)

bulunur. Dolay¬s¬yla � s¬f¬rdan farkl¬bir sabittir. Buna göre, (3.30) denklemi

(3.29) de yerine yaz¬l¬rsa

T �f 0 = (1 + �k2)T � �k1B (3.31)

elde edilir. (3.31) kendisi ile çarp¬l¬rsa

(f 0)2 = �2�k1 (1 + �k2) (3.32)

bulunur. (3.31) eşitli¼ginden

� =
1 + �k2
f 0

ve 
 =
��k1
f 0

(3.33)

sa¼glan¬r ve (3:33) eşitli¼gi (3:31) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

T � = �T + 
B (3.34)

elde edilir. (3:34) denkleminin s parametresine göre türevi al¬narak, (2.1) ve (2.2)

de verilen Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

k�1N
�f 0 = �0T + (�k1 � 
k2)N + 
0B (3.35)

elde edilir. (3.35) kendisiyle çarp¬l¬rsa

�0 = 0 ve 
0 = 0 (3.36)
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 6= 0 oldu¼gundan 1 + �k2 = �h�k1 dir. Buradan h =
1 + �k2
��k1

=
�



yaz¬l¬r.

(3.36) denklemi (3.35) de yerine yaz¬l¬rsa

k�1N
�f 0 = (�k1 � 
k2)N (3.37)

bulunur. (3.37) kendisiyle çarp¬larak (3.34) ve (3.36) kullan¬l¬rsa

(f 0)2 (k�1)
2 =

� (k2 � hk1)2

2h
(3.38)

elde edilir. Öyle ki, k2 � hk1 6= 0 ve h > 0 d¬r: E¼ger u =
�k1 � 
k2
f 0k�1

denilirse

N� = uN (3.39)

yaz¬l¬r. (3.39) denkleminin s ye göre türevi al¬n¬r, (2.1) ve (2.2) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa

�k�1
�
1 + �k2
f 0

T � �k1
f 0
B

�
f 0 � k�2B�f 0 = u0N + uk2T � uk1B

sa¼glan¬r. Son eşitlik N ile çarp¬l¬rsa, u0 = 0 bulunur. Buradan u s¬f¬rdan farkl¬

bir sabittir. O halde son eşitlikten

�k�2B�f 0 = uk2T � uk1B + k�1T �f 0 (3.40)

elde edilir. (3.40) eşitli¼ginde (3.34) yerine yaz¬l¬rsa

k�2B
�f 0 = P (s)T +Q(s)B

sa¼glan¬r. Buradan,

P (s) = � (uk2 + (1 + �k2) k�1)

Q(s) = uk1 � (�k1) k�1
olup, eşitlikler ise k2 + hk1 6= 0 oldu¼gunu ispatlar.

Tersine, kabul edelim ki � (3.29) şartlar¬n¬ sa¼glayan e¼grilikleri s¬ras¬yla

k1 6= 0; k2 olan s parametresine göre Cartan null bir e¼gri olsun. �; h 2 R olmak

üzere �� e¼grisini aşa¼g¬daki gibi tan¬mlayabiliriz.

��(s�) = �(s) + �(s)N(s) (3.41)

(3.41) denkleminin s parametresine göre türevi al¬n¬r ve (2.2) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa

d��

ds
= �

0
(s) + �

0
(s)N(s) + �(s)N

0
(s) (3.42)
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elde edilir. (3.42) eşitli¼gi N ile çarp¬l¬rsa

�
0
= 0 (3.43)

bulunur ve buradan � s¬f¬rdan farkl¬bir sabittir. (3.43) eşitlli¼gi (3.42) eşitli¼ginde

yerine yaz¬l¬rsa
d��

ds
= ��k1(hT +B) (3.44)

elde edilir. Buradan m1 = �1; öyle ki m1�k1 > 0 dir. (3.44) eşitli¼gi yeniden

yaz¬l¬rsa

T � =
m1p
�2h

(hT +B) (3.45)

sa¼glan¬r. (3.45) denkleminin s ye göre türevi al¬n¬r ve (2.2) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa

f 0
dT �

ds�
=

�
m1p
�2h

�0
(hT +B) +

�
m1p
�2h

�
(h0T + hT 0 +B0)

dT �

ds�
=
�m1(k2 � hk1)
f 0
p
�2h

N

bulunur. Son eşitlikten,

k�1 =





dT �ds�





 = m2(k2 � hk1)
f 0
p
�2h

(3.46)

elde edilir. Buradan m2 = �1; öyle ki m2(k2 � hk1) > 0:d¬r. Şimdi biz N� ¬şu

şekilde yazabiliriz.

N� = m1m2N (3.47)

(3.47) denkleminin s parametresine göre türevi al¬narak, (3.45) ve (3.46) kul-

lan¬l¬rsa

f 0
dN�

ds�
= m1m2N

0

dN�

ds�
� k�1T � =

m1m2(k2 + hk1)

2hf 0
(hT �B)

k�2 = g

�
dN�

ds�
;
dN�

ds�

�
=
m3(k2 + hk1)

f 0
p
�2h

bulunur ve buradam3 = �1; öyle ki m3(k2+hk1) > 0 d¬r. O halde B� ¬şu şekilde

yazabiliriz.

B� =
m1m2m3

p
�2h

2
(T � 1

h
B)
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O zaman �� asli normali spacelike olan spacelike e¼gri ve � n¬n bir Bertrand

eşleni¼gidir. Böylece � bir Bertrand e¼grisidir.

Aşa¼g¬daki sonuçlarda Cartan Null Bertrand E¼grisinin Frenet vektörleri ve

e¼grilik fonksiyonlar¬ile Bertrand eşlenik e¼grisi aras¬ndaki ili̧skiler verilmi̧stir.

Sonuç 3.2 � : I � R ! E31 Frenet çat¬s¬fT;N;Bg ve e¼grilikleri k1; k2 olan bir

Cartan null Bertrand e¼grisi olsun. �� : I � R ! E31 Frenet çat¬s¬fT �; N�; B�g

ve k�1; k
�
2 e¼grilikli � n¬n Bertrand eşlenik e¼grisi �

� bir timelike e¼gri olmak üzere �

ve �� ¬n e¼grilikleri;

k�1 =
� (k2 � h)
(f 0)2

(3.48)

k�2 =
1

(f 0)3

q
2
�
h� (�k2 � h�) + k2 (f 0)2

� �
� (�k2 � h�)� (f 0)2

�
(3.49)

ve

T � =

�
�h�
f 0

�
T �

�
�

f 0

�
B (3.50)

N� = N (3.51)

B� =

0@ h� (�k2 � h�) + k2 (f 0)2q
2
�
h� (�k2 � h�) + k2 (f 0)2

� �
� (�k2 � h�)� (f 0)2

�
1AT +

0@ � (�k2 � h�)� (f 0)2q
2
�
h� (�k2 � h�) + k2 (f 0)2

� �
� (�k2 � h�)� (f 0)2

�
1AB (3.52)

(f 0)2 = �2�2h ve 1 + �k2 = �h�; h < 0; � 6= 0 d¬r.
·Ispat. Kabul edelim ki � e¼grisi, E31 de Cartan null Bertrand bir e¼gri ve �

� e¼grisi

timelike bir e¼gri olsun. Bu durumda 8 s� 2 I� ve 8 s 2 I için �� ¬aşa¼g¬daki gibi

yaz¬labiliriz.

�� (s�) = � (s) + �N (s) (3.53)

(3.53) eşitli¼ginin s parametresine göre türevi al¬n¬r ve (2.2) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa

T �f
0
= (1 + �k2)T + �

0
N � �B (3.54)
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elde edilir. (3.54) denklemi N� ile çarp¬l¬rsa

�
0
= 0 (3.55)

bulunur. Dolay¬s¬yla � s¬f¬rdan farkl¬ bir sabittir. Buna göre (3.55) denklemi

(3.54) de yerine yaz¬l¬rsa

T �f
0
= (1 + �k2)T � �B (3.56)

bulunur. (3.56) eşitli¼gi kendisi ile çarp¬l¬rsa

f
0
=
p
2�(1 + �k2) (3.57)

elde edilir. (3.56) eşitli¼ginden

T � =
(1 + �k2)

f 0
T � �

f 0
B

elde edilir. 1 + �k2 = �h� d¬r ve son eşitlikte yerine yaz¬l¬rsa

T � =
�h�
f 0
T � �

f 0
B (3.58)

elde edilir. (3.58) eşitli¼ginin s parametresine göre türevi al¬n¬rsa

k�1N
�f

0
=

�
�h�
f 0

�0

T +

�
�k2 � h�
f 0

�
N +

�
� �
f 0

�0

B (3.59)

bulunur ve g(N;N�) = 1 kullan¬larak (3.59) denklemi N ile çarp¬l¬rsa

k�1 =
�k2 � h�
(f 0)2

(3.60)

elde edilir. (3.59) denklemi kullan¬larak,
�
�h�
f 0

�0

= 0;

�
� �
f 0

�0

= 0 olup (3.59)

de yerine yaz¬l¬rsa

k�1N
�f

0
=

�
�k2 � h�
f 0

�
N (3.61)

ve (3.60) eşitli¼gi (3.61) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

N� = N (3.62)

kolayca elde edilir. (3.62) denkleminin s parametresine göre türevi al¬n¬rsa

k�2B
�f

0
=

�
(�k2 � h�)h�

(f 0)2
+ k2

�
T +

�
(�k2 � h�)�

(f 0)2
� 1
�
B (3.63)
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bulunur. (3.63) eşitli¼gi kendisi ile çarp¬l¬rsa

k�22 =
1

(f 0)2
2

�
(�k2 � h�)h�

(f 0)2
+ k2

��
(�k2 � h�)�

(f 0)2
� 1
�

(3.64)

elde edilir. (3.63) denkleminden B� çekilirse

B� =
1

k�2f
0

�
(�k2 � h�)h�

(f 0)2
+ k2

�
T +

1

k�2f
0

�
(�k2 � h�)�

(f 0)2
� 1
�
B (3.65)

bulunur. Ayr¬ca (3.64) eşitli¼gi (3.65) eşitli¼ginde yerine yaz¬larak düzenlenirse

B� =

0@ h� (�k2 � h�)� k2 (f 0)2q
�2
�
h� (�k2 � h�)� k2 (f 0)2

� �
� (�k2 � h�) + (f 0)2

�
1AT +

0@ � (�k2 � h�) + (f 0)2q
�2
�
h� (�k2 � h�)� k2 (f 0)2

� �
� (�k2 � h�) + (f 0)2

�
1AB (3.66)

elde edilir.

Örnek 3.2 � : I � R! E31 de bir Cartan null e¼gri düşünelim.

�(s) = (sinh s; cosh s; s)

ve � n¬n Frenet çat¬s¬n¬ve e¼griliklerini aşa¼g¬daki gibi yazabiliriz.

T = (cosh s; sinh s; 1)

N = (sinh s; cosh s; 0)

B =

�
�cosh s

2
;�sinh s

2
;
1

2

�
k1(s) = 1 ; k2(s) =

1

2

E¼ger Teorem (3:1) de h = �3
2
ve � = 1 yerleştirilirse, �� e¼grisini aşa¼g¬daki

gibi elde ederiz.

��(s) = �(s) +N(s) = (2 sinh s; 2 cosh s; s)

Buradan uygun hesaplamalar yap¬l¬rsa

T � =

�
2 cosh sp

3
;
2 sinh sp

3
;
1p
3

�
N� = (sinh s; cosh s; 0)

B� =

�
�cosh sp

3
;�sinh sp

3
;� 2p

3

�
k�1 =

2

3
; k�2 =

1

3
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elde edilir. Buradan �� ¬n, � n¬n bir timelike Bertrand eşlenik e¼grisi oldu¼gu

kolayca görülebilir.

Yukar¬da verilen Cartan null e¼gri (k¬rm¬z¬renkte) ve onun timelike Bertrand

eşleni¼gi (mavi renkte) e¼grilerin gra�kleri aşa¼g¬daki şekilde verilmi̧stir.

10

5

0

5

10
2

4
6

8
10

202

Şekil-3.

Bu e¼grilerin null koni ile birlikte gra�kleri de aşa¼g¬daki şekilde verilmi̧stir.

Şekil-4.

Sonuç 3.3 � : I � R! E31 Frenet çat¬s¬fT;N;Bg ve e¼grilikleri k1; k2 olan bir

Cartan null Bertrand e¼grisi olsun. �� : I � R ! E31 Frenet çat¬s¬fT �; N�; B�g

ve k�1; k
�
2 e¼grilikli � n¬n asli normali spacelike olan bir spacelike Bertrand eşlenik

e¼grisi olmak üzere � ve �� ¬n e¼grilikleri;
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k�1 =
� (k2 � h)
(f 0)2

(3.67)

k�2 =
1

(f 0)2

q
�2
�
h� (�k2 � h�)� k2 (f 0)2

� �
� (�k2 � h�) + (f 0)2

�
(3.68)

ve

T � =

�
(h�)

f 0

�
T �

�
�

f 0

�
B (3.69)

N� = N (3.70)

B� =

0@ h� (�k2 � h�)� k2 (f 0)2q
�2
�
h� (�k2 � h�)� k2 (f 0)2

� �
� (�k2 � h�) + (f 0)2

�
1AT +

0@ � (�k2 � h�) + (f 0)2q
�2
�
h� (�k2 � h�)� k2 (f 0)2

� �
� (�k2 � h�) + (f 0)2

�
1AB (3.71)

(f 0)2 = 2�2h ve 1 + �k2 = �h�; h > 0; � 6= 0 d¬r.
·Ispat. Kabul edelim ki, � e¼grisi E31 de Cartan null bir Bertrand e¼gri ve �

� e¼grisi

asli normal vektörü spacelike olan spacelike bir e¼gri olsun. Bu durumda 8 s� 2 I�

ve 8 s 2 I için �� aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir.

�� (s�) = � (s) + �N (s) (3.72)

(3.72) eşitli¼ginin s parametresine göre türevi al¬n¬r ve (2.2) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa

T �f
0
= (1 + �k2)T + �

0
N � �B (3.73)

elde edilir. (3.73) denklemi N� ile çarp¬l¬rsa

�
0
= 0 (3.74)

bulunur. Dolay¬s¬yla � s¬f¬rdan farkl¬ bir sabittir. Buna göre (3.74) denklemi

(3.73) de yerine yaz¬l¬rsa

T �f
0
= (1 + �k2)T � �B (3.75)
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sa¼glan¬r ve (3.75) eşitli¼gi kendisi ile çarp¬l¬rsa

f
0
=
p
�2�(1 + �k2) (3.76)

elde edilir. (3.75) eşitli¼ginden

T � =
(1 + �k2)

f 0
T � �

f 0
B

ve 1 + �k2 = �h� yaz¬larak son eşitlikte düzenlenirse

T � =
�h�
f 0
T � �

f 0
B (3.77)

elde edilir.(3.77) eşitli¼ginin s parametresine göre türevi al¬n¬rsa

k�1N
�f

0
=

�
�h�
f 0

�0

T +

�
�k2 � h�
f 0

�
N +

�
� �
f 0

�0

B (3.78)

bulunur. g(N;N�) = 1 kullan¬larak, (3.78) denklemi N ile çarp¬l¬rsa

k�1 =
�k2 � h�
(f 0)2

(3.79)

ve (3.78) kullan¬larsa
�
�h�
f 0

�0

= 0 ,
�
� �
f 0

�0

= 0 elde edilir. (3.78) denkleminde

yerine yaz¬l¬rsa

k�1N
�f

0
=

�
�k2 � h�
f 0

�
N (3.80)

ve (3.79) denklemi (3.80) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

N� = N (3.81)

bulunur. (3.81) denkleminin s parametresine göre türevi al¬n¬rsa

k�2B
�f

0
=

�
(�k2 � h�)h�

(f 0)2
� k2

�
T +

�
(�k2 � h�)�

(f 0)2
+ 1

�
B (3.82)

elde ediler ve (3.82) eşitli¼gi kendisi ile çarp¬l¬rsa

k�22 = �
1

(f 0)2
2

�
(�k2 � h�)h�

(f 0)2
� k2

��
(�k2 � h�)�

(f 0)2
+ 1

�
(3.83)

bulunur. (3.82) denkleminden B� çekilirse

B� =
1

k�2f
0

�
(�k2 � h�)h�

(f 0)2
� k2

�
T +

1

k�2f
0

�
(�k2 � h�)�

(f 0)2
+ 1

�
B (3.84)
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elde edilir. Ayr¬ca (3.83) eşitli¼gi, (3.84) de yerine yaz¬larak düzenlenirse

B� =

0@ h� (�k2 � h�)� k2 (f 0)2q
�2
�
h� (�k2 � h�)� k2 (f 0)2

� �
� (�k2 � h�) + (f 0)2

�
1AT +

0@ � (�k2 � h�) + (f 0)2q
�2
�
h� (�k2 � h�)� k2 (f 0)2

� �
� (�k2 � h�) + (f 0)2

�
1AB

bulunur.

Örnek 3.3 �Ornek (3:2) deki � : I � R! E31 de bir Cartan null e¼grisi için e¼ger

Sonuç (3:1) de h = 3=2 ve � = �1=2 yerleştirilirse, �� aşa¼g¬daki gibi tan¬mlaya-

biliriz.

��(s) = �(s)� 1
2
N(s) =

�
sinh s

2
;
cosh s

2
; s

�
Buradan uygun hesaplamalar yap¬l¬rsa

T � =

�
cosh sp
3
;
sinh sp
3
;
2p
3

�
N� = (sinh s; cosh s; 0)

B� =

�
�2 cosh sp

3
;�2 sinh sp

3
;� 1p

3

�
k�1 =

2

3
; k�2 =

4

3

e¼grinin bir �� spacelike Bertrand eşlenik e¼grisi oldu¼gu kolayca görülebilir.

Yukar¬da verilen Cartan null e¼gri (k¬rm¬z¬renkte) ve onun spacelike Bertrand

eşleni¼gi (mavi renkte) e¼grilerin gra�kleri aşa¼g¬daki şekilde verilmi̧stir.

5

0

5

1
2

3
4

5

2
0

2

Şekil-5.
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Bu e¼grilerin null koni ile birlikte gra�kleri de aşa¼g¬daki şekilde verilmi̧stir.

Şekil-6.

25



4. 3-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA SPACELIKE

BERTRAND E¼GR·ILER·I

Bu bölümde 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda spacelike Bertrand e¼grileri

incelenecektir. ·Ilk olarak bu uzayda spacelike Bertrand e¼gri tan¬m¬n¬verelim.

Spacelike e¼grilerin E31 de Bertrand e¼grileri olmas¬için gerekli ve yeterli koşullar¬

elde ederek ilgili örnekleri verilecektir.

Tan¬m 4.1 � : I � R ! E31 Minkowski 3-uzay¬nda k1(s) 6= 0 spacelike bir

Bertrand e¼gri olsun. E¼ger 8 s 2 I için, � e¼grisinin her � (s) noktas¬ndaki asli

normali başka bir �� : I� � R! E31 e¼grisinin �
� (s�) = �� (f (s)) noktas¬ndaki asli

normali ile lineer ba¼g¬ml¬ise � e¼grisine Bertrand e¼grisi, �� e¼grisine de � e¼grisinin

Bertrand eşlenik e¼grisi denir. Burada f : I ! I� bir regüler C1 dönüşümüdür.

Öyle ki, 8 s 2 I için � n¬n her �(s) noktas¬na �� ¬n bir ��(s�) = ��(f(s)) noktas¬

karş¬l¬k gelmektedir.

� n¬n asli normal vektör alan¬N spacelike veya timelike olabilece¼ginden

�� eşlenik e¼grisi Cartan null e¼gri, non-null e¼gri olabilir. Bu durumlar iki ayr¬alt

başl¬kta incelenecektir.

4.1. Null Olmayan Eşlenikli Spacelike Bertrand E¼grileri

Teorem 4.1 � : I � R ! E31 e¼grisi s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ k1; k2
ve asli normali spacelike olan spacelike bir e¼gri olsun. Bu durumda � n¬n bir

Bertrand e¼grisi olmas¬için gerek ve yeter şart aşa¼g¬daki şartlar¬n sa¼glanmas¬d¬r.

(i) �; h 2 R,

h2 < 1; 1� �k1 = �h�k2; k2 � hk1 6= 0; hk2 � k1 6= 0 (4.1)

Bu durumda ��eşlenik e¼grisi, E31 de bir timelike e¼gridir.

(ii) �; h 2 R,

h2 > 1; 1� �k1 = �h�k2; k2 � hk1 6= 0; hk2 � k1 6= 0 (4.2)

Bu durumda ��eşlenik e¼grisi, E31 de asli normali spacelike olan spacelike

bir e¼gridir.
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·Ispat. � : I � R ! E31 e¼grisi s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ k1; k2 ve

asli normal vektörü N spacelike olan bir spacelike e¼gri olsun. Kabul edelim ki,

�� e¼grisi � e¼grisinin s� parametresine göre kendisinden başka Bertrand eşlenik

e¼grisi olsun. � e¼grisinin asli normal vektörü N spacelike veya timelike vektör

oldu¼gundan,

(i) �� e¼grisi, asli normal vektörü N� olan timelike bir e¼gri olsun. Bu

durumda 8 s� 2 I� ve 8 s 2 I için �� ¬aşa¼g¬daki gibi yaz¬labiliriz.

��(s�) = ��(f(s)) = �(s) + �(s)N(s) (4.3)

(4.3) denkleminde s parametresine göre türev al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa

T �f 0 = (1� ��1k1)T + �
0
N + ��3k2B (4.4)

elde edilir. (4.4) denklemi N ile çarp¬l¬rsa

�0 = 0 (4.5)

bulunur. Dolay¬s¬yla � s¬f¬rdan farkl¬bir sabittir. Buna göre, (4.5) denklemi (4.4)

de yerine yaz¬l¬rsa

T �f 0 = (1� ��1k1)T + ��3k2B (4.6)

elde edilir. (4.6) denklemi kendisiyle çarp¬l¬rsa

(f 0)
2
= (1� ��1k1)

2 + (��3k2) (4.7)

bulunur. (4.6) eşitli¼gi düzenlenerek tekrar yaz¬l¬rsa

T � =

�
1� ��1k1

f 0

�
T +

�
��3k2
f 0

�
B (4.8)

elde edilir. (4.8) denkleminden

� =

�
1� ��1k1

f 0

�
ve 
 =

�
��3k2
f 0

�
(4.9)

bulunur ve (4.9) denklemi (4.8) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

T � = �T + 
B (4.10)
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elde edilir. (4.10) denkleminin türevi al¬nar ve (2.1) de verilen Frenet denklemleri

kullan¬l¬rsa

f 0k�1N
� = �0T + (��2k1 � 
�2k2)N + 
0B (4.11)

bulunur. (4.11) denklemi kendisiyle çarp¬l¬rsa

�0 = 0 ve 
0 = 0 (4.12)

olur. Öyle ki, 
 6= 0; 1 � �k1 = �h�k2 dir. Buradan h =
�



bulunur ve (4:12)

denklemi (4:11) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

��2f
0k�1N

� = (��2k1 � 
�2k2)N (4.13)

elde edilir. (4.13) denklemi kendisiyle çarp¬larak (4.7) ve (4.9) eşitlikleri kul-

lan¬l¬rsa

��2 (f
0)
2
(k�1)

2 =
(k2 � hk1)2

1� h2 (4.14)

elde edilir. Buradan k2�hk1 6= 0 ve h2 < 1 dir. E¼ger u =
(��2k1 � 
�2k2)

��2f
0k�1

ifadesi

(4.13) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

N� = uN (4.15)

elde edilir. (4.15) eşitli¼ginin s parametresine göre türevi al¬n¬r ve (2.1) de verilen

Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

���1f 0k�1T � + ��3f 0k�2B� = u0N + (��1k1T + �3k2B)

yaz¬l¬r. Son eşitlik N ile çarp¬l¬rsa

u0 = 0

bulunur. Buradan, u s¬f¬rdan farkl¬bir sabittir. Dolay¬s¬yla son eşitli¼gimiz düzen-

lenirse

��3f
0k�2B

� = u (��1k1T + �3k2B) + ��1f 0k�1T � (4.16)

elde edilir. (4.8) denklemini kullanarak, (4.16) eşitli¼gi yeniden yaz¬l¬rsa

��3f
0k�2B

� = P (s)T +Q(s)B (4.17)
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sa¼glan¬r. Buradan

P (s) = � (u�1k1 � ��1k�1 (1� ��1k1))

Q(s) = u�3k2 + �
�
1k
�
1 (��3k2)

olup, bu eşitlikler ise hk2 � k1 6= 0 oldu¼gunu gösterir.

Tersine kabul edelim ki, � e¼grisi e¼grilikleri s¬f¬rdan farkl¬k1; k2, asli normali

spacelike olan ve (4.1) şartlar¬n¬ sa¼glayan bir spacelike e¼gri olsun. �� e¼grisini

aşa¼g¬daki gibi tan¬mlayabiliriz.

��(s�) = �(s) + �(s)N(s) (4.18)

(4.18) denkleminin s parametreine göre türevi al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa
d��

ds
= ��k2 [hT +B] (4.19)

bulunur.

f 0 =

s����g�d��ds ; d��ds
����� = m1�k2

p
1� h2

ve buradan m1 = �1; öyle ki m1�k2 > 0 d¬r. (4.19) denklemi yeniden yaz¬l¬rsa

T � =
�m1p
1� h2

[hT +B]

g(T �; T �) = ��1 = �1
(4.20)

(4.20) denkleminin s parametresine göre türevi al¬narak, (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa

dT �

ds�
= �m1(hk1 � k2)

f 0
p
1� h2

N (4.21)

elde edilir. (4.21) denkleminden

k�1 =





dT �ds�





 = m2(hk1 � k2)
f 0
p
1� h2

(4.22)

bulunur. Buradan m2 = �1; öyle ki m2(hk1 � k2) > 0 d¬r. Şimdi N� ¬şu şekilde

yazabiliriz.

N� = �m1m2N

g(N�; N�) = ��2 = 1
(4.23)

(4.23) denkleminin s parametresine göre türevi al¬narak, (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa

dN�

ds�
=
m1m2 (k1 � hk2)
(f 0)2 (1� h2)

[T + hB] +
k�1T

�

f 0
(4.24)
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elde edilir. (4.20) denklemi (4.24) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

k�2 = g

�
dN�

ds�
;
dN�

ds�

�
=
m3 (k1 � hk2)
f 0
p
1� h2

bulunur. Buradan m3 = �1; öyle ki m3 (k1 � hk2) > 0 d¬r. B� ise şu şekilde

tan¬mlan¬r.
B� =

m1m2m3

(1� h2) [T + hB]

g(B�; B�) = ��3 = 1
(4.25)

O zaman �� timelike bir e¼gri ve � n¬n Bertrand eşlenik e¼grisidir. Böylece � bir

Bertrand e¼gridir.

4.2. Cartan Null Eşlenikli Spacelike Bertrand E¼grileri

Teorem 4.2 � : I � R ! E31 de asli normali spacelike ve e¼grilikleri k1; k2 6= 0

bir birim h¬zl¬spacelike bir e¼gri olsun. � n¬n Bertrand e¼grisi olmas¬için gerekli

ve yeterli şart � 2 R; h = �1 olmak üzere, aşa¼g¬daki şartlar¬n sa¼glanmas¬d¬r.

1� �k1 = h�k2

ve

hk1 + k2 6= 0

d¬r. Bu durumda �� Bertrand eşlenik e¼grisi bir Cartan null e¼gridir.

·Ispat. Kabul edelim ki, � s parametresine göre asli normali spacelike olan bir

spacelike e¼gri ve �� s� parametresi ile Cartan nul Betrand eşlenik e¼grisi olsun.

Bu durumda 8 s� 2 I� ve 8 s 2 I için, �� aşa¼g¬daki şekilde yaz¬labilir.

��(s�) = �(s) + �(s)N(s) (4.26)

(4.26) denkleminin s parametresine göre türevi al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa

T �f 0 = (1� ��1k1)T + �
0
N + ��3k2B (4.27)

elde edilir. (4.27) denklemi N ile çarp¬l¬rsa

�0 = 0 (4.28)
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bulunur. Dolay¬s¬yla � s¬f¬rdan farkl¬bir sabittir. Buradan (4.28) denklemi (4.27)

eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

T �f 0 = (1� ��1k1)T + ��3k2B (4.29)

elde edilir. (4.29) denklemi kendisiyle çarp¬l¬rsa

(��3k2)
2 = (1� ��1k1)

2 (4.30)

bulunur. (4.30) kullan¬larak (4.29) denklemi tekrar yaz¬l¬rsa

T �f 0 = ��3k2 (hT �B) ; h = �1 (4.31)

elde edilir. � =
�k2
f 0

eşitli¼gini yerine koyarak, (4.31) denkleminin s ye göre türevi

al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

N�f 0 = � (hk1 + k2)N (4.32)

bulunur. Bu ise hk1 + k2 6= 0 oldu¼gunu gösterir.

Tersine, � e¼grilikleri s¬f¬r olmayan k1; k2, yay uzunlu¼gu s ile parametrik

hale getirilmi̧s asli normali spacelike olan spacelike bir e¼gri ve � 2 R; h = �1,

1� hk1 = �k2 ve hk1+ k2 6= 0 oldu¼gunu varsayal¬m. O zaman �� ¬aşa¼g¬daki gibi

tan¬mlayabiliriz.

��(s�) = �(s) + �(s)N(s) (4.33)

(4.33) denkleminin s parametresine göre türevi al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa
d��

ds
= �k2 [hT �B] (4.34)

bulunur.(4.34) denkleminin s parametresine göre türevi al¬narak, (2.1) de verilen

Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

d2��

ds2
= �k2 (hk1 + k2)N (4.35)

elde edilir. Buradan,

f 0 =

����g�d��ds ; d��ds
�����

1
4

=
p
m1m2�k2 (hk1 + k2) (4.36)
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sa¼glan¬r. Buradan m1 = �1, öyle ki m1�k2 > 0 ve m2 = �1, m2 (hk1 + k2) > 0

d¬r. (4.34) ve (4.35) denklemleri yeniden yaz¬l¬rsa

T � =
�k2p

m1m2�k2 (hk1 + k2)
[hT �B]

g(T �; T �) = ��1 = 0

(4.37)

ve
N� = m1m2N

g(N�; N�) = ��2 = 1; k
�
1 = 1

(4.38)

elde edilir. Buradan,

k�2 = �
1

2
g

�
dN�

ds
;
dN�

ds

�
dir. Böylece

k�2 =
k22 � k21

2m1m2�k2 (hk1 + k2)
(4.39)

elde edilir. Böylece, B� ise aşa¼g¬daki gibi yazabiliriz.

B� = k�2T
� � dN

�

ds�
=

�k2h (hk1 + k2)
2

2 (m1m2�k2 (hk1 + k2))
3
2

[T + hB]

g(B�; B�) = ��3 = 0

Bu ise ispat¬tamamlar.

Aşa¼g¬da verilen asli normali timelike olan spacelike bir Bertrand e¼gri teo-

remi için de ayn¬ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.3 � : I � R ! E31 de asli normali timelike ve e¼grilikleri k1; k2 6= 0

bir birim h¬zl¬spacelike bir e¼gri olsun. � n¬n Bertrand e¼grisi olmas¬için gerekli

ve yeterli şart � 2 R; h2 < 1 olmak üzere, aşa¼g¬daki şartlar¬n sa¼glanmas¬d¬r.

1� �k1 = h�k2 (4.40)

ve

k2 � hk1 6= 0 ve hk2 + k1 6= 0 (4.41)

d¬r. Bu durumda �� Bertrand eşlenik e¼grisi asli normali timelike olan spacelike

bir e¼gridir.

·Ispat. Kabul edelim ki, � s parametresine göre asli normali timelike olan bir

spacelike e¼gri ve �� s� parametresi ile Betrand eşlenik e¼grisi olsun. Bu durumda

8 s� 2 I� ve 8 s 2 I için �� aşa¼g¬daki şekilde yaz¬labilir.

��(s�) = �(s) + �(s)N(s) (4.42)
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(4.42) denkleminin s parametresine göre türevi al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa

T �f 0 = (1� ��1k1)T + �
0
N + ��3k2B (4.43)

elde edilir. (4.43) denklemi N ile çarp¬l¬rsa

�0 = 0 (4.44)

bulunur. Dolay¬s¬yla � s¬f¬rdan farkl¬bir sabittir. Buna göre, (4.44) denklemi

(4.43) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

T �f 0 = (1� ��1k1)T + ��3k2B (4.45)

elde edilir. (4.45) denklemi kendisiyle çarp¬l¬rsa

(��3k2)
2 = (1� ��1k1)2 (4.46)

ve (4.46) kullan¬larak, (4.45) tekrar yaz¬l¬rsa

T �f 0 = ��3k2 (hT �B) ; h = �1 (4.47)

bulunur. � =
�k2
f 0

eşitli¼gini yerine koyarak, (4.47) denkleminin s ye göre türevi

al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

N�f 0 = � (hk1 + k2)N (4.48)

bulunur. Bu ise hk1 + k2 6= 0 oldu¼gunu gösterir.

Teoremin tersinin ispat¬ise benzer şekilde gerçekleştirilir.

Örnek 4.1 � : I � R ! E31 de asli normali spacelike olan spacelike bir e¼gri

düşünelim.

�(s) = (sinh s; cosh s;
p
2s)

Buradan � e¼grisinin Frenet denklemleri ve e¼grilikleri,

T (s) = (cosh s; sinh s;
p
2)

N(s) = (sinh s; cosh s; 0)

B(s) = (�
p
2 cosh s;�

p
2 sinh s;�1)
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k1(s) = 1 , k2(s) =
p
2

yaz¬l¬r. E¼ger Teorem (4:1) in (i) de h = �
p
2=2 ve � = 1=2 seçilirse, ��e¼grisini

aşa¼g¬daki gibi elde edebiliriz.

�� = �(s) +
1

2
N(s) = (

3

2
sinh s;

3

2
cosh s;

p
2s)

Buradan uygun hesaplamalar yap¬l¬rsa

T � = (3 cosh s; 3 sinh s; 2
p
2)

N� = (sinh s; cosh s; 0)

B� = (�2
p
2 cosh s;�2

p
2 sinh s;�3)

k�1 = 6 ve k�2 = 4
p
2

elde edilir. E¼grinin, timelike bir Bertrand eşlenik e¼grisi oldu¼gu kolayca görülebilir.

Yukar¬da verilen asli normali spacelike olan spacelike bir e¼gri (k¬rm¬z¬

renkte) ve onun timelike Bertrand eşleni¼gi (mavi renkte) e¼grilerin gra�kleri aşa¼g¬-

daki şekilde verilmi̧stir.
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5

0

5

10
2

4
6

8

10

4
2

0
2

4

Şekil-7.

Bu e¼grilerin null koni ile birlikte gra�kleri de aşa¼g¬daki şekilde verilmi̧stir.
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Şekil-8.

Örnek 4.2 �Ornek (4:1) deki � : I � R ! E31 spacelike bir e¼gri için, e¼ger

Teorem (4:1) in (ii) de � = 1=3 ve h = �
p
2 seçilirse, �� e¼grisini aşa¼g¬daki

gibi elde ederiz.

��(s) = �(s) +
1

3
N(s) = (

4

3
sinh s;

4

3
cosh s;

p
2s)

Buradan uygun hesaplamalar yap¬l¬rsa �� e¼grisinin Frenet denklemleri ve e¼grilik-

leri,

T � = (2
p
2 cosh s; 2

p
2 sinh s; 3)

N� = (sinh s; cosh s; 0)

B� = (3 cosh s; 3 sinh s; 2
p
2)

k�1(s) = 6 , k�2(s) =
�9p
2

elde edilir. Bu duruda e¼grinin spacelike bir Bertrand eşlenik e¼grisi oldu¼gu kolayca

görülebilir.

Yukar¬da verilen asli normali spacelike olan spacelike bir e¼gri (k¬rm¬z¬

renkte) ve onun spacelike Bertrand eşleni¼gi (mavi renkte) e¼grilerin gra�kleri aşa¼g¬-
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daki şekilde verilmi̧stir.
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5

10

42024

Şekil-9.

Bu e¼grilerin null koni ile birlikte gra�kleri de aşa¼g¬daki şekilde verilmi̧stir.

Şekil-10.

Örnek 4.3 �Ornek (4:1) deki � : I � R! E31 spacelike bir e¼gri için e¼ger Teorem

(4:2) de � = �1�
p
2 seçilirse, �� e¼grisini aşa¼g¬daki gibi yazabiliriz.

��(s) = (�
p
2 sinh s;�

p
2 cosh s;

p
2s)

Buradan uygun hesaplamalar yap¬l¬rsa �� e¼grisinin Frenet denklemleri ve e¼grilik-
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leri,

T � = (� 4
p
2 cosh s;� 4

p
2 sinh s; 4

p
2)

N� = (� sinh s;� cosh s; 0)

B� =
1

2 4
p
2
(cosh s; sinh s; 1)

k�1(s) = 1 , k�2(s) =
1

2
p
2

elde edilir. O halde bu e¼grinin cartan null Bertrand eşlenik e¼grisi oldu¼gu kolayca

görülebilir.

Yukar¬da verilen asli normali spacelike olan spacelike bir e¼gri (k¬rm¬z¬

renkte) ve onun Cartan null Bertrand eşleni¼gi (mavi renkte) e¼grilerin gra�kleri

aşa¼g¬daki şekilde verilmi̧stir.
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4
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4

Şekil-11.
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Bu e¼grilerin null koni ile birlikte gra�kleri de aşa¼g¬daki şekilde verilmi̧stir.

Şekil-12.

Örnek 4.4 � : I � R ! E31 de asli normali timelike olan spacelike bir e¼gri

düşünelim.

�(s) = (
cosh sp
2
;
sinh sp
2
;
sp
2
)

Buradan Teorem (4:3) de e¼ger � = 1 ve h = 1 +
p
2 seçilirse,

��(s) = (
1 +

p
2p

2
cosh s;

1 +
p
2p

2
sinh s;

sp
2
)

elde edilir.

Benzer şekilde e¼grinin Bertrand eşlenik e¼grisi asli normali timelike olan bir

spacelike e¼gri oldu¼gu kolayca görülebilir.

Yukar¬da verilen asli normali timelike olan spacelike bir e¼gri (k¬rm¬z¬renkte)

ve onun timelike olan spacelike Bertrand eşleni¼gi (mavi renkte) e¼grilerin gra�kleri
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aşa¼g¬daki şekilde verilmi̧stir.

51015
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Şekil-13.

Bu e¼grilerin hiperbolik küre ile birlikte gra�kleri de aşa¼g¬daki şekilde ver-

ilmi̧stir.

Şekil-14.
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5. 3-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA TIMELIKE

BERTRAND E¼GR·ILER·I

Bu bölümde 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda timelike Bertrand e¼grileri ince-

lenecektir. ·Ilk olarak bu uzayda timelike Bertrand e¼gri tan¬m¬n¬verelim. Timelike

e¼grilerin E31�de Bertrand e¼grileri olmas¬için gerekli ve yeterli koşullar¬elde ederek

ilgili örnekleri verilecektir.

Tan¬m 5.1 � : I � R ! E31 Minkowski 3-uzay¬nda k1(s) 6= 0 timelike bir

Bertrand e¼gri olsun. E¼ger 8 s 2 I için � e¼grisinin her � (s) noktas¬ndaki asli nor-

mali başka bir �� : I� � R ! E31 e¼grisinin �
� (s�) = �� (f (s)) noktas¬ndaki asli

normali ile lineer ba¼g¬ml¬ise � e¼grisine Bertrand e¼grisi, �� e¼grisine de � e¼grisinin

Bertrand eşlenik e¼grisi denir. Burada f : I ! I� bir regüler C1 dönüşümüdür.

Öyle ki, 8 s 2 I için � n¬n her �(s) noktas¬na �� ¬n bir ��(s�) = ��(f(s)) noktas¬

karş¬l¬k gelmektedir.

5.1. Null Olmayan Eşlenikli Timelike Bertrand E¼grileri

Teorem 5.1 � : I � R ! E31 e¼grilik fonksiyonlar¬ s¬f¬rdan farkl¬ k1; k2 olan

birim h¬zl¬timelike bir e¼gri olsun. Bu durumda � n¬n bir Bertrand e¼grisi olmas¬

için gerek ve yeter şart aşa¼g¬daki şartlar¬n sa¼glanmas¬d¬r.

(i) h; � 2 R,

h2 > 1; 1 + �k1 = h�k2; hk1 � k2 6= 0; hk2 � k1 6= 0 (5.1)

Bu durumda �� eşlenik e¼grisi, E31 de bir timelike e¼gridir.

(ii) h; � 2 R,

h2 < 1; 1 + �k1 = h�k2; hk1 � k2 6= 0; hk2 � k1 6= 0 (5.2)

Bu durumda �� eşlenik e¼grisi, E31 de asli normali spacelike olan spacelike bir

e¼gridir.

·Ispat. Kabul edelim ki, � s parametresine ba¼gl¬e¼grilikleri s¬f¬rdan farkl¬k1; k2

olan timelike bir Bertrand e¼gri ve � n¬n s� parametresine ba¼gl¬Bertrand eşlenik

e¼grisi �� olsun.
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(ii) Kabul edelim ki, �� e¼grisi asli normali spacelike olan spacelike bir e¼gri

olsun. Bu durumda 8 s� 2 I� ve 8 s 2 I için, �� aşa¼g¬daki formda yaz¬labilir.

��(s�) = ��(f(s)) = �(s) + �(s)N(s) (5.3)

(5.3) denkleminde s parametresine göre türev al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa

T �f 0 = (1� ��1k1)T + �
0
N + ��3k2B (5.4)

ve (5.4) denklemi N ile çarp¬l¬rsa

�0 = 0 (5.5)

bulunur. Dolay¬s¬yla � s¬f¬rdan farkl¬bir sabittir. Buradan (5.5) denklemi (5.4)

de yerine yaz¬l¬rsa

T �f 0 = (1� ��1k1)T + ��3k2B (5.6)

elde edilir. (5.6) denklemi kendisiyle çarp¬l¬rsa

� (f 0)2 = (1� ��1k1)
2 + (��3k2)

2 (5.7)

bulunur. (5.6) denklemi düzenlenerek yaz¬l¬rsa

T � =

�
1� ��1k1

f 0

�
T +

�
��3k2
f 0

�
B (5.8)

elde edilir. (5.8) denkleminden

� =

�
1� ��1k1

f 0

�
ve 
 =

�
��3k2
f 0

�
(5.9)

bulunur ve (5.9) denklemi (5.8) de yerine yaz¬l¬rsa

T � = �T + 
B (5.10)

elde edilir. (5.10) eşitli¼ginin türevi al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet denklemleri

kullan¬l¬rsa

f 0k�1N
� = �0T + (��2k1 � 
�2k2)N + 
0B (5.11)

bulunur. (5.11) denklemi kendisiyle çarp¬l¬rsa

�0 = 0 , 
0 = 0 (5.12)
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bulunur. Buradan 
 6= 0; 1 + �k1 = h�k2 ve h =
�



elde edilir. (5:12) eşitli¼gi

(5:11) de yerine yaz¬l¬rsa

��2f
0k�1N

� = (��2k1 � 
�2k2)N (5.13)

elde edilir. (5.13) denklemi kendisiyle çarp¬larak, (5.7) ve (5.9) denklemleri kul-

lan¬l¬rsa

��2 (f
0)
2
(k�1)

2 =
(hk1 � k2)2

1� h2 (5.14)

elde edilir. Buradan hk1� k2 6= 0 ve h2 < 1 dir. E¼ger u =
(��2k1 � 
�2k2)

��2f
0k�1

ifadesi

(5.7) de yerine yaz¬l¬rsa

N� = uN (5.15)

elde edilir. (5.15) denkleminin s parametresine göre türevi al¬n¬r ve (2.1) de

verilen Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

���1f 0k�1T � + ��3f 0k�2B� = u0N + u (��1k1T + �3k2B) (5.16)

yaz¬l¬r. (5.16) eşitli¼gi N ile çarp¬l¬rsa

u0 = 0

bulunur. Buradan, u s¬f¬rdan farkl¬bir sabittir. (5.16) eşitli¼gi düzenlenirse

��3f
0k�2B

� = u (��1k1T + �3k2B) + ��1f 0k�1T � (5.17)

yaz¬l¬r. (5.6) eşitli¼gi kullan¬larak, (5.17) denklemi yeniden yaz¬l¬rsa

��3f
0k�2B

� = P (s)T +Q(s)B (5.18)

elde edilir.. Buradan

P (s) =
�k2 (hk1 � k2)
(f 0)2 k�1 (1� h2)

(k1 � hk2)

Q(s) =
�k2 (hk1 � k2)h
(f 0)2 k�1 (1� h2)

(k1 � hk2)

olup, eşitlikler ise hk2 � k1 6= 0 oldu¼gunu gösterir.

Tersine kabul edelim ki, � e¼grilikleri s¬f¬rdan farkl¬k1; k2 olan ve (5.2) şart-

lar¬n¬sa¼glayan bir timelike e¼gri olsun. �� e¼grisini aşa¼g¬daki gibi tan¬mlayabiliriz.

��(s) = �(s) + �N(s) (5.19)
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(5.19) denkleminin s parametresine göre türevi al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa
d��

ds
= �k2 [hT +B] (5.20)

bulunur. Böylece,

f 0 =

s����g�d��ds ; d��ds
����� = m1�k2

p
1� h2 (5.21)

elde edilir. Buradan m1 = �1; öyle ki m1�k2 > 0 dir. (5.20) denklemi yeniden

yaz¬l¬rsa

T � =
�m1p
1� h2

[hT +B]

g(T �; T �) = ��1 = 1
(5.22)

ve (5.22) denkleminin s parametresine göre türevi al¬narak, (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa
dT �

ds�
=
m1(hk1 � k2)
f 0
p
1� h2

N (5.23)

bulunur. (5.23) eşitli¼ginden

��1 =





dT �ds�





 = m2(hk1 � k2)
f 0
p
1� h2

(5.24)

sa¼glan¬r. Buradan m2 = �1; öyle ki m2(hk1 � k2) > 0 d¬r. Şimdi N� ¬şu şekilde

yazabiliriz.

N� = m1m2N

g(N�; N�) = ��2 = 1
(5.25)

(5.25) denkleminin s parametresine göre türevi al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa

dN�

ds�
� k�1T � =

m1m2 (k1 � hk2)
f 0 (1� h2) [T + hB] (5.26)

elde edilir. (5.26) eşitli¼giden

dN�

ds�
=
m1m2 (k1 � hk2)
(f 0)2 (1� h2)

[T + hB] +
k�1T

�

f 0

yaz¬l¬r.

k�2 = g

�
dN�

ds�
;
dN�

ds�

�
=
m3 (k1 � hk2)
f 0
p
1� h2

43



ve buradan m3 = �1; öyle ki m3 (k1 � hk2) > 0 d¬r. Böylece, B� ¬ise şu şekilde

yazabiliriz.

B� =
m1m2m3

(1� h2) [T + hB]

g(B�; B�) = ��3 = �1

O zaman, �� asli normali spacelike olan spacelike bir e¼gri ve � n¬n Bertrand

eşlenik e¼grisidir. Böylece � bir Bertrand e¼gridir.

5.2. Cartan Null Eşlenikli Timelike Bertrand E¼grileri

Teorem 5.2 � : I � R! E31 de e¼grilikleri k1; k2 6= 0 olan birim h¬zl¬bir timelike

e¼gri olsun. � n¬n Bertrand e¼grisi olmas¬için gerekli ve yeterli şart � 2 R; h = �1

olmak üzere, aşa¼g¬daki şartlar¬n sa¼glanmas¬d¬r.

1 + �k1 = h�k2

ve

hk1 � k2 6= 0

d¬r. Bu durumda �� Bertrand eşlenik e¼grisi bir Cartan null e¼gridir.

·Ispat. Kabul edelim ki, � s parametresine ba¼gl¬ timelike bir e¼gri ve ��, s�

parametresine ba¼gl¬Cartan null Betrand eşlenik e¼grisi olsun. Bu durumda, 8

s� 2 I� ve 8 s 2 I için �� aşa¼g¬daki formda yaz¬labilir.

��(s�) = ��(f(s)) = �(s) + �(s)N(s) (5.27)

(5.27) denkleminin s parametresine göre türevi al¬n¬r ve (2.2) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa

T �f 0 = (1� ��1k1)T + �
0
N + ��3k2B (5.28)

elde edilir. (5.28) denklemi N ile çarp¬l¬rsa

�0 = 0 (5.29)

bulunur. Dolay¬s¬yla � s¬f¬rdan farkl¬bir sabittir. Buna göre, (5.29) denklemi

(5.28) da yerine yaz¬l¬rsa

T �f 0 = (1� ��1k1)T + ��3k2B (5.30)
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elde edilir. (5.30) denklemi kendisiyle çarp¬l¬rsa

(��3k2)
2 = (1� ��1k1)

2 (5.31)

bulnur. Buradan 1+ hk1 = �k2; h = �1 dir. (5.31) denklemi kullan¬larak, (5.30)

tekrar yaz¬l¬rsa

T �f 0 = ��3k2 (hT +B) ; h = �1 (5.32)

bulunur. v =
�k2
f 0

eşitli¼gini yerine koyarak ve (5.32) eşitli¼ginin s parametresine

göre türevi al¬narak, (2.1) de verilen Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

N�f 0 = v (hk1 � k2)N (5.33)

bulunur. Bu ise hk1 � k2 6= 0 oldu¼gunu gösterir.

Tersine, � e¼grilikleri k1; k2 6= 0 sabit e¼grili yay uzunlu¼gu s ile parametrik

hale getirilmi̧s timelike bir e¼gri ve � 2 R, h = �1, 1 + hk1 = �k2 ve hk1 � k2 6= 0

oldu¼gunu kabul edelim. O zaman �� ¬aşa¼g¬daki gibi tan¬mlayabiliriz.

��(s�) = �(s) + �(s)N(s) (5.34)

(5.34) denkleminin s parametresine göre türevi al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa
d��

ds
= �k2 [hT +B] (5.35)

bulunur. (5.35) denkleminin s parametresine göre türevini al¬narak, (2.1) de

verilen Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

d2��

ds2
= �k2 (hk1 � k2)N (5.36)

ve

f 0 =

����g�d��ds ; d��ds
�����

1
4

=
p
m1�k2 (hk1 � k2) (5.37)

buradan m1 = �1; öyle ki m1�k2 (hk1 � k2) > 0 d¬r. (5.35) ve (5.36) denklemleri

yeniden yaz¬l¬rsa

T � =
�k2p

m1�k2 (hk1 � k2)
[hT +B]

g(T �; T �) = ��1 = 0

(5.38)

ve
N� = m1N

g(N�; N�) = ��2 = 1 , k�1 = 1
(5.39)
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elde edilir. Biliyoruz ki, k�2 = �
1

2
g

�
dN�

ds
;
dN�

ds

�
d¬r. Böylece,

k�2 =
k21 � k22

2m1�k2 (hk1 � k2)
(5.40)

elde edilir. Sonuç olarak, B� ¬ise şu şekilde yazabiliriz.

B� = k�2T
� � dN

�

ds�
=

��k2h (hk1 � k2)2

2 (m1�k2 (hk1 � k2))
3
2

[T � hB]

g(B�; B�) = ��3 = 0

Bu ise ispat¬ tamamlar. O zaman �� Cartan null bir e¼gri ve � n¬n Bertrand

eşlenik e¼grisidir. Böylece � bir Bertrand e¼grisidir.

Örnek 5.1 � : I � R! E31 de timelike bir e¼gri düşünelim.

�(s) = (
p
2 sinh s;

p
2 cosh s; s)

Buradan � e¼grisinin Frenet denklemleri ve e¼grilikleri,

T (s) = (
p
2 cosh s;

p
2 sinh s; 1)

N(s) = (sinh s; cosh s; 0)

B(s) = (cosh s; sinh s;
p
2)

k1(s) =
p
2 ve k2(s) = �1

elde edilir. E¼ger Teorem (5:1) in (i) de h =
p
2 ve � = �1=2

p
2 al¬n¬rsa

��e¼grisini aşa¼g¬daki gibi elde ederiz.

�� = �(s)� 1

2
p
2
N(s) = (

3

2
p
2
sinh s;

3

2
p
2
cosh s; s)

Buradan uygun hesaplamalar yap¬l¬rsa

T � = (3 cosh s; 3 sinh s; 2
p
2)

N� = (sinh s; cosh s; 0)

B� = (2
p
2 cosh s; 2

p
2 sinh s; 3)

k�1(s) = 6 , k�2(s) = �8

elde edilir. E¼grinin timelike bir Bertrand eşlenik e¼grisi oldu¼gu kolayca görülebilir.
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Yukar¬da verilen asli normali timelike olan bir e¼gri (k¬rm¬z¬renkte) ve onun

timelike olan Bertrand eşleni¼gi (mavi renkte) e¼grilerin gra�kleri aşa¼g¬daki şekilde

verilmi̧stir.

20

0

20

20

0

20

42024

Şekil-15.

Bu e¼grilerin hiperbolik küre ile birlikte gra�kleri de aşa¼g¬daki şekilde ver-

ilmi̧stir.

Şekil-16.

Örnek 5.2 �Ornek (5:1) deki � : I � R! E31 timelike bir e¼grisi için e¼ger Teorem

(5:1) in (ii) de h =
p
2=2 ve � = �

p
2=3 seçilirse �� e¼grisini aşa¼g¬daki gibi elde

ederiz.

��(s) = �(s)�
p
2

3
N(s) = (

2
p
2

3
sinh s;

2
p
2

3
cosh s; s)
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Buradan uygun hesaplamalar yap¬l¬rsa

T � = (2
p
2 cosh s; 2

p
2 sinh s; 3)

N� = (sinh s; cosh s; 0)

B� = (3 cosh s; 3 sinh s; 2
p
2)

k�1(s) = 6
p
2 , k�2(s) = �9

elde edilir. E¼grinin spacelike bir Bertrand eşlenik e¼grisi oldu¼gu kolayca görülebilir.

Yukar¬da verilen asli normali timelike bir e¼gri (k¬rm¬z¬ renkte) ve onun

spacelike Bertrand eşleni¼gi (mavi renkte) e¼grilerin gra�kleri aşa¼g¬daki şekilde ver-

ilmi̧stir.

20

0

20

40
50

0

50 42024

Şekil-17.
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Bu e¼grilerin hiperbolik küre ile birlikte gra�kleri de aşa¼g¬daki şekilde ver-

ilmi̧stir.

Şekil-18.

Örnek 5.3 �Ornek (5:1) deki � : I � R ! E31 timelike bir e¼grisi için, e¼ger

Teorem (5:2) in (ii) de h = 1�
p
2 seçilirse �� e¼grisini aşa¼g¬daki gibi elde ederiz..

��(s) = �(s) +
�
1�

p
2
�
N(s) = (sinh s; cosh s; s)

Buradan uygun hesaplamalar yap¬l¬rsa �� ¬n Frenet denklemleri ve e¼grilik-

leri,

T � = (cosh s; sinh s; 1)

N� = (sinh s; cosh s; 0)

B� = (�cosh s
2

;�sinh s
2

;
1

2
)

k�1 = 1 , k�2 = 1=2

elde edilir. E¼grinin bir Cartan null Bertrand eşlenik e¼grisi oldu¼gu kolayca görülebilir.

Yukar¬da verilen asli normali timelike bir e¼gri (k¬rm¬z¬ renkte) ve onun

Cartan null Bertrand eşleni¼gi (mavi renkte) e¼grilerin gra�kleri aşa¼g¬daki şekilde
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verilmi̧stir.

20

0

20

40

50

0

50 42024

Şekil-19.

Bu e¼grilerin hiperbolik küre ile birlikte gra�kleri de aşa¼g¬daki şekilde ver-

ilmi̧stir.

Şekil-20.
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6. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tez çal¬̧smas¬nda 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda bir Bertrand e¼grisinin

farkl¬causal karakterlerine sahip eşlenik e¼grilerinin var olabilece¼gi düşüncesiyle

ilk olarak bir Cartan null Bertrand e¼grisinin Cartan null, timelike ve asli normali

spacelike olan bir spacelike eşlenik e¼grileri elde edilmi̧s ve bununla ilgili örnekler

verilmi̧stir.

Bu düşünce yard¬m¬yla ve Bertrand e¼grilerinin çok çal¬̧s¬lan bir e¼gri olmas¬

gerçe¼gini de gözönüne alarak Minkowski uzay-zaman, Galile ve pseudo Galile

uzaylar¬gibi farkl¬iç çarp¬mlar¬n¬n tan¬mland¬¼g¬uzaylarda da çal¬̧s¬labilecek bir

konudur.

Tez çal¬̧smam¬z¬n, bu alanda çal¬̧s¬lacak di¼ger çal¬̧smalara yard¬mc¬olaca¼g¬

düşüncesine sahibiz.
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