1992

T.C.
KIRIKKALE UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

MINKOWSKI 3-UZAYINDA BERTRAND EGRILERININ YENi
ESLENIK EGRILERI

Fatma GOKCEK

MATEMATIK ANABILIM DALI
YUKSEK LISANS TEZI

DANISMAN
Prof. Dr. Kazim ILARSLAN

KIRIKKALE-2022



1992

T.C.
KIRIKKALE UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

MINKOWSKI 3-UZAYINDA BERTRAND EGRILERININ YENi
ESLENIK EGRILERI

Fatma GOKCEK

MATEMATIK ANABILIM DALI
YUKSEK LiSANS TEZi

DANISMAN
Prof. Dr. Kazim iLARSLAN

KIRIKKALE-2022



Fatma GOKCEK tarafindan hazirlanan “ MINKOWSKI 3-UZAYINDA
BERTRAND EGRILERININ YENI ESLENIK EGRILERI ” adl1 tez
calismasi, asagidaki jiiri tarafindan OY BIRLIGI/ OY COKLUGU ile Kirikkale
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dalinda YUKSEK
LISANS TEZI olarak kabul edilmistir.

Damisman: Prof. Dr. Kazim ILARSLAN 13372 O

Matematik Anabilim Dali, Kirikkale Universitesi

Bu tezin, kapsam ve kalite olarak Yiiksek Lisans Tezi oldugunu onayliyorum.

Uye: Prof. Dr. Ismail GOK 13372

Matematik Anabilim Dali, Ankara Universitesi

Bu tezin, kapsam ve kalite olarak Yiiksek Lisans Tezi oldugunu onayliyorum.

Uye: Prof. Dr. Mehmet YILDIRIM IMZA.crirerernen

Matematik Anabilim Dali, Kirikkale Universitesi

Bu tezin, kapsam ve kalite olarak Yiiksek Lisans Tezi oldugunu onayliyorum.

Tez Savunma Tarihi: 15/02 / 2022

Jiiri tarafindan kabul edilen bu tezin Yiiksek Lisans Tezi olmasi i¢in gerekli
sartlar1 yerine getirdigini onayliyorum.

Prof. Dr. Recep CALIN

Fen Bilimleri Enstitisu Muduri



ETiK BEYANI

Kirikkale Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Tez Yazim Kurallarina uygun
olarak hazirladigim bu tez ¢alismasinda,

o Tez i¢ginde sundugum verileri, bilgileri ve dokiimanlar1 akademik ve etik
kurallar ¢ercevesinde elde ettigimi,

0 Tiim bilgi, belge, degerlendirme ve sonuclar1 bilimsel etik ve ahlak
kurallarina uygun olarak sundugumu,

o Tez ¢alismasinda yararlandigim eserlerin tiimiine uygun atifta bulunarak
kaynak gosterdigimi,

o Kullanilan verilerde herhangi bir degisiklik yapmadigima,
o Bu tezde sundugum calismanin 6zgiin oldugunu,

bildirir, aksi bir durumda aleyhime dogabilecek tiim hak kayiplarini
kabullendigimi beyan ederim.

Imza:
Fatma GOKCEK
Tarih: 15/02 / 2022



Anneme ve babama...



OZET

MINKOWSKI 3-UZAYINDA BERTRAND EGRILERININ YENI ESLENIK
EGRILERI

GOKCEK , Fatma
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. Kazim ILARSLAN
2022 , 54 sayfa

Bu tez ¢alismasi beg boliimden olugsmaktadir. Birinci boliim, girig kismina ayrilmigtir.
Ikinci boliimde tezde gerekli olan kavramlar ve tammmlar verilmistir. Uciincii
boliimde 3-boyutlu Minkowski uzayinda Cartan null Bertrand egrileri ele alin-
migtir. Bir Cartan null Bertrand egrisinin Cartan null Bertrand egleniginin
yaninda, spacelike ve timelike eslenikleri elde edilmis ve ilgili 6rnekler verilmistir.
Dordiincii boliim spacelike Bertrand egrilerine ve besinci boliim de timelike Bertrand
egrilerine ayrilmigtir. Elde edilen teorem ve sonuclar érneklerle desteklenmigtir.

Anahtar Kelimeler: Minkowski 3-uzay1, Bertrand egrileri, 3- boyutlu Minkowski
uzayinda Bertrand eglenik egrileri, Cartan null egriler, null egriler, null olmayan
egriler.



ABSTRACT

NEW PAIRS OF BERTRAND CURVES IN MINKOWSKI 3-SPACE

GOKCEK , Fatma
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Master Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Kazim ILARSLAN
February , 54 pages

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the intro-
duction. The second chapter contains concepts and definitions which are needed
throughout the thesis. In the third chapter, Cartan null Bertrand curves in 3-
dimensional Minkowski Space are discussed. Besides the Cartan null Bertrand
conjugate of a Cartan null Bertrand curve, spacelike and timelike conjugates are
obtained and the related theorems and results are given. The fourth section is
devoted to spacelike Bertrand curves in Minkowski 3-space and the fifth section
is devoted to timelike Bertrand curves. All theorem and results obtained are
supported with examples.

Key Words: Minkowski 3-space, Bertrand curves, Bertrand conjugate curves
in Minkowski 3- space, Cartan null curves, null curves, non-null curves.
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TESEKKUR

Ik olarak yiiksek lisans tez konumun belirlenmesinden, tezimin yazim asamasina
kadar her tiirlii destegini esirgemeyen, saat ve giin ne olursa olsun ulagabildigim,
her kosulda beni aydinlatmay1 ihmal etmeyen, bilgi ve tecriibesi ile zaman ayirip
yiiksek lisans caligmami tamamlamamda rehberligi ile 151k tutan, iyi ki var dedigim
ve onunla calismaktan onure oldugum cok degerli danisman hocam Sayin Prof.
Dr. Kazim ILARSLAN’a tesekkiirii bor¢ bilirim.

Tez savunma siirecimde jiiri iiyelerinden biri olan, calismami basariyla
destekleyerek beni onure eden, zaman kaybetmeden doktoraya baslamam icin
bana motivasyon kaynag olan oturum baskanim Saym Prof. Dr. Ismail GOK’e,
yiiksek lisansim boyunca hem ders donemimde hem de tez déonemimde basarimi
destekleyerek beni gururlandiran, tez savunma siirecimde jiiri iiyelerimden biri
olan Sayin Prof. Dr. Mehmet YILDIRIM’a tegekkiirlerimi sunuyorum.

Tez siirecim boyunca hep yanimda bulunan, birlikte yaymimizin da bu-
lundugu ve kendi yogunlugunda bile benden destegini hic esirgemeyen hep giiler
yiizliiliigii ile yol gosteren giizel dostum, canim ablam ¢ok degerli Hatice ALTIN
ERDEM’e, yiiksek lisansimda tanigtigim ve iyi ki tanigmigim dedigim, benim bile
vazgectigim yerlerde beni tekrardan ayaga kaldiran, yapacagima olan inancini
asla kaybetmeyen, kiymetli dostum Selda YORULMAZ’a, her konuda destegini
hissettigim, hem ders asamasinda hem de tez agsamasinda her tiirlii nazimi c¢eken,
ne zaman ihtiya¢ duysam yardima kosan giizel dostum, canim ablam sevgili Dr.
Nihal KILIC ASLAN’a tegekkiirlerimi iletiyorum.

Su an caligmakta oldugum ve iyi ki burada calisgiyorum dedigim, tezimin
zorlu siireglerinde desteklerini esirgemeyen, kurucumuz ve sevgili meslektagim
Yahya OZEN’e ve beni siirekli takdir eden, tezimin savunma asamasmi ben-
imle birlikte yagsayan, bagsarima ve bana olan inanglarini hi¢ eksik etmeyen sevgili
calisma arkadaglarima ve hep yanimda kalarak beni destekleyen ¢ok degerli 6gren-
cilerime tesekkiirlerimi iletiyorum.

Ve en biiyiik tesekkiirii bu yagima kadar bana olan inancini asla kaybet-
meyen, biitiin egitim-6gretim hayatim boyunca beni destekleyen ve devam eden,
kendime olan inancimi kaybettigimde, aglayarak ders calistigimda, gec saatlere
kadar kiitiiphanede kaldigimda, biraz da kendine zaman ayir deyip yine de sen ya-
parsin kizim nidalariyla beni sonsuz destekleyen canim annem Sabire GOKCEK’e
ve siirekli hasretini duydugum, emekli olmasina ragmen hala calismaya devam
eden, beni en giizel sekilde yetistiren, maddi manevi hicbir destegini esirgemeyen
canmim babam Dursun GOKCEK e bana olan destekleri icin sonsuz tesekkiirlerimi
iletiyorum.
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1. GIRIiS

Diferansiyel geometrinin en énemli caligma alanlarindan birisi olan egriler
teorisinin tarihi Leibniz (1646-1716) ve Newton (1643-1727) un diizlemsel egriler
tizerine yaptiklari aragtirmalara kadar dayanmaktadir.

Egrilerin Frenet vektorleri yardimiyla karakterizasyonlarinda, egri cift-
lerinin Frenet vektorleri arasindaki iligkiler 6ne cikmaktadir. 1845 yilinda B.
de Saint Venant tarafindan ortaya konulan bir egrinin asli normal vektor alaninin
bir bagka egrinin asli normal vektor alani olup olamayacag: problemi 1850 yilinda
J. Bertrand tarafindan yaymmlanan bir makalede cevaplandirilmigtir. Boyle bir
ikinci egrinin var olmasi icin gerek ve yeter sartin verilen egrinin egriliklerinin
Aky + pke = 1, X # 0, A\, p € R sartim1 saglamasidir. Bu tarihten itibaren
bu sart1 saglayan egriye Bertrand egrisi ve ikinci egriye de bu egrinin Bertrand
eslenik egrisi adi1 verilmigtir. Bu egri ciftleri de Bertrand egri ciftleri olarak ad-
landirilmigtir.

Bertrand egrileri, Oklid uzayinda yogun bir sekilde calisilmis ve bir cok
ozelligi ortaya konulmustur. 1935 yilinda L. R. Pears, Bertrand egrilerini n-
boyutlu (n > 3) Oklid uzayimda calismig ve bu egrilerin dejenere egriler oldugunu
ispatlamigtir. Yani egrinin egriliklerinden bazilarmin sifir olmasi gerektigini is-
olmak zorundadir.

Bu sonugtan dolay1, Matsuda ve Yorozu ([12]) tarafindan 4-boyutlu uzayda
(1,3) Bertrand egri kavrami ortaya konmustur.

Bertrand egrileri ile ilgili Oklid uzaymda elde edilen sonuclar ilk olarak
Minkowski 3-uzayinda genellestirilmistir. Bu uzaydaki ilk caligma 2001 yilinda
Ekmekci ve Ilarslan tarafindan yapilmis ve bu calismada timelike Bertrand egrileri
ele almmigtir ([7]).

Yine ayni uzayda Cartan null Bertrand egrileri Balgetir ve digerleri tarafin-
dan ¢aligllmigtir ([3]).

2004 yilinda null olmayan Bertrand egriler icin bir ¢alisma da Balgetir,
Bektag ve Ergiit tarafindan yapilmigtir ([2]).



Yapilan tiim bu ¢aligmalarda Minkowski 3-uzayinda Bertrand egrisi ve
eslenik egrisi ayn1 causal karakterli egriler olarak ele alinmisgtir. Bu durum farklh
causal karaktere sahip egrilerin Minkowski 3-uzayinda Bertrand egri ¢ifti olustu-
rup olusturamayacagi sorusunu akla getirmistir.

Bu soruya ilk cevaplar ([18]) Ucum ve Ilarslan, ([20]) [larslan ve Kili¢ Aslan
tarafindan gelmistir.

([18]) nolu ¢alismada Ugum ve Ilarslan, bir timelike egrinin asli normali
(N) nin spacelike vektér olmasi gerceginden yola gikarak Bertrand egleniginin
timelike, asli normali spacelike olan spacelike egri ve Cartan null egri olabile-
cegini dikkate alarak timelike Bertrand egrisinin farkli causal karakterli Bertrand
esleniklerini elde etmislerdir.

([20]) nolu ¢aligmada Ilarslan ve Kilic Aslan tarafindan bir spacelike egrinin
asli normali (/V) nin spacelike veya timelike olmasina gore Bertrand egrisinin farkli
causal karakterlerde Bertrand eslenikleri elde edilmistir.

Bu tez calismasinda yukarida adi gecen calismalardaki sonuglar detayl
olarak incelenmis ve Cartan null Bertrand egrisinin spacelike ve timelike Bertrand
eglenikleri elde edilmigtir. Elde edilen sonuglar ([1]) de yayinlanmigtir.

1.1. Kaynak Ozetleri

Birinci boliim igin B. O’Neill (1983), W. Kuhnel (1999), S. Montiel ve A. Ros
(1998) un kitaplarimin yam sira R. Lopez (2014), L. R. Pears (1935), H. Matsuda
ve S. Yorozu (2003), N. Ekmekgi ve K. Tlarslan (2001), H. Balgetir ve digerleri
(2004), F. Gokeek ve H. Altin Erdem (2021) makalelerinden yararlanilmigtir.
Diger boliimlerde yukarida ifade edilen ¢aligmalarin yani sira A. Ugum ve K.
Iarslan (2016) ve N. Kili¢ Aslan ve K. Ilarslan (2017) makalelerinden ve referans

listesinde ad1 gecen makaleler ve kitaplardan yararlanilmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezde gerekli olan kavramlar ve tanimlar verilecektir.

Tanim 2.1 (Simetrik Bilineer Form)

Bir reel vektor uzay1 V' olmak {izere;
g:VxV =R

doniigiimii Va, b € R ve Yu,v,w € V igin,
i g(u,v)=g(v,u)
ii. g (au+ bv,w) = ag (u,w) + bg (v, w)

g (u, av + bw) = ag (u, v) + bg (u, w)
sartlar1 saglaniyorsa g doniistimiine V' reel vektor uzay: tizerinde simetrik

bilineer form denir.

Tanim 2.2 V reel vektor uzayr tizerinde bir simetrik bilineer form g olsun. 0 #

w €V olmak tizere Yu € V i¢in,
g (u,w) =0

ise g ye V dzerinde dejeneredir denir. Aksi durumda g ye non-dejeneredir denir.

Bu tanima gére g nin non-dejenere olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vw € V i¢in,
g(u,w) =0 tkenu =0
olmasidar.

Tanim 2.3 3-boyutlu afin uzay R de X = (v1,79,23) ve Y = (y1,y2,y3) iki

vektor olmak tizere; g : R?* x R® — R

9(X,)Y) = =291 + 2212 + T3y3

seklinde indeksi 1 olan simetrik bilineer form tamimlansin. (R3, g) ye 3-boyutlu

Minkowski uzayr denir.

Tamm 2.4 v € E3\{0} olmak iizere; eger



i.  g(v,v) >0 ise, v spacelike (uzayst) vektor
ii. g(v,v) <0 ise, v timelike (zamansi) vektor
iii. ¢g(v,v) = 0 ise, v null veya lightlike (1g1ks1) vektor

olarak adlandirilir.

Tamm 2.5 v € E3\{0} olmak iizere; B} uzaynda v vektdriniin normu

o]l = V/Ig(v,v)]
olarak tanvmlanar. ||v|| =1 ise v vektorine birim vektor denir.

Tanmim 2.6 v, w € E? olmak tizere; v ve w vektorleri diktir gerek ve yeter sart

g(v,v) =0 olmasidur.

Tanim 2.7 « : I C R — E3 bir egri olsun. Eger o egrisinin Vs € I icin hiz
vektori o' (s) swraswyla spacelike, timelike veya null vektor ise o egrisi siraswyla

spacelike, timelike veya null egri olarak adlandirilir.
Tamm 2.8 «: I C R — E3 bir egri olsun.

i. o null bir egri olmak tizere; eger Vs € I icin g(a”(s),a”(s)) = 1 sart1
saglaniyorsa « egrisine pseudo yay parametresi ile parametrelendirilmistir denir.

ii. o null olmayan bir egri olmak iizere, eger Vs € I i¢in g(/(s),d/(s)) =
+1 gart1 saglaniyorsa « egrisine yay uzunlugu parametresi ile parametrelendirilmistir
denir ([5]).

3- boyutlu Minkowski uzay1 B3 de {T, N, B} « egrisi iizerinde hareketli
Frenet catis1 ve {kq, ko} « egrisinin egrilik fonksiyonlari olsun. Burada 7', N, B
sirasiyla a egrisinin teget vektor alani, asli normal vektor alani, binormal vektor

alamdar.

Durum 2.1 Eger « egrisi B3 de spacelike veya timelike bir egri ise Frenet den-

klemleri,
T/ 0 62]{?1 0 T
N’ = —61]61 0 63/€2 N (21)
B’ 0 —62]{32 0 B

olarak verilir. Burada g(T,T) = €1, g(N,N) = €3, g(B,B) = €3, ¢, € {—1,1},
€1.€60.63 = —1,1 € {1,2,3} dir.



Ayrica agagidaki durumlar saglanir.
g(T,N)=g(T,B) =g(N,B) =0
Eger t parametresi ile verilen bir o : I C R — E? egrisi icin g(a,a) = 0

. d .
ise <04 = d—(Z dir.) a bir null egri olarak adlandirilir. g(a,a) = 0 esitliginin

2
— dir.) bulunur. Bunun anlami « nin

diferansiyeli alinirsa g(a, o) = 0 (d =

Sp{a}t elemam olmasidir.
Tez calismamizda, a(t) ve a(t) vektorlerini lineer bagimsiz kabul ettik
(yani a bir dogru olamaz). Bu durumda Sp{a}* = Sp{a, a}* ve a bir spacelike

vektor olur. Eger t = ¢(s)

d 1
_¢ = :t ..
ds ‘ a o gb‘
denkleminin bir ¢ziimii ise v = a0 ¢, ||v”|| = 1 esitligini saglar. Bu durumda s,

« egrisinin pseudo-yay parametresi olarak adlandirilir.
Kabul edelim ki, o null egrisi s pseudo-yay parametresi ile verilsin. Bu
durumda « Cartan null egri olarak adlandirilir. o Cartan null egrisinin Frenet

denklemleri agagidaki gibidir.

T 0 K 0 T
N’ = kg 0 —kfl N (22)
B’ 0 —k O B

Eger « bir dogru ise k; = 0 olup, diger tiim durumlarda k;(s) = 1 dir.
Ozel olarak o Cartan null egrisinin egrilikleri k; = 1, ky = 0 ise o egrisine

null kiibik egri ad1 verilir. Ayrica agagidaki durumlar saglanir.
g(T,T) = g(B,B) =0, g(N,N)=1
9(T,N)=g(N,B)=0, ¢(T,B)=1
Tamim 2.9 P, B2 uzaywman bir alt uzay olsun. Eger

i. P iizerinde her sifirdan farkli vektor spacelike vektor ise P ye spacelike
altuzay,
ii. P {izerinde en az bir timelike vektor var ise P ye timelike altuzay,

iii. Diger durumlarda P ye lightlike altuzay denir.



Notasyon 2.1 Tez calismamizda, 3 : I C R — B3 ve 8* : I* C R — B3
Minkowski 3-uzayinda tanamly egriler olsun. {T,N,B} ve {ki,ka}; B egrisinin
siraswyla Frenet catisy ve egrilik fonksiyonlar, s de B egrisinin yay vzunlugu para-
metresi veya pseudo-yay uzunlugu parametresi olarak alinacaktir. Benzer sekilde
{T*, N*, B*} ve {ki,k3}; 5% egrisinin siraswyla Frenet ¢atisi ve egrilik fonksiy-
onlary s* da B egrisinin yay parametresi veya pseudo-yay parametresi olarak

alinacaktar.



3. 3-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA CARTAN NULL
BERTRAND EGRILERI

Bu boliimde 3-boyutlu Minkowski uzayinda Cartan null Bertrand egrileri

incelenecek olup, bu boliim igin ana referansimiz ([1]) ve ([3]) olacaktir. ilk olarak
bu uzayda Cartan null Bertrand egri tanimini verelim.
Tanim 3.1 8 : 1 C R — E3 Minkowski 3-uzaynda bir Cartan null egri olsun.
Eger ¥ s € I i¢in, 5 egrisinin her [ (s) noktasindaki asli normali baska bir B* :
I* C R — E? egrisinin B (s*) = % (f (s)) noktasindaki asli normali ile lineer
bagimli ise [ egrisine Bertrand egrisi, 3* egrisine de 3 egrisinin Bertrand eslenik
egrisi denir. Burada f : I — I* bir regiller C*° dontsimidir. Oyle ki, ¥ s €
I i¢in 8 mn her ((s) noktasina B* wn bir 5*(s*) = [*(f(s)) noktast karsilik
gelmektedir.

£ min asli normal vektor alam (N), spacelike bir vektor alam oldugundan
B eslenik egrisi Cartan null egri, asli normali spacelike olan spacelike egri ve bir

timelike egri olabilir. Bu durumlar iki ayr1 alt baglikta incelenecektir.

3.1. Cartan Null Esglenikli Cartan Null Bertrand Egrileri

Cartan null Bertrand egrileri ilk olarak 2004 yilinda Balgetir, Bektas ve Inoguchi
tarafindan gahigilmigtir ([3]). Bu ¢ahsmada Balgetir ve digerleri Cartan null
Bertrand egrisinin eslenigini Cartan null egri alarak yukarida bahsettigimiz {ig
durumdan birini goz 6niine almiglardir. Yapilan bu caligmada agagidaki sonuglar

elde edilmistir.

Teorem 3.1 o : [ C R — B2 Cartan null bir egri olsun. Bu durumda o
Bertrand egrisi ise o null geodezik veya ko ikinci egriligi sabit bir Cartan null
egridir.

Ispat. Kabul edelim ki, (o, *) B3 de bir Bertrand egri ¢ifti olsun. Bu durumda

Vs el veV s el igina* asagudaki gibt yazilabilir.

a* (") = a(s)+ A(s)N (s) (3.1)



burada \(s) # 0 ve s* = s*(s) dir. (3.1) esitliginin s parametresine gore tirevi

alinirsa

ds* ,
(a*)’ dss =T+ AN+ (kT — ke B) (3.2)

elde edilir. (2.2) de verilen Frenet denklemleri kullanilarak

T*f = (14 Mey) T+ XN — My B (3.3)
bulunur. (3.3) egitligi N ile ¢arpilirsa

N=0
bulunur. Dolaysiyla X # 0 ve X =sabittir. (3.3) tekrar dizenlenirse
T f = (14 Mko) T — My B (3.4)
ve (3.4) kendisiyle ¢arpilirsa
ki (14 Ak2) =0

1
elde edilir. Buradan ise k1 = 0 veya ko = Y =sabit oldugu sonucuna variriz.

Durum 3.1 ky = 0 dwr. Bu durumda, o egrisi bir null geodeziktir. Bundan
dolayn,

a(s) =ag+ sT
ifade edilir. Burada o sabit bir vektordir. Ustelik o nan Frenet catis {T, N, B}
sabit vektorlerden olusan bir ¢atidir. Dolayisiyla ke = 0 dir. Boylece o egrisi o

dan yalnizeca bir dteleme ile farklhdir. Bu ylizden o, o egrileri denktir. Bu du-

rumda ki egrinin Frenet vektorleri arasindaki iliski asagidaki gibidir.

T =MT
N* =N
B* =\'B

A1 bir sabittir.

1
Durum 3.2 ko = Y dir. Bu durumda, (3.4) den

T =—uB
ds (3.5)
po=MNi—— #0
ds*



ve
N* =N
B* = pus T
olarak elde edilir. (3.5) esitliginin tirevi alinarsa
1
KiN*f' = /B = 5N (3.6)

ve N ve N* lineer bagimli olmasindan dolayr, ' = 0 dir. Dolayisiyla, 1 =sabit

ve (3.6) denklemini kullanarak

a3 (4) = 53 (3)

1
elde edilir ve = F)\kl esitliginden

2 1
kﬂﬁI-(%) ve k;‘:—kgzx

elde edilir. Teoremin tersinin ispati ise benzer sekilde gerceklestirilir.
[ ]

Sonug 3.1 (o, a*) geodezik olmayan Cartan null bir Bertrand egri ¢ifti olsun. O

zaman egrilik fonksiyonlary arasindaki iliskiler asagidaki gibi verilebilir.
kEike = sabit >0 , k3 = ke = sabit # 0

Teorem (1.1), her Cartan null ¢atily helis egrilerinin (heliz) bir Bertrand eslenigini
meydana getirdigini gosterir. Ayrica sonucumuza gére Bertrand eslenigi de bir

null helistir.

Ornek 3.1 a: I CR — E3  bir null egri olmak dizere, asagidaki gibi tanimlan-

Sin.

a(s) = (% sinh(2s), % cosh(2s), s)

Buradan « egrisinin Frenet denklemleri ve egrilikleri,
T(s) = (cosh(2s),sinh(2s),1)
N(s) = (sinh(2s), cosh(2s),0)
1 1 1
B(s) = (—5 cosh(2s), . sinh(2s), 5)

ki(s) =1, ka(s)=—1



elde edilir ve det(7, —N, B) < 0 olup

s = (75) (3.7)

olarak tanimlanirsa
a*(s*) = (—5 sinh(2s), —3 cosh(2s), s)
elde edilir. Son egitlikte (3.7) yerine yazilirsa o* egrisini agagidaki gibi elde ederiz.
0 (57) = (== sinh(—ps"), — = cosh(—pis"), pis")
2 2 2
Buradan gerekli hesaplamalar yapilirsa

T(s*) = —uB(s)
N*(s*) = N(s)
B(s") = —u'T()

2
* * M * *
/ﬁ(s):? , k3(s*) =1

elde edilir.
Yukarida verilen Cartan null egri (kirmizi renkte) ve onun Cartan null

Bertrand eglenigi (mavi renkte) egrilerin grafikleri agagidaki sekilde verilmigtir.

Sekil-1.
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Bu egrilerin null koni ile birlikte grafikleri de agagidaki sekilde verilmigtir.

3.2. Null Olmayan Eslenikli Cartan Null Bertrand Egrileri

Teorem 3.2 3 : I C R — E} egrisi ssfirdan farkh egrilik fonksiyonlar ki, ko
olan Cartan null bir egri olsun. Bu durumda [ nin bir Bertrand egrisi olmast

i¢in gerek ve yeter sart asagidaki sartlarn saglanmasidar.
(i) A\, h € R,

h <0, 14+ Mey = —hMky, kg —hAky £ 0, ko + hky #0 (3.8)

Bu durumda [*eslenik egrisi, B3 de bir timelike egridir.

(17) A\, h € R,
h >0, 14+ Mey = —hXk1, ko — hAk1 #0, ko + hk1 #0 (3.9)

Bu durumda 3*eslenik egrisi, E? de asli normali spacelike olan spacelike
bir egridir.
Ispat. §: 1 C R — E? egrisi sifirdan farkl egrilik fonksiyonlar: ki, ky ve asli
normal vektorii N olan bir Cartan null egri olsun. Kabul edelim ki, 8* egrisi 3
egrisinin s* parametresine gore kendisinden bagka Bertrand eslenik egrisi olsun.
B egrisinin asli normal vektorii IV spacelike veya timelike vektor oldugun-

dan,

11



(1) B egrisi asli normal vektorii N* olan timelike bir egri olsun. Bu du-

rumda V s* € I* ve V s € [ i¢in §* agsagidaki gibi yazabiliriz.

B*(s") = B°(f(s)) = B(s) + A(s)N(s) (3.10)

(3.10) denkleminde s ye gore tiirev alinir ve (2.1) de verilen Frenet denklemleri
kullanilirsa

T*f'=(1+ Mkg) T+ NN — M\ B (3.11)

esitligi elde edilir. (3.11) egitligi N ile ¢arpilirsa
N=0

bulunur. Dolayisiyla A sifirdan farklh bir sabittir. Buna gore, (3.11) denklemi
yeniden diizenlenirse

Tf = (14 M) T — Ny B (3.12)

olarak bulunur. (3.12) kendisi ile ¢arpilirsa

()% = 2Ky (1 + Mkg) (3.13)

elde edilir. (3.12) denkleminde

14 Mk —\ky

) ve =
f Ty

(3.14)
(3.14) yerine yazilirsa
T* =0T +~B (3.15)

saglanir. (3.15) denkleminin s parametresine gore tiirevi alinir ve (2.1) de verilen

Frenet denklemleri kullamlirsa
elde edilir. (3.16) kendisiyle ¢arpilirsa

§=0 ve &=0 (3.17)

1
bulunur. v # 0 oldugundan 1 + Aky = —hAk; olur. Buradan, h = +)\2k2 = é
—AR1 v

yazabiliriz. (3.17) denklemi (3.16) denkleminde yerine yazilirsa

12



elde edilir. (3.18) esitligi kendisiyle ¢arpilarak (3.13) ve (3.14) kullanilirsa

— (ky — hky)?
(2 iy = — e ) .19
saglanir. Buradan, ks — hk; # 0 ve h < 0 dir. Eger u = % yazilirsa
1
N* =uN (3.20)

elde edilir. (3.20) esitliginin s parametresine gore tiirevi alimarak, (2.1) ve (2.2)

de verilen Frenet denklemleri kullanilirsa

(14 M. A
k( T

bulunur. Son esitlik N ile ¢arpilirsa v’ = 0 olup u sifirdan farkli bir sabit oldugu

B) [ = kB f' =u'N + ukyT — uk, B

sonucuna variriz. Boylece son esitlikten
k3B* f' = ukoyT — uky B — E;T™ f' (3.21)
yazabiliriz ve (3.12) kullamlarak (3.21) tekrar yazilirsa
ksB*f' = P(s)T + Q(s)B

saglanir. Buradan,

My (ky — Bky) (ks + hky)

e 2(17 k5
O(s) = k(b —hky) (ks + hky)
20 (f)° ki

olup esitlikler ise ks + hky # 0 oldugunu ispatlar.
Tersine kabul edelim ki, § (3.8) sartlarim saglayan egrilikleri sirasiyla ky #
0, ko olan Cartan null bir egri olsun. A\, h € R olmak iizere, 5* egrisini agagidaki

gibi tamimlayabiliriz.

§(5%) = B(s) + NN (s) (322
(3.22) esitliginin s ye gore tiirevi alinarak, (2.1) Frenet denklemleri kullanilirsa
d/B* / / /
0~ 8 (5) + XN () + AN () (3.23)

bulunur. (3.23) esitligi N ile ¢arpilirsa

A =0
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olup, A sifirdan farkli bir sabit oldugu sonucuna variriz. Bu durum (3.23) de

yerine yazilirsa
ag*

= -\ (h T+ B 3.24
ds 1( + ) ( )

elde edilir. Boylece

fr= \/‘g <d5*, dﬁ*)' = mi\kivV/—2h
ds ' ds

buradan m; = F1, oyle ki m3Ak; > 0 dir. Buradan, (3.24) yeniden yazilirsa

= \/—_2h(hT +8) (3.25)
g(T",T7) = -1

elde edilir.(3.25) denkleminin tiirevi alinir ve (2.1) Frenet denklemleri kullanilirsa

dT™ il ml(k’g —= hk’l)
ds* — f'\/=2h

bulunur. Son egitlikten

dT™ mg(k‘g - hk?l)
kT = = 2

yazilir. Buradan my = %1, 6yle ki ma(ky — hky) > 0 dir. Simdi ise N* 1 agagidaki
gibi yazabiliriz.

(3.27) denkleminin tiirevi alinarak, (3.25) ve (3.26) kullanilirsa

dN*
f! ds” = mymoN'
aN* __ myma(ks + hky)
- T = 1 22h2f, 1 (T — B)

elde edilir. Buradan,

2 =g dS* ) dS* - f/ /_—Qh

yazabiliriz ve mg = £1, 6yle ki mg(ky + hky) > 0 dir. Boylece, B* 1 agagidaki
sekilde yazabiliriz.

V=2 1
* mlmQTr;:} h(T o EB)

g(B*,B*) =1

B
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O zaman (" bir timelike egri ve § nmin bir Bertrand eglenigidir. Boylece 8 bir
Bertrand egridir.
(17) B* egrisi asli normal vektorii spacelike olan spacelike bir egri olsun.

Bu durumda V s* € I* ve V s € [ i¢in " agagidaki gibi yazlabilir.

B'(s) = B(s) + Ms)N(s) (3.28)

(3.28) denkleminde s parametresine gore tiirevi alimir ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullanilirsa
T*f = (14 Mkg) T + NN — Ak, B (3.29)
esitligi elde edilir. (3.29) N ile ¢arpilirsa
N=0 (3.30)

bulunur. Dolayisiyla A sifirdan farklh bir sabittir. Buna gore, (3.30) denklemi
(3.29) de yerine yazihirsa

T*f' = (1+ Aks) T — My B (3.31)

elde edilir. (3.31) kendisi ile ¢arpilirsa

(f')? = —2X\k1 (1 + Mky) (3.32)
bulunur. (3.31) esitliginden
1+ Mk —\k
d= +f’ 2 ve y= 7 ! (3.33)

saglanir ve (3.33) esitligi (3.31) esitliginde yerine yazilirsa
T* = 6T + B (3.34)

elde edilir. (3.34) denkleminin s parametresine gore tiirevi alinarak, (2.1) ve (2.2)

de verilen Frenet denklemleri kullanilirsa
EIN*f' =0T + (0ky — vko) N ++'B (3.35)
elde edilir. (3.35) kendisiyle garpilirsa

§=0 ve v=0 (3.36)
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14+ Akoy )

v # 0 oldugundan 1 + Aky = —hMk; dir. Buradan h = B~ yazilir.
—AR1 v
(3.36) denklemi (3.35) de yerine yazilirsa
EIN*f" = (6ky — vko) N (3.37)
bulunur. (3.37) kendisiyle garpilarak (3.34) ve (3.36) kullanilirsa
— (ks — hh1)?
(f') (ky)* = (ke — hka)” (3.38)
2h
e . o Ok1 — vk .1
elde edilir. Oyle ki, ks — hky # 0 ve h > 0 dir. Eger u = W denilirse
1
N*=uN (3.39)

yazilir. (3.39) denkleminin s ye gore tiirevi alinir, (2.1) ve (2.2) de verilen Frenet
denklemleri kullanilirsa
L1+ Nk Ak i
_kl (T2T = T/lB) f/ — ]{323 f, = u'N + quT — Ule
saglanir. Son esitlik NV ile ¢arpilirsa, ' = 0 bulunur. Buradan u sifirdan farkh

bir sabittir. O halde son egitlikten
—kyB* ' = ukyT — uky B + E;T* f' (3.40)
elde edilir. (3.40) esitliginde (3.34) yerine yazilirsa
k3B*f = P(s)T + Q(s)B
saglanir. Buradan,
P(s) = — (ukg + (1 + Ako) k7)
Q(S) = U]fl — ()\kl) k'ik
olup, esitlikler ise ko + hky # 0 oldugunu ispatlar.
Tersine, kabul edelim ki 8 (3.29) sartlarim saglayan egrilikleri sirasiyla

k1 # 0, ko olan s parametresine gore Cartan null bir egri olsun. A\, h € R olmak

iizere " egrisini agagidaki gibi tamimlayabiliriz.

B7(s™) = B(s) + A(s)N(s) (3.41)

(3.41) denkleminin s parametresine gore tiirevi alinir ve (2.2) de verilen Frenet

denklemleri kullanilirsa

ddi C = B(5) + N (s)N(s) + AN (5) (3.42)
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elde edilir. (3.42) esitligi N ile garpilirsa
A =0 (3.43)

bulunur ve buradan A sifirdan farkl bir sabittir. (3.43) esitlligi (3.42) esitliginde

yerine yazilirsa
dg*
ds

— Mey(hT + B) (3.44)

elde edilir. Buradan m; = F1, oyle ki myAk; > 0 dir. (3.44) esitligi yeniden

yazilirsa
my

vV —2h

saglanir. (3.45) denkleminin s ye gore tiirevi alinir ve (2.2) de verilen Frenet

T =

(hT + B) (3.45)

denklemleri kullanilirsa

,dT*_ mq ! mi ’ ’ ’
= _(J—_Zh) (hT+B)+(\/__2h)(hT+hT +B)

dT™* —ml(l{fg i hkl)N

ds — fn/on
bulunur. Son egitlikten,
dT™ m2(k2 — hkl)
ki = = 3.46
e = (3.46)

elde edilir. Buradan my = +1, 6yle ki ma(ke — hky) > 0.dir. Simdi biz N* 1 su
sekilde yazabiliriz.

(3.47) denkleminin s parametresine gore tiirevi almarak, (3.45) ve (3.46) kul-

lanilirsa
dN*
f/—* = mlmgN'
ds
dN* mymeg(ka + hky)
T = T-B
2 g ds* 9 ds* - f/ /__Qh/

bulunur ve burada mg = +1, dyle ki ms(ka+hky) > 0 dir. O halde B* 1 su sekilde

yazabiliriz.

mime1msy/ —2h 1

B* = T—--B
2 ( h )
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O zaman (" asli normali spacelike olan spacelike egri ve § min bir Bertrand
eslenigidir. Boylece [ bir Bertrand egrisidir.
Asagidaki sonuglarda Cartan Null Bertrand Egrisinin Frenet vektorleri ve

egrilik fonksiyonlar: ile Bertrand eglenik egrisi arasindaki iligkiler verilmigtir. m

Sonug 3.2 3:1 C R — E? Frenet catiss {T, N, B} ve egrilikleri ki, ko olan bir
Cartan null Bertrand egrisi olsun. 3* : 1 C R — B3 Frenet ¢atiso {T*, N*, B*}
ve ki, k3 egrilikli  nun Bertrand eslenik egrisi 5* bir timelike egri olmak tizere [3
ve 5% wn egrilikleri;

g = Ak —h) (3.48)

oy

ky = fi)?,\/ 2 (RA (Moo — hA) + Es (f)%) (A (Ak2 = BA) — (f1)?) (3.49)

(
T = (_JT) T — <%) B (3.50)

N*=N (3.51)

ve

hA (Mg — hA) + ko (f)?
V2 (B (M = hX) + Ky (1)) (A (M2 = hA) = (f)?)
A (ks = h)) = ()
V2 (B (M = hA) + Ky (1)) (A (M2 = hA) = (f)?)

(f)? = —2)\2h ve 1+ Mky = —hA, h < 0, A # 0 dir.

B (3.52)

Ispat. Kabul edelim ki 3 egrisi, E? de Cartan null Bertrand bir egri ve 5* egrisi
timelike bir egri olsun. Bu durumda V s* € I* ve V s € [ igin 8" 1 agagidaki gibi
yazilabiliriz.

p7(s%) = B (s) + AN (s) (3.53)

(3.53) esitliginin s parametresine gore tiirevi alinir ve (2.2) de verilen Frenet

denklemleri kullanilirsa

T*f = (1+ Mo)T + XN — AB (3.54)
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elde edilir. (3.54) denklemi N* ile garpilirsa
N =0 (3.55)

bulunur. Dolayisiyla A sifirdan farkli bir sabittir. Buna gore (3.55) denklemi
(3.54) de yerine yazilirsa

T*f = (14 M\ky)T — AB (3.56)

bulunur. (3.56) esitligi kendisi ile ¢arpilirsa

= V2M1 + k) (3.57)
elde edilir. (3.56) esitliginden
o Q) A
f f
elde edilir. 1 4+ Aty = —hA dir ve son esitlikte yerine yazilirsa
—hA A
7 7 (3.58)

elde edilir. (3.58) egitliginin s parametresine gore tiirevi alinirsa
. (=hY Az — hA A\
EIN*f = (—,) T+ <—,) N + (——,) B 3.59
bulunur ve g(N, N*) = 1 kullanilarak (3.59) denklemi NV ile ¢arpilirsa

Aky — hA
== (3.60)
(f)
. : —hAY A\
elde edilir. (3.59) denklemi kullamlarak, ) = 0, ) = 0 olup (3.59)
de yerine yazilirsa
) Akg — hA
KIN*f = (27) N (3.61)
ve (3.60) esitligi (3.61) denkleminde yerine yazilirsa
N*=N (3.62)

kolayca elde edilir. (3.62) denkleminin s parametresine gore tiirevi alinirsa

kiB*f = <% + /@) T+ (% — 1) B (3.63)
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bulunur. (3.63) esitligi kendisi ile ¢arpilirsa
1 Ak — hA) hA Ak — hA) A
k3 = /22(( 2 ,2> +k2) (%—1) (3.64)
(f) (f") (f")
elde edilir. (3.63) denkleminden B* ¢ekilirse
1 Akg — hA) hA 1 Ak — hA) A
B* = — ,(( 2 ,2> +k:2)T+ - ,<( 2 ) —1)3 (3.65)
ke f (f) ks f (f)
bulunur. Ayrica (3.64) esitligi (3.65) esitliginde yerine yazilarak diizenlenirse

"2
B hX\ (Akgy — hA) — k2 () T4

V=2 (B (M = hA) = ks (£1)%) (A (M = hA) + (f7)?)

(A
A Mz = hX) + ()
V=2 (B (W — k) = ks (£1)%) (A (M — hA) + (f7)?)

B (3.66)

elde edilir. =
Ornek 3.2 B:ICR— E? de bir Cartan null egri digiinelim.
B(s) = (sinh s, cosh s, s)

ve B nin Frenet catising ve egriliklerini asagidaki gibi yazabiliriz.

T = (coshs,sinhs, 1)
N = (sinh s, coshs, 0)

B — (_coshs _sinhs 1)

2 72 72

N| —

]{71<S) = 1 y kg(S) =

3
Eger Teorem (3.1) de h = —5 Ve A = 1 yerlestirilirse, 8 egrisini agagidaki

gibi elde ederiz.
p*(s) = B(s) + N(s) = (2sinh 5,2 cosh s, s)

Buradan uygun hesaplamalar yapilirsa

T - (2COSh8 2sinhs 1 )
V3 T V3 V3
N* = (sinh s, cosh s, 0)

B — (_COShS _sinhs 2 >
B V3T V3T B
2 1

K= ky=-

1 3 Y 2 3
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elde edilir. Buradan £* i, § min bir timelike Bertrand eglenik egrisi oldugu
kolayca goriilebilir.
Yukarida verilen Cartan null egri (kirmizi renkte) ve onun timelike Bertrand

eglenigi (mavi renkte) egrilerin grafikleri agagidaki sekilde verilmigtir.

Sekil-3.

Bu egrilerin null koni ile birlikte grafikleri de agagidaki sekilde verilmistir.

Sonug 3.3 3:1 C R — E? Frenet catist {T, N, B} ve egrilikleri ki, ko olan bir
Cartan null Bertrand egrisi olsun. 3* : I C R — &3 Frenet catiss {T*, N*, B*}
ve kY, k3 egrilikli B nan asli normali spacelike olan bir spacelike Bertrand eslenik

egrisi olmak tzere B ve B* wn egrilikleri;
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A(ky — h)

= s (3.67)

kK = <f1/)2 Vo2 (A = B = R (1)) (A (M = B) + (f)7) (3,68
s (NN (A

T = ( 7 )T (f> B (3.69)

N*=N (3.70)

. hA (Aks — hA) — ks (f)? T4
V=2 (B (M — hA) = b (£1)%) (A (M — hA) + (f7)?)
A (Mky — BA) + (f1)?

V=2 (hA (M — 1) = b (£1)%) (M (M = hA) + (f7)?)

B (3.71)

(f)? =2X°h ve 1+ Mky = —hX, h >0, A # 0 dur.
Ispat. Kabul edelim ki, 3 egrisi E? de Cartan null bir Bertrand egri ve 3* egrisi
asli normal vektorii spacelike olan spacelike bir egri olsun. Bu durumda V s* € I*

veV s € [ i¢in " agagidaki gibi yazlabilir.
B (s*) =B (s) + AN (s) (3.72)

(3.72) esitliginin s parametresine gore tiirevi alinir ve (2.2) de verilen Frenet

denklemleri kullanilirsa

T*f = (14 Me)T + XN — AB (3.73)
elde edilir. (3.73) denklemi N* ile garpilirsa
A =0 (3.74)

bulunur. Dolayisiyla A sifirdan farkli bir sabittir. Buna gore (3.74) denklemi
(3.73) de yerine yazilirsa

T*f = (1+ Mex)T — AB (3.75)
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saglanir ve (3.75) esitligi kendisi ile ¢arpilirsa

!

f =vV-=2X1+ \ko) (3.76)
elde edilir. (3.75) esitliginden
e = (L) ,)\k2)T - A,B
S S
ve 1 + Aks = —h\ yazilarak son esitlikte diizenlenirse
—hA A
7 7 (3.77)

elde edilir.(3.77) esitliginin s parametresine gore tiirevi alinirsa
. (=B Aky — hA A
EIN*f = (—,) T+ (—,) N + (——,) B 3.78
bulunur. g(N, N*) = 1 kullanilarak, (3.78) denklemi N ile garpilirsa

. Ak —hA

| W (3.79)

!

—hA\’ A\
ve (3.78) kullanilarsa (T) =0, (—?> = 0 elde edilir. (3.78) denkleminde

/ Akg — hA
KIN*f = (27) N (3.80)
ve (3.79) denklemi (3.80) esitliginde yerine yazilirsa

yerine yazilirsa

N*=N (3.81)

bulunur. (3.81) denkleminin s parametresine gore tiirevi alinirsa

e ((Nez— hA)hA ) ((Akz — R A )
kBB f =|\—s— -k |T+|——5—+1)|B 3.82
e G 7y o5
elde ediler ve (3.82) esitligi kendisi ile ¢arpilirsa
w1 (M —hA) hA ) ((/\k:2 — R A )
ky? = ——=2 ( —ky | (——=F—+1 3.83
Uy (f) PANNEEE )

bulunur. (3.82) denkleminden B* ¢ekilirse

.1 (M —hA)hA ) 1 ((/\kQ — R A )
B* = — ko | T 1) B 3.84
k;f’ ( (f/)2 2 + k,;f’ (f/)? + ( )
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elde edilir. Ayrica (3.83) esitligi, (3.84) de yerine yazilarak diizenlenirse

5 hA (Mky — hA) — s (f')” T
V=2 (B (M = hA) = ks (£1)%) (A (M = hA) + (f7)?)
A(Nks — h\) + ()

V=2 (B (M = hA) = ks (£1)%) (A (M = hA) + (f7)?)

bulunur. =
Ornek 3.3 Ornek (3.2) deki 8 : I C R — E? de bir Cartan null egrisi i¢in eger
Sonug (3.1) de h = 3/2 ve A = —1/2 yerlestirilirse, 5* asagdaki gibi tanimlaya-

biliriz.

2 2 72

Buradan uygun hesaplamalar yapilirsa

= _ <coshs sinh s i)
V37 V3 V3B
N* = (sinh s, cosh s, 0)

B — <_2<:oshs _2sinhs ! )
V3 T V3 V3

55 = 00s) - 500 = (T3 )

egrinin bir 5* spacelike Bertrand eslenik egrisi oldugu kolayca gorilebilir.

Yukarida verilen Cartan null egri (kirmizi renkte) ve onun spacelike Bertrand

eglenigi (mavi renkte) egrilerin grafikleri agagidaki sekilde verilmistir.

Sekil-5.
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Bu egrilerin null koni ile birlikte grafikleri de agagidaki sekilde verilmigtir.
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4. 3-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA SPACELIKE
BERTRAND EGRILERI

Bu boliimde 3-boyutlu Minkowski uzayinda spacelike Bertrand egrileri

incelenecektir. Ilk olarak bu uzayda spacelike Bertrand egri tanimini verelim.
Spacelike egrilerin E? de Bertrand egrileri olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogullar:
elde ederek ilgili 6rnekleri verilecektir.
Tamim 4.1 [ : I C R — E} Minkowski 3-uzayinda ki(s) # 0 spacelike bir
Bertrand egri olsun. Eger ¥ s € I i¢in, 3 egrisinin her 5 (s) noktasindaki asli
normali baska bir * : I* C R — B2 egrisinin 8* (s*) = 8 (f (s)) noktasindaki asli
normali ile lineer bagimli ise B egrisine Bertrand egrisi, 5* egrisine de [3 egrisinin
Bertrand eslenik egrisi denir. Burada f : I — I* bir regiiler C'*° déniistimiidiir.
Oyle ki, ¥ s € I i¢in 8 nan her B(s) noktasma 5* wn bir B*(s*) = B*(f(s)) noktast
karsilik gelmektedir.

£ nin asli normal vektor alan1 N spacelike veya timelike olabileceginden
" eglenik egrisi Cartan null egri, non-null egri olabilir. Bu durumlar iki ayr1 alt

baslikta incelenecektir.

4.1. Null Olmayan Eslenikli Spacelike Bertrand Egrileri

Teorem 4.1 3 : I C R — B} egrisi sifirdan farkh egrilik fonksiyonlary ki, ko
ve asli normali spacelike olan spacelike bir egri olsun. Bu durumda 8 man bir

Bertrand egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart asagidaki sartlarn saglanmasidar.
(i) A\, h € R,
h2 < 1, 1— Mk = —h)\kg, ko — hky 7é 0, hko — k1 % 0 (41)

Bu durumda (*eslenik egrisi, E? de bir timelike egridir.

(i7) A\, h € R,
h2 > 1, 1— Mk = —h)\kg, ko — hky 7é 0, hko — kq % 0 (42)
Bu durumda (*eglenik egrisi, B3 de asli normali spacelike olan spacelike

bir egridir.
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Ispat. § : 1 C R — E? egrisi sifirdan farkl egrilik fonksiyonlar1 k;, ky ve
asli normal vektorii IV spacelike olan bir spacelike egri olsun. Kabul edelim ki,
[B* egrisi [ egrisinin s* parametresine gore kendisinden bagka Bertrand eslenik
egrisi olsun. [ egrisinin asli normal vektorii N spacelike veya timelike vektor
oldugundan,

(i) 8% egrisi, asli normal vektorii N* olan timelike bir egri olsun. Bu

durumda V s* € I* ve V s € [ i¢in $* 1 agagidaki gibi yazilabiliriz.

B (s7) = B (f(s)) = B(s) + A(s)N(s) (4-3)

(4.3) denkleminde s parametresine gore tiirev alinir ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullanilirsa
T*f' = (1 — Xetky) T+ NN + \eskyB (4.4)
elde edilir. (4.4) denklemi N ile ¢arpilirsa
N=0 (4.5)

bulunur. Dolayisiyla A sifirdan farkli bir sabittir. Buna gore, (4.5) denklemi (4.4)
de yerine yazilirsa

T*fl = (1 - )\Elkl) T + )\€3k’gB (46)

elde edilir. (4.6) denklemi kendisiyle ¢arpilirsa
(/)" = (1= Xerky)® + (Aeshs) (4.7)
bulunur. (4.6) esitligi diizenlenerek tekrar yazilirsa

T = (“TAEI’CI) T <A€;’;k2) B (48)

elde edilir. (4.8) denkleminden

— (—1 — f)/\61/€1) ve = (Ae;’lb) (4.9)

bulunur ve (4.9) denklemi (4.8) esitliginde yerine yazilirsa

T* = 6T +~B (4.10)
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elde edilir. (4.10) denkleminin tiirevi alinar ve (2.1) de verilen Frenet denklemleri
kullanilirsa

f'EfN* = 0'T + (dexky — yeaks) N + /B (4.11)
bulunur. (4.11) denklemi kendisiyle ¢arpilirsa

=0 ve =0 (4.12)

. J
olur. Oyle ki, v # 0, 1 — Ak; = —hAky dir. Buradan h = — bulunur ve (4.12)
v
denklemi (4.11) denkleminde yerine yazilirsa

Ezf/]{?TN* = (562]€1 — ’)/62]{32> N (413)

elde edilir. (4.13) denklemi kendisiyle garpilarak (4.7) ve (4.9) esitlikleri kul-

lanilirsa

; ] (ks — hky)*

& (f)° (k)" = S (4.14)

Oeaky — yeok
elde edilir. Buradan ky — hk; # 0 ve h? < 1 dir. Eger u = (0¢s 1* 7 ; 2k2) ifadesi
€2J F1
(4.13) egitliginde yerine yazilirsa
N* =uN (4.15)

elde edilir. (4.15) esitliginin s parametresine gore tiirevi alinir ve (2.1) de verilen

Frenet denklemleri kullanmilirsa
—EI‘]NI{?TT* -+ €§f/k;B* = U/N -+ (—Elle + 63]€QB>

yazilir. Son egitlik N ile carpilirsa

u =0

bulunur. Buradan, u sifirdan farkl bir sabittir. Dolayisiyla son esitligimiz diizen-
lenirse

e3f'kyB* =u(—€ kT + €3k B) + €; f' kT (4.16)

elde edilir. (4.8) denklemini kullanarak, (4.16) esitligi yeniden yazilirsa

esf'kyB* = P(s)T + Q(s)B (4.17)
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saglanir. Buradan
P(s) = — (uerky — €5ky (1 — Nerky))
Q(s) = uesks + €1k} (Aesks)
olup, bu esitlikler ise hky — k1 # 0 oldugunu gosterir.
Tersine kabul edelim ki, 3 egrisi egrilikleri sifirdan farkli &, k5, asli normali
spacelike olan ve (4.1) sartlarimi saglayan bir spacelike egri olsun. [* egrisini

asagidaki gibi tamimlayabiliriz.

B7(s7) = B(s) + Als)N(s) (4.18)

(4.18) denkleminin s parametreine gore tiirevi alinir ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullanilirsa

d *

b = — ko [WT + B] (4.19)

ds
bulunur.

[ | PY ARLEA | B VN
ds ’ ds
ve buradan m; = F1, dyle ki mjAky > 0 dir. (4.19) denklemi yeniden yazilirsa
"= —L [T + B]

V1—h? (4.20)
g(I,T7) = e = -1
(4.20) denkleminin s parametresine gore tiirevi alinarak, (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullanilirsa

dT™ . _ml(hkl — kz)N

= 4.21
ds” f'\/1 — h? ( )
elde edilir. (4.21) denkleminden
dT™ m2<hl€1 - kg)
ki = = 4.22
o = (422

bulunur. Buradan ms = 1, 6yle ki ma(hk; — kg) > 0 dir. Simdi N* 1 su sekilde

yazabiliriz.

(4.23)

(4.23) denkleminin s parametresine gore tiirevi alinarak, (2.1) de verilen Frenet
denklemleri kullanilirsa

dN* _ mamg (k1 — hks) T+ hB) + kiT*
ds” (f)* (1= h?) f

(4.24)

29



elde edilir. (4.20) denklemi (4.24) denkleminde yerine yazilirsa

ds" ' ds* ) 1= N2
bulunur. Buradan ms = +1, 6yle ki mg (k; — hky) > 0 dir. B* ise su sekilde

tanimlanir.
mi1mme1ms

B* = [T + hB]

(1—n?) (4.25)
g(B*,B)=¢; =1

O zaman (* timelike bir egri ve 8 nin Bertrand eslenik egrisidir. Boylece [ bir

Bertrand egridir. m

4.2. Cartan Null Eslenikli Spacelike Bertrand Egrileri

Teorem 4.2 3 :1 C R — E3 de asli normali spacelike ve egrilikleri ky, ky # 0
bir birim haizly spacelike bir egri olsun. [ nwn Bertrand egrisi olmasi i¢in gerekli

ve yeterli sart A € R, h = £1 olmak iizere, asagidaky sartlarin saglanmasidar.
1 - )\kl = h)\kg

ve

hky + ks # 0

dir. Bu durumda 5% Bertrand eslenik egrisi bir Cartan null egridir.

Ispat. Kabul edelim ki, 8 s parametresine gore asli normali spacelike olan bir
spacelike egri ve " s* parametresi ile Cartan nul Betrand eglenik egrisi olsun.

Bu durumda V s* € I* ve V s € [ i¢in, 5" agagidaki sekilde yazilabilir.

B7(s") = B(s) + Als)N(s) (4.26)

(4.26) denkleminin s parametresine gore tiirevi alinir ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullanilirsa
T*f'= (1 — Aetk1) T+ AN + Aesko B (4.27)
elde edilir. (4.27) denklemi N ile ¢arpilirsa

AN=0 (4.28)
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bulunur. Dolayisiyla A sifirdan farkl bir sabittir. Buradan (4.28) denklemi (4.27)

esitliginde yerine yazilirsa
T "= (1 — Xetk1) T + AezkoB (4.29)
elde edilir. (4.29) denklemi kendisiyle ¢arpilirsa
(Nesks)? = (1 — Xeyky)” (4.30)
bulunur. (4.30) kullamlarak (4.29) denklemi tekrar yazilirsa
T*f' = Aesks (hT — B), h = +1 (4.31)

Ak
elde edilir. § = T/Z esitligini yerine koyarak, (4.31) denkleminin s ye gore tiirevi

alinir ve (2.1) de verilen Frenet denklemleri kullanilhirsa
N*f" =6 (hky + ko) N (4.32)

bulunur. Bu ise hk; + ko # 0 oldugunu gosterir.

Tersine, [ egrilikleri sifir olmayan ky, ko, yay uzunlugu s ile parametrik
hale getirilmis asli normali spacelike olan spacelike bir egri ve A € R, h = +1,
1 — hky = Aky ve hky + ks # 0 oldugunu varsayalim. O zaman 8 1 agagidaki gibi

tanimlayabiliriz.
p7(s7) = B(s) + Als)N(s) (4.33)

(4.33) denkleminin s parametresine gore tiirevi alinir ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullanilirsa
ds*
ds

= My [WT — B] (4.34)

bulunur.(4.34) denkleminin s parametresine gore tiirevi alinarak, (2.1) de verilen

Frenet denklemleri kullanilirsa

a2p*
o = My (hky + ko) N (4.35)

elde edilir. Buradan,

g (25 457
f_‘g(ds’ds)

1
4

= /mimaAky (hky + ks) (4.36)
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saglanir. Buradan m; = F1, dyle ki miAky > 0 ve my = £1, my (hky + ko) > 0
dir. (4.34) ve (4.35) denklemleri yeniden yazilirsa

T* = ARz [hT — B
Vmamg Ak (hky + k2) (4.37)
g(T*, T*) =€ =0
ve
N* = mlmgN
(4.38)
g(N*, N*)=e5 =1, k=
elde edilir. Buradan,
1 1 [(dN* dN*
2 29\ ds ' ds
dir. Boylece
]{72 _ k2
k3 2 "1 (4.39)

- 2m1m2)\k2 (hkl s kg)

elde edilir. Boylece, B* ise agsagidaki gibi yazabiliriz.
dN* Nkoh (Rkey + k)
B =BT - 5 = Mt k) iy g
dS 2 (mlmg/\kfg (hkl -+ kQ))E

g(B*,B*) =¢;=0

Bu ise ispat1 tamamlar.
Agagida verilen asli normali timelike olan spacelike bir Bertrand egri teo-

remi i¢in de ayni ispat tamamlanir. m

Teorem 4.3 3: 1 C R — E? de asli normali timelike ve egrilikleri ky, ko # 0
bir birim hizly spacelike bir egri olsun. (3 nin Bertrand egrisi olmasi i¢cin gerekli

ve yeterli sart A € R, h? < 1 olmak iizere, asagidaki sartlarin saglanmasidar.
1 — Aky = hAks (4.40)

ve
kg — hkl 7é 0 ve hk’g + kl 7é 0 (441)

dir. Bu durumda 5% Bertrand eslenik egrisi asli normali timelike olan spacelike

bir egridir.

Ispat. Kabul edelim ki, § s parametresine gore asli normali timelike olan bir

spacelike egri ve 8* s* parametresi ile Betrand eslenik egrisi olsun. Bu durumda

V s* € I*veV s €l icin §* agagidaki gekilde yazilabilir.

B7(s") = B(s) + A(s)N(s) (4.42)
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(4.42) denkleminin s parametresine gore tiirevi alinir ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullanilirsa
T*f' = (1 = Xeyk1) T+ A'N + Aeshky B (4.43)
elde edilir. (4.43) denklemi N ile garpilirsa
N=0 (4.44)

bulunur. Dolayisiyla A sifirdan farkl bir sabittir. Buna gore, (4.44) denklemi
(4.43) egitliginde yerine yazilirsa

T*f = (1= Xerk1) T + NeskoB (4.45)
elde edilir. (4.45) denklemi kendisiyle ¢arpilirsa
(Neska)® = (1 — Xerhky)? (4.46)
ve (4.46) kullamilarak, (4.45) tekrar yazilirsa
T*f' = Aesks (hT — B) , h = %1 (4.47)

Ak
bulunur. § = T/Q esitligini yerine koyarak, (4.47) denkleminin s ye gore tiirevi

alimir ve (2.1) de verilen Frenet denklemleri kullanilirsa
N*f"=§ (hky + ko) N (4.48)

bulunur. Bu ise hk; + ks # 0 oldugunu gosterir.

Teoremin tersinin ispati ise benzer sekilde gerceklestirilir. m

Ornek 4.1 f: I Cc R — E2 de asli normali spacelike olan spacelike bir egri
diigtiinelim.

B(s) = (sinh s, cosh s, v/25)
Buradan 8 egrisinin Frenet denklemleri ve egriliklert,

T(s) = (cosh s, sinh s, /2)
N(s) = (sinhs,coshs,0)
B(s) = (—v2coshs,—/2sinhs, —1)
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]{Zl(S) =1 , ]{ZQ(S) = \/§

yazlr. Eger Teorem (4.1) in (i) de h = —/2/2 ve A = 1/2 segilirse, 3* egrisini
asaqidaki gibi elde edebiliriz.

B* = p(s) + %N(s) = (g sinh s, ; cosh s, v/2s)

Buradan uygun hesaplamalar yapilirsa

T* = (3coshs,3sinh s, 2v/2)
N* = (sinh s, cosh s, 0)
B* = (—2v/2coshs, —2v/2sinh s, —3)

k* =6 wve ki=4v2
elde edilir. Egrinin, timelike bir Bertrand eslenik egrisi oldugu kolayca goriilebilir.
Yukarida verilen asli normali spacelike olan spacelike bir egri (kirmiz

renkte) ve onun timelike Bertrand eglenigi (mavi renkte) egrilerin grafikleri agagi-

daki gekilde verilmistir.

Sekil-7.

Bu egrilerin null koni ile birlikte grafikleri de asagidaki sekilde verilmistir.
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Ornek 4.2 Ornek (4.1) deki B : I € R — B3 spacelike bir egri icin, eger
Teorem (4.1) in (i1) de X = 1/3 ve h = —/2 segilirse, * egrisini asajidaki

gibi elde ederiz.

1 4 4
B*(s) = B(s) + §N(8) = (§ sinh s, 3 cosh s,v/25s)
Buradan uygun hesaplamalar yapilirsa 3* egrisinin Frenet denklemleri ve egrilik-

lers,

T* = (2v/2cosh s, 2v/2sinh s, 3)
N* = (sinh s, coshs,0)

B* = (3cosh s, 3sinh s, 2/2)
-9

kils) =6, kis) =

elde edilir. Bu duruda egrinin spacelike bir Bertrand eslenik egrisi oldugu kolayca

gorilebilir.

Yukarida verilen asli normali spacelike olan spacelike bir egri (kirmiz

renkte) ve onun spacelike Bertrand eglenigi (mavi renkte) egrilerin grafikleri agagi-
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daki gekilde verilmistir.

Bu egrilerin null koni ile birlikte grafikleri de agagidaki gsekilde verilmigtir.

Sekil-10.

Ornek 4.3 Ornek (4.1) deki 5 : I € R — E3 spacelike bir egri icin ejer Teorem
(4.2) de A = —1 — \/2 segilirse, B* egrisini asagudaki gibi yazabiliriz.

B*(s) = (—\/isinh s,—V/2cosh s, \/58)

Buradan uygun hesaplamalar yapilirsa 3* egrisinin Frenet denklemleri ve egrilik-
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lers,

T* (—(7§cosh s, —v/2sinh s, \4/5)
N* = (—sinhs, —coshs,0)

1
B* = ——(coshs,sinh s, 1)

22

i) =1, k() = 5z

elde edilir. O halde bu egrinin cartan null Bertrand eslenik egrisi oldugu kolayca

goriilebilir.

Yukarida verilen asli normali spacelike olan spacelike bir egri (kirmiz
renkte) ve onun Cartan null Bertrand eglenigi (mavi renkte) egrilerin grafikleri

asagidaki sekilde verilmigtir.

Sekil-11.
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Bu egrilerin null koni ile birlikte grafikleri de agagidaki gsekilde verilmigtir.

Sekil-12.

Ornek 4.4 6 : 1 Cc R — E? de asli normali timelike olan spacelike bir egri
diigtiinelim.

coshs sinhs s
=5 R

Buradan Teorem (4.3) de eger A = 1 ve h = 14 /2 segilirse,

B R ERV5) 1+v2 s
B*(s) = ( 7 cosh s, NG sinh s, \/5)

elde edilir.

Benzer sekilde egrinin Bertrand eslenik egrisi asli normali timelike olan bir

spacelike egri oldugu kolayca goriilebilir.

Yukarida verilen asli normali timelike olan spacelike bir egri (kirmizi renkte)

ve onun timelike olan spacelike Bertrand eglenigi (mavi renkte) egrilerin grafikleri
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agagidaki sekilde verilmistir.

Bu egrilerin hiperbolik kiire ile birlikte grafikleri de asagidaki sekilde ver-

ilmigtir.

Sekil-14.
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5. 3-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA TIMELIKE
BERTRAND EGRILERI

Bu boliimde 3-boyutlu Minkowski uzayinda timelike Bertrand egrileri ince-

lenecektir. Ilk olarak bu uzayda timelike Bertrand egri tanimini verelim. Timelike
egrilerin B3’de Bertrand egrileri olmas igin gerekli ve yeterli kogullar elde ederek
ilgili ornekleri verilecektir.
Tanim 5.1 8 : [ € R — B Minkowski 3-uzayinda ki(s) # 0 timelike bir
Bertrand egri olsun. Eger¥ s € I i¢in 5 egrisinin her [ (s) noktasindaki asli nor-
mali bagka bir 5 : I* C R — B} egrisinin 8" (s*) = B (f (s)) noktasindaki asli
normali ile lineer bagimly ise B egrisine Bertrand egrisi, 5* egrisine de [3 egrisinin
Bertrand eslenik egrisi denir. Burada f : I — I* bir regiiler C*° déniigtimiidiir.
Oyle ki, ¥ s € I i¢in 3 man her B(s) noktasina 5* wn bir *(s*) = B*(f(s)) noktas
karsilik gelmektedir.

5.1. Null Olmayan Eslenikli Timelike Bertrand Egrileri

Teorem 5.1 3 : [ C R — E} egrilik fonksiyonlart sifirdan farkl ky, ke olan
birim hizly timelike bir egri olsun. Bu durumda [ nin bir Bertrand egrisi olmas:

icin gerek ve yeter sart asagidakt sartlarin saglanmasidar.
(i) h, A € R,
h2 > 1, 14+ Mk = h)\kz, hki — ko 7é 0, hke — k1 75 0 (51)

Bu durumda (3* eslenik egrisi, E} de bir timelike egridir.

(i7) h, A € R,
h% <1, 14 Mky = haky, hky — ks # 0, hky — k1 #0 (5.2)
Bu durumda * eglenik egrisi, E3 de asli normali spacelike olan spacelike bir
egridir.
Ispat. Kabul edelim ki, § s parametresine bagh egrilikleri sifirdan farkli k;, ko

olan timelike bir Bertrand egri ve § nin s* parametresine bagh Bertrand eglenik

egrisi S olsun.
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(ii) Kabul edelim ki, * egrisi asli normali spacelike olan spacelike bir egri

olsun. Bu durumda V s* € [* ve V s € [ igin, 8" agagidaki formda yazilabilir.

B7(s") = B°(f(s)) = B(s) + A(s)N(s) (5-3)

(5.3) denkleminde s parametresine gore tiirev alinir ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullanilirsa
T*f = (1 — Aetky) T + AN + AeshkyB (5.4)
ve (5.4) denklemi N ile garpilirsa
N=0 (5.5)

bulunur. Dolayisiyla A sifirdan farkl bir sabittir. Buradan (5.5) denklemi (5.4)
de yerine yazilirsa

T*f, = (]. — /\61]{31) T + )\63]€2B (56)

elde edilir. (5.6) denklemi kendisiyle ¢arpilirsa
—(f)? = (1= Aeak)® + (Aesks)” (5.7)
bulunur. (5.6) denklemi diizenlenerek yazilirsa

_ 1-— )\61]{?1 )\63]62
T _(—f, )T+< 5 )B (5.8)

elde edilir. (5.8) denkleminden

. 1-— )\61]61 _ )\63]€2
-(55) w = (0F) o

bulunur ve (5.9) denklemi (5.8) de yerine yazilirsa

T* = 6T + B (5.10)

elde edilir. (5.10) esitliginin tiirevi almr ve (2.1) de verilen Frenet denklemleri

kullanilirsa

f/krN* = (yT + (562]€1 — ’)/GQkQ) N + ’)/IB (511)

bulunur. (5.11) denklemi kendisiyle garpilirsa

5/ et 0 s "}/, et 0 (5.12)
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bulunur. Buradan v # 0, 1 + A\ky = hAky ve h = o elde edilir. (5.12) esitligi
Y
(5.11) de yerine yazilirsa

GSfIkTN* = <5€2k1 — 762%2) N (513)

elde edilir. (5.13) denklemi kendisiyle carpilarak, (5.7) ve (5.9) denklemleri kul-

lanilirsa
(hky — ks)?

() () = S (514)

(5€2k1 - 7€2k2)

e ifadesi

elde edilir. Buradan hk; — ky # 0 ve h? < 1 dir. Eger u =

(5.7) de yerine yazilirsa
N* = uN (5.15)

elde edilir. (5.15) denkleminin s parametresine gore tiirevi aliir ve (2.1) de

verilen Frenet denklemleri kullanilirsa
—ei 'BiT* + &5 f'ksB* = u'N + u(—e k1T + e3k2B) (5.16)
yazilir. (5.16) esitligi N ile carpilirsa
u =0
bulunur. Buradan, u sifirdan farkl bir sabittir. (5.16) esitligi diizenlenirse
e5['kyB* = u(—e kT + €3k B) + €; f' kT (5.17)
yazilir. (5.6) egitligi kullanilarak, (5.17) denklemi yeniden yazilirsa
esf'ksB* = P(s)T +Q(s)B (5.18)

elde edilir.. Buradan

P(s) = ks (hky — ko)
(f)* ki (1= h2)
Ako (hky — ko) h
Qls) = M2 Rl by )
(f)" ki (1= h?)
olup, esitlikler ise hks — k1 # 0 oldugunu gosterir.

(k1 — hks)

Tersine kabul edelim ki, 3 egrilikleri sifirdan farkli &y, ks olan ve (5.2) sart-

larim saglayan bir timelike egri olsun. 8* egrisini agagidaki gibi tanimlayabiliriz.

B*(s) = B(s) + AN(s) (5.19)
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(5.19) denkleminin s parametresine gore tiirevi alinir ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullanilirsa

g
o= Ma[hT + B (5.20)

bulunur. Boylece,

e

elde edilir. Buradan m; = F1, 6yle ki miA ks > 0 dir. (5.20) denklemi yeniden

yazilirsa

r=rmphtes (5.22)

g(T*T*) =€ =1
ve (5.22) denkleminin s parametresine gore tiirevi alinarak, (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullanilirsa
dT™ ml(hkl — kQ)
— N 5.23
A = (5.23)

bulunur. (5.23) esitliginden

dT™ mg(h/{il — ]{?2)
*— = 24
"1 ' ds* f'vV1—h? (5.24)

saglanir. Buradan mq = +1, 6yle ki ma(hk; — kg) > 0 dir. Simdi N* 1 su sekilde
yazabiliriz.
N* = mymoN
gIN* N*)=¢e =1

(5.25)

(5.25) denkleminin s parametresine gore tiirevi alinir ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullanilirsa

dN* mama (k1 — hks)
— — kT = T+ hB 2
dS* 1 f/ (1 . h2) [ + ] (5 6)
elde edilir. (5.26) esitligiden
dN* Ty (kl — hl{ig) kxT™
T [T+ hB] + —
§ (f)" (1= h?) f

yazilir.

k* . dN* dN* . ms (k’l — hkg)
2 g ds* ) dS* - f/ /—1 — h2
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ve buradan m3 = +1, 6yle ki mg (k1 — hky) > 0 dir. Boylece, B* 1 ise su sekilde

yazabiliriz.

O zaman, [ asli normali spacelike olan spacelike bir egri ve § min Bertrand

eslenik egrisidir. Boylece 3 bir Bertrand egridir. m

5.2. Cartan Null Eglenikli Timelike Bertrand Egrileri

Teorem 5.2 3:1 C R — B? de egrilikleri ky, ko # 0 olan birim hazl bir timelike
egri olsun. 3 nin Bertrand egrisi olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart A € R, h = £1

olmak tizere, asagidaki sartlarin saglanmasidar.
14+ My = hAks

ve

hki — ks £ 0

dir. Bu durumda 5% Bertrand eslenik egrisi bir Cartan null egridir.

Ispat. Kabul edelim ki, 8 s parametresine bagh timelike bir egri ve 5%, s*
parametresine bagli Cartan null Betrand eglenik egrisi olsun. Bu durumda, V

s* € I* veV s € [ i¢in 5" agagidaki formda yazilabilir.

pH(s") = B°(f(s)) = B(s) + A(s)N(s) (5.27)

(5.27) denkleminin s parametresine gore tiirevi alimir ve (2.2) de verilen Frenet

denklemleri kullanilirsa
T*f' = (1 — Xetky) T + N N + AeskoB (5.28)
elde edilir. (5.28) denklemi N ile carpilirsa
N'=0 (5.29)

bulunur. Dolayisiyla A sifirdan farkl bir sabittir. Buna gore, (5.29) denklemi
(5.28) da yerine yazilirsa

T*f, = (]. — /\61]@1) T + )\631{32B (530)
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elde edilir. (5.30) denklemi kendisiyle ¢arpilirsa
()\63]€2)2 = (1 — )\61/’61)2 (531)

bulnur. Buradan 1+ hk; = Aky, h = £1 dir. (5.31) denklemi kullamlarak, (5.30)
tekrar yazilirsa

T*f' = Xesks (KT + B), h = +1 (5.32)

Ak
bulunur. v = T/Q esitligini yerine koyarak ve (5.32) esitliginin s parametresine

gore tiirevi alinarak, (2.1) de verilen Frenet denklemleri kullanilirsa

bulunur. Bu ise hk; — kg # 0 oldugunu gosterir.
Tersine, 3 egrilikleri ki, ko # 0 sabit egrili yay uzunlugu s ile parametrik
hale getirilmis timelike bir egri ve A € R, h = 41, 1 + hky = Akg ve hky — ko # 0

oldugunu kabul edelim. O zaman ™ 1 agagidaki gibi tanimlayabiliriz.
B7(s™) = B(s) + Als)N(s) (5.34)

(5.34) denkleminin s parametresine gore tiirevi alinir ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullanilirsa
dp*
ds

bulunur. (5.35) denkleminin s parametresine gore tiirevini alinarak, (2.1) de

= Mey [WT + B] (5.35)

verilen Frenet denklemleri kullanilirsa

a2
df? = Mg (hky — ko) N (5.36)
ve L
) dp* dg*\ |4

buradan m; = F1, 6yle ki myAkq (hky — ko) > 0 dur. (5.35) ve (5.36) denklemleri

yeniden yazilirsa

*

Ao
/miNks (Bky — k) W+ B (5.38)

g(T*,T*) =¢; =0

ve

(5.39)

45



dN* dN*

T5 0 ds ) dir. Boylece,

1
elde edilir. Biliyoruz ki, kj = —Eg (

ki = ki — ks (5.40)
2m1>\k2 (hkl - kg)

elde edilir. Sonug olarak, B* 1 ise su sekilde yazabiliriz.

N* — — ky)?
B*:k:;T*—d I A ) T hp]

45" 9 (g My (Bt — k)
o(B".BY) = ;=0

N

Bu ise ispat1 tamamlar. O zaman (* Cartan null bir egri ve S nin Bertrand

eslenik egrisidir. Boylece 8 bir Bertrand egrisidir. m

Ornek 5.1 f:ICR— E? de timelike bir egri disiinelim.
B(s) = (vV2sinh s, V2 cosh s, s)

Buradan 8 egrisinin Frenet denklemler: ve egriliklert,

T(s) = (v/2coshs,/2sinhs, 1)
N(s) = (sinhs,coshs,0)

B(s) = (coshs,sinhs,/2)
ki(s) =v2 wve ky(s) =—1

elde edilir. Eger Teorem (5.1) in (i) de h = V2 ve A = —1/2v/2 almrsa

B* egrisini asagidaki gibi elde ederiz.

1
22

Buradan uygun hesaplamalar yapilirsa

()—(—smhs 5 coshs ,S)

T* = (3coshs,3sinhs, 2v/2)
N* = (sinh s, cosh s, 0)
B* = (2\/§COSh s, 2v/2sinh s,3)

kf(s)=6 , ki(s)=—8

elde edilir. Egrinin timelike bir Bertrand eslenik egrisi oldugu kolayca gorilebilir.
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Yukarida verilen asli normali timelike olan bir egri (kirmizi renkte) ve onun
timelike olan Bertrand eglenigi (mavi renkte) egrilerin grafikleri agagidaki gekilde

verilmigtir.

Bu egrilerin hiperbolik kiire ile birlikte grafikleri de asagidaki sekilde ver-

ilmigtir.

Sekil-16.

Ornek 5.2 Ornek (5.1) deki 3 : I € R — 3 timelike bir egrisi icin eger Teorem
(5.1) in (i1) de h = /2/2 ve A\ = —/2/3 segilirse * egrisini asagdaki gibi elde

ederiz.

8'(5) = Bl) - () = (L2

sinh s, 5 cosh s, s)
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Buradan uygun hesaplamalar yapilirsa

T* = (2v/2cosh s, 2/2sinh s, 3)
N* = (sinh s, cosh s, 0)
B* = (3cosh s, 3sinh s, 2v/2)

kT(S) = 6\/5 ’ k;(‘s) =-9

elde edilir. Egrinin spacelike bir Bertrand eglenik egrisi oldugu kolayca gorilebilir.

Yukarida verilen asli normali timelike bir egri (kirmizi renkte) ve onun
spacelike Bertrand eglenigi (mavi renkte) egrilerin grafikleri agagidaki sekilde ver-

ilmigtir.

40

50 , 5 0-24

Sekil-17.
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Bu egrilerin hiperbolik kiire ile birlikte grafikleri de agagidaki sekilde ver-

ilmigtir.

Sekil-18.

Ornek 5.3 Ornek (5.1) deki B : I ¢ R — E? timelike bir egrisi icin, eger
Teorem (5.2) in (ii) de h = 1—+/2 segilirse 3* egrisini asagdaki gibi elde ederiz..

B*(s) = B(s) + (1 — \/§> N(s) = (sinh s, cosh s, s)

Buradan uygun hesaplamalar yapilirsa 5* in Frenet denklemleri ve egrilik-

leri,

T* = (coshs,sinhs, 1)

N* = (sinh s, cosh s, 0)
coshs sinhs 1
B* = (_ y ) _)
2 2 2

k=1, kj=1/2

elde edilir. Egrinin bir Cartan null Bertrand eslenik egrisi oldugu kolayca goriilebilir.

Yukarida verilen asli normali timelike bir egri (kirmuzi renkte) ve onun

Cartan null Bertrand eglenigi (mavi renkte) egrilerin grafikleri agagidaki sekilde
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verilmigtir.

50, 5 o-2-4

Sekil-19.

Bu egrilerin hiperbolik kiire ile birlikte grafikleri de asagidaki sekilde ver-

ilmigtir.

Sekil-20.
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6. TARTISMA VE SONUC

Bu tez ¢alismasinda 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir Bertrand egrisinin
farkli causal karakterlerine sahip eslenik egrilerinin var olabilecegi diisiincesiyle
ilk olarak bir Cartan null Bertrand egrisinin Cartan null, timelike ve asli normali
spacelike olan bir spacelike eglenik egrileri elde edilmis ve bununla ilgili 6rnekler
verilmigtir.

Bu diistince yardimiyla ve Bertrand egrilerinin ¢ok ¢aligilan bir egri olmasi
gercegini de gozoniine alarak Minkowski uzay-zaman, Galile ve pseudo Galile
uzaylar1 gibi farkl i¢ carpimlarinin tanimlandigi uzaylarda da calisilabilecek bir
konudur.

Tez ¢aligmamizin, bu alanda calisilacak diger calismalara yardimci olacagi

diislincesine sahibiz.
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