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OZET

SPLIT KUATERNIYON MATRISLERIN OZDEGERLERI VE
OZVEKTORLERI

Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali, Yiksek Lisans Tezi
Danisman. Dog. Dr. Osman KECILIOGLU
Eylil 2022, 54 sayfa

Bu tez calismasi dért boliimden olusmaktadir. Birinci bdliim giris icin ayrilmistir. ikinci
boliimde split kuaterniyonlar tanitilmistir. Ugiincii béliimde oncelikle split kuaterniyon
matrisler tanitilmis ve cebirsel Ozellikleri ele alinmistir. Daha sonra split kuaterniyon
matrislerin 6zdeger ve 6z vektor kavramlar tanitilmistir. Ayrica split kuaterniyon matrisin
kompleks temsilcisi yardimiyla 6zdeger ve 0z vektorlerini elde etmek icin yontemler
incelenmistir. Son olarak bu kavramlarla ilgili 6rnekler verilmistir. Dordiincii bolim ise

tartisma ve sonug i¢in ayrilmaistir.

Anahtar kelimeler: Split kuaterniyon, Split kuaterniyon matris, Kuaterniyon mekanik,

Kompleks temsilci, Ozdegerler, Oz vektorler
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Kirikkale University
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Department of Mathematic, Master’s Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Osman KECILIOGLU
September 2022, 54 pages

This thesis consist of four chapter. The first chapter is reserved for introduction. In the second
chapter Split quaternions are introduced. In the third chapter, firstly, split quternion matrices
are introduced and their algebraic properties are discussed. Then, eigenvalue and eigenvector
notions of split quaternion matrices are introduced. In addition. methods to obtain eigenvalues
and eigenvectors with the aid of the complex representation of the split quaternion matrix are

examined. Finally, examples of these notions are given.
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1. GIRIS

Kuaterniyonlar, 1843 yilinda, Irlandali matematik¢i Sir Willam Rowan Hamilton
tarafindan kompleks sayilarin bir tiir genellestirmesi olan yeni bir say1 sistemi olarak

tanitilmistir. Kuaterniyonlar kiimesi

H={q=qo+ q1i+q2j + g3k : q0,91,92,95 € IR}

seklinde tanimlanmistir. Kuaterniyonlar karmasik sayilari bir gergek, ii¢ sanal boyuta

genisleten say1 sistemidir. Burada i, j, k kuaterniyonun baz dgeleri
2= j2=k?= —1veij= —ji=k, jk=—kj =i, ki = —ik = j, ijk = —1

esitlikleri ile tanimlidir. Bu esitliklerden de anlasilacagi iizere Kuaterniyonlarda
carpma isleminde degisme 6zelligi tanimli degildir. Bu sebepten Kuaterniyonlar cisim

degil boliim halkasidir.

Hamilton’un c¢aligmalarindan sonra James Cockle 1849 yilinda split kuaterniyon

kiimesini

Hi={q=qo+ q1i+qj+ q3k: q0,q91,92,93 € IR}

seklinde tanimlamus olup i2 = —1,j% = k? = 1veijk = 1dir.

Bu kiime Kuaterniyon kiimesi gibi 4 boyutludur ve H,'de degismeli degildir.
Kuaterniyonlar ve split kuaterniyonlar degismeli olmayan Clifford cebiridir.
Degismeli olmadigi i¢in, sag ve sol 6zdegerleri esit olmayabilir. Split kuaterniyonlar,
kuaterniyonlara gore daha karmasik bir yapiya sahiptir. Split kuaterniyonlar,
kuaterniyonlardan farkli olarak sifir bolen, nilpotent eleman ve sifirdan farkl
idempotent eleman igerir. [1], [3], [4], [5] Kuaterniyonlar ve split kuaterniyonlar
bircok alanda ¢ok oOnemlidir Bilgisayar grafiklerinde, kontrol teorisinde, video
oyunlarinin programlamasinda, uzay araglarinda, kuantum fiziginde sinyal islemede

ve daha bir ¢ok alanda kullanilmaktadir.



1.1. Kaynak ozeti

Bu tezin ikinci boliimiinde split kuaterniyonlarla ilgili temel kavramlar [1], [2], [3],
[4], [5], [18] nolu kaynaklar kullanilarak hazirlanmistir. Tezin ligiincii bolimiinde spit
kuaterniyon matrislerin tanim1 ve cebirsel 6zellikleri ile split kuaterniyon matrislerin
kompleks temsilcisinin 6zellikleri ve yapilabilen islemler igin [1], [3], [4], [5], [18]
nolu kaynaklar kullanilmistir. Split kuaterniyonlarin 6zdeger ve 6z vektorlerini elde
etmek i¢in kullanilan yontemler de [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12], [13], [14], [18]
nolu kaynaklardan, split kuaterniyon matrislerin 6zdeger ve bu 6zdegere karsilik gelen
0z vektorler igin cebirsel teknikler de [15], [16], [17], [18] nolu kaynaklardan

faydalanilarak hazirlanmistir.



1.2.Calismanin amaci

Bir split kuaterniyon matrisinin, kompleks temsilcisi yardimiyla sag 6zdegerlerini ve
bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorlerini bulmak ve split kuaterniyon matrisinin sag
Ozdegerlerini ve bu 6zdegerlere karsilik gelen 6z vektorler icin cebirsel teknikler

incelenerek yapilacak yeni ¢caligmalara yon vermek amaglanmaigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Split Kuaterniyonlar

Bir split kuaterniyon sirali dort reel saymin 1,1, j, k gibi dort birime eslik etmesiyle

tanimlanir. Burada birinci birim 1 reel sayidir, diger ii¢ birim ise

i2=-1,j2=k?=1

ij=—ji=k,jk=-kj=—-iki= —ik =j (2.1.2)
ozelliklerine sahiptir. Boylece bir split kuaterniyon
q=qo+qii +qzj + qsk (2.1.2)

biciminde ifade edilir, burada q, , q1 , g5 , g3 reel sayilarina g split kuaterniyonlarinin

bilesenleri denir.

q= qo+ q1i +qzj + g3k

split kuaterniyonunun reel kismi1 ve imajiner kismi sirasiyla Req ve Imgq ile gosterilir

ve

Req = qo

Imq = q1i + q,j + g3k (2.1.3)
bi¢iminde tanimlanir. Split kuaterniyonlar kiimesi H ile gosterilir. [1]
Tamm 2.1.1 H climlesi lizerinde toplama islemi

D: H, x Hy > H,

(»,a) = p @ q = Re(p) +Re(q) + Im(p) +Im(q) (2.1.4)

bigiminde tanimlanir. [2]

Bu tanima gore (H ,@) matematik yapisi bir Abel grubudur.



Tamm 2.1.2 H ciimlesi tizerinde dis islem

o: [RxH; - H
(4p) > 2 ° p = ARe(p) + Am(p) (2.1.5)

seklinde tanimlanir. Bu sekilde tanimlanan dis islem icin

. Ao @ q)=Ac pPA oq,VAEIRVEe Vp,q€E H;

. AL+ 2A)eq=21 oq® A,0q, VA EIRVe VqH;

iii. (A.2) cq=2; c(A,° q)

iv. Iog=q (2.1.6)

ozellikleri saglanir. Boylece (H ,,IR,+,,0) matematik yapisi bir reel vektor

uzayidir. Bundan sonra @ ve o yerine 4, - kullanilacaktir. [2]
Tanim 2.1.3 H climlesi iizerinde
X: HixHs » H
(r,g) »pxq

carpma iglemi asagidaki tablo ile tanimlanir.

2.1



Tablo 2.1.1den p,q € H; igin
Pxq = (po+ pii+p2j+ p3k) x (qo+ g1l +q2j + q3k)
= Poqo — P1q1 + P29z + P393
+(P192 + P2G1 + P3q2 — P2G3)i
+(Poq2 + P290 + P391 — P193)j

+(Poqs + P390 t+ P192 — P2q1)k (2.1.7)

olarak bulunur. Boylece H islemi igin asagidaki 6zellikler verilebilir.
i) H, ciimlesi X islemine gére kapalidir.
i) "x"islemi birlesmelidir.
iii) " x " islemi toplama islemi tizerine dagilimlidir.

Fakat " x " iglemi degismeli degildir. Bu 6zellikleriyle birlikte (H,, @D, IR, +, *,° )

matematik yapisi bir cebirdir. [2]
Tamm 2.1.4 Birq = qo + q1i + q2j + g3k € H split kuaterniyonun eslenigi q* veya
q ile gosterilir ve
q"=q= qo— il — 42 — qzk (2.1.8)
bi¢iminde tanimlanir.

Tamm 2.1.5 Bir g = q¢ + q1i + q2j + q3k € H, split kuaterniyonun normu ||q|| ile

gosterilir ve

lall = 1ga*] = V1q0? + 012 — q22 — q52| (2.1.9)

bigiminde tanimlanir. Eger ||q|| = 1 ise g bir birim split kuaterniyondur.



Ayrica q € Hgve ||q|| # 0 olmak tizere

q

T (2.1.10)

bir birim split kuaterniyondur.

Tamm 2.1.6 g € Hgve ||q|| # 0 olmak iizere q split kuaterniyonunun tersi g~ ile

gosterilir ve

*

47 = (2.1.11)

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.1.1 p, q ve r birer split kuaterniyon olmak tizere

VL.

Vii.

viii.

* *

q9=4qq

jc = cjve jcj* = ¢ burada c herhangi bir kompleks sayidir.

q? = |Req|? — llmqll?> + 2ReqImq

(ra)" =q’p

() = p(qr)

Genelde pq # qp dir.

q" = q olmasi i¢in gerek ve yeter sart g nun bir reel say1 olmasidir.
Her g split kuaterniyon ve a, ,a, kompleks sayilar olmak {izere

q=a;+a;j (2.1.12)

seklinde tek tiirlii yazilabilir.[1]

Ispat: i), (ii), (iv), (v), (vi), ve (vii) maddeler kolaylikla ispatlanir. Simdi biz

(iit)ve(viii) maddelerini ispatlayalim.

(iit) q split kuaterniyon olmak iizere, ¢ = Re(q) + Im(q) yazilabilir.
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Buradan
q*> = ((Re(q) + Im(q))*
= (Re(q) + Im(q))(Re(q) + Im(q))

= ((Re(q))? + Im(q)Re(q) + Re(q)Im(q) + Im(q)(—Im(q))

ifadesi diizenlenirse
= |Req|? + 2ReqImq — Im(q)(Im(q))’
q* = |Req|? — llmql?> + 2Reqlmq (2.1.13)
bdylece ispat tamamlanmis olur.
(viii) q split kuaterniyon olmak tizere
q=qo+tqil +q2j + qsk
=qo+ q1i +q2j + q3(1))
=qo + g1l +q2j + (qzi)j
=qo+q1i +(q2+ q3i)j

buradan a; = qy + q1i ve a, = q, + qsi seklinde yazilabilir. a;, a, € C olmak

uzere

q = a4 + a,j seklinde tek tiirlii yazilabilir. Bu da ispat1 tamamlamais olur.

2x2 tipindeki kompleks matrislerin

H,' = {[2—21 Z—i] ;aq,0, € (C}

alt kiimesi matrislerin toplam ve ¢arpim islemleri ile birlikte bir halka yapisina

sahiptir. Bunun bir sonucu olarak asagidaki teorem verilebilir.



Teorem 2.1.2 Her bir split kuaterniyon 2x2 tipinde kompleks matris ile temsil edilir.
Ispat: Her g € H, icin ¢ = a; + a, j olacak sekilde a;, a, € C vardr.
Buna gore

fi H - H

] a, a
q=a1+“2]"f(‘l)=[% %]

doniistimiinii tanimlayalim. Her p,q € H igin

fo+a)=fP)+f(@

f.-q9) =f).f(@

dir. Ayrica f, birebir ve orten bir fonksiyondur. Boylece f, bir halka izomorfizmdir.
Bunun bir sonucu olarak her bir split kuaterniyon ile ;" kiimesindeki bir kompleks
matrisin gosterimleri disinda bir farki yoktur. Bu ise her bir split kuaterniyonun

H, kiimesindeki bir kompleks matris ile ifade edilebilecegini gosterir.

Tamim 2.1.7 Herhangi bir split kuaterniyon q i¢in, ¢ = qo+ q1i+ q,j+ g3k €
H, vea=(q, +q,i), b =(q, + q3i) olmak iizere ¢ nun kompleks temsilcisi g°¢

ile gosterilir ve

-l

seklinde yazilir. Yukaridaki tanimin bir sonucu olarak p ve q iki split kuaterniyon

olmak lizere
(p+q)=p°+q°
(ra)° = p°q°
dir. Bir g split kuaterniyonunun g€ kompleks temsilcisinin karakteristik polinomu

fqc(x) =x? — (a+ @)x + aa — bb



olup karakteristik polinomun kokleri

M = qo+\/CI§+ a5 — qi

Ay = qo—\/CI%+ a5 — q;

dir. Yani g€ kompleks temsilcisinin 6zdegerleri A; ve A, dir. [1]

1

Tanmm 2.1.8 p,q € H, olmak iizere x~* p x = q olacak bigimde x regiiler split

kuaterniyon mevcut ise p split kuaterniyonu g split kuaterniyonuna benzerdir denir ve

p~q bigiminde gosterilir.

Uyart: p ve q split kuaterniyonlariin benzer olmasi igin gerek ve yeter sart

ulpu=gq

esitligini saglayan bir u birim split kuaterniyonuna sahip olmasidir.

Yukarida tanimlanan benzerlik bagintis1 bir denklik bagintisidir. ~ bagintisina gore bir

x € H split kuaterniyonunun denklik sinifi [x] ile gosterilir.

Teorem 213 p= po+ p1i pj+ p3k ve q= qo+ q1i q2j + g3k iki split
kuaterniyon olmak iizere p ve q split kuaterniyonlarin benzer olmasi igin gerek ve

yeter sart

Po= qoVep? — p5 — p5 =qi — ¢5 — ¢35

olmasidir. Buna gore
p~q < Re (p) = Re (q) ve [Im(p)| = [Im(q)
dir. [11]

Teorem 2.1.4q = qy+ g1+ q,j + g3k bir split kuaterniyon olsun. Bu durumda
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L qi> g3+ giiseqe [q0+ i — @ — ¢3i]di.

2. g3 < qi+ aiiseqe|qo+ JaZ + af — qij|dir
3. g2= g2+ q2veq, =0iseq € [qo] dir.

4, q?=q5+ q5veq, #0iseq € [qy + i+ j]dir. [18]
Ispat:

Durum 1: q? > g2 + q7 ise q° nin kompleks dzdegerleri Tanim 2.1.7 den

A= qo+JQ%+Q§—in

A= qo— \/q§+ q5 — qf i
dir.

T, regiiler kompleks matris alalim. T; = x{ olsun. Bu esitligi saglayanx, ¢ split

kuaterniyon matrisinin kompleks temsilcisidir.
qx; = x4
qcxlc — x1CAC

A0

°T, = - 2.1.14

qQ° Ty T10 1 ( )
buradan

_[A—a+b A—a+b

Tl_[/l—a+15 A—a+5]ve

x, =(A—a+b)+(A—a+b)j

x1=q2+(q3+\/q§ + g5 — qP)i+ qyj <Q1+Q3+ \/CI% + q3 — le)k

11



q? > q3 + q2 ise q split kuaterniyonu qo + /q? — q2 — q2i kompleks sayisina

benzerdir ve

x = qz+(q3+Jqf— q; - Q§>i+ qzj+<q1+q3\/qf— q; — q%)k

olmak lizere

xqx = qo+ Vai — ¢ — 43i (2.1.15)
dir.

Durum 2: g? < q% + qZ ise iki farkli reel 6zdeger vardir.

A = qO+JQ%+Q§—Qf

Ay = qo— \/q§+q§—qf

dir.

T, bir regiiler kompleks matris alalm. Oyle Ki x$, x, split kuaterniyon matrisin

kompleks temsilcisi olmak tizere T, = x5 olsun. Bu durumda

M+ A—Ay

_ 2 2
QT =To (020 ala (2.1.16)
2 2
M+ A, M= A\,
qxz:xz( 2 )+( 2 )]
A+ A
M—A+b =—"2—qa
A+ 2
12 2_a A — Ay +b

olur. Bu durumda

12



A+ Ay )
X2=11_12+b+< 2 _a>]

seklinde yazilabilir. Buradan

Xy = ZJQ% + 95— @2 +(qo+ 92)j + (g3 — qk
dir.

Durum 3: g2 = q% + q%ise budurumdabirtek A = q, 6zdegeri vardir. Bu durumda

@1 in durumuna gore iki farkli durum vardir. g, = 0 veya q; # 0 dir.

q. = 0ise g, = q; = 0dir. Buradan g = q, oldugu agiktir. g; # 0 ise T; bir regiiler
kompleks matrisi ele alindiginda x5, x5 split kuaterniyon matrisinin kompleks
temsilcisi olmak tizere gx; = x34 denkleminde x; = 1 olsun. Bu durumda regtiler

karmagik matris Ty vardir. Oyle ki T; = x§ ve

A+i 1 b .
=T, [T L ean=xa+it) 2.1.17)
dir.
3 = . =
A—a+i 1+b
ve
x3=1+b+(A—a—i)j=1+q,j+(q+qs— Dk
dir.

Yukaridaki ifadelerden asagidaki sonuglar elde edilir.

q=qo+ q1i+q2j+ qzk

bir split kuaterniyon olmak iizere

l. q?> q%+ q2 ise q split kuaterniyonu qo+ +/q? — q% — q2i kompleks

sayisina benzerdir ve

13



x = qz+<q3+ JQE— q; — Q§>i+ qzj+<q1+q3\/<ﬁ— q; — q%)’f

olmak tlizere

xTlqx = qo+ 47 — a5 — q3i (2.1.18)
dir.
II. g% < g2+ q2ise g split kuaterniyonu qo ++/g% + q2 — q?j kompleks
sayisina benzerdir ve
x = 2Jq§ + a5 — qf + (g0 + q2)j + (g3 — q)k
xTlqx = qo++ai + g3 — qF j (2.1.19)
dir.

. g2 = q5+ q3ise
q split kuaterniyonu i¢in iki durum ortaya ¢ikar.
q1 =0 veyaq; # 0dir.
1. q; =0 ikenq = q, olur.
x lgx = qq (2.1.20)
esitliginin sonucu olarak da x = 1 dir.

2. g, # 0 iken g split kuaterniyonu q, + q, i + q,j split kuaterniyonuna

benzerdir ve
x= 1+ q;j+(q1+q3— 1Dk

xlgx = qo+i+] (2.1.21)

14



dir.

Sonug 2.1.1 Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak split kuaterniyonlar kiimesi dort

farkli denklik siniflarina ayrilir.

q=qo+ q1i+q:j+ qzk

bir split kuaterniyon olmak tizere

1 q}>qi+ qdiseq €[qo+ V@ — ¢ — 43i]

2. q3< g3+ q}iseq €|qo+ VaZ + ¢f — 4ZJ
3. q? = q5+ q3 ise iki durum vardir.
q:1 =0 ve q; # 0 olabilir.

Egerq, =0iseq € [qo] veq, # 0iseq € [qy + i + j] dir.

90,90 + Jqf— a5 — q5i,q0+ Jqﬁ +q5—qj.q+ i+]

Split kuaterniyonlarina sirastyla

[90].[ 90+ Va7 — a2 — d3il.[ao+ Va3 + a2 — a7 jl.[q0 + i+ j]
denklik smiflarinin asli elemanlar1 denir.
Uyan: Bir A split kuaterniyonu igin [A] nin asli elemani tek degildir.

Ornegin:

Go— V4% — q2 — q2i€[qo+ Va? — ¢ — q2i],

Go— Va4t + a2 — q%j €lqo+ Va2 + 4% — ¢3j]
Qo—1—j.,qo—i+j,qo+i—j€[q+i+]]

dir.
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3. SPLIT KUATERNiIYON MATRISLERININ
OZDEGERLERI VE OZ VEKTORLERI

3.1 SPLIT KUATERNiYON MATRIiSLER

Tammm 3.1 Bilesenleri split kuaterniyonlar olan mxn tipinden biitiin matrislerin
kiimesi H,™" olarak gosterilsin. Eger m =n ise H,™" kiimesi ;" olarak
gosterilir. Spit kuaterniyon matrisleri kiimesi tizerinde bilinen adi matris toplami ve

matris ¢arpimi islemleri tanimlidir. [1]

Split kuaterniyonlar ¢arpma islemine gore degismeli olmadigindan bir matrisin skaler

ile garpma islemleri sag ve sol skaler carpma islemi olarak A = (a,,) € H,"™" ve

q € H olmak lizere sirasiyla qA = (qag) ve Aq = (agq) esitlikleri tanimlidir.

Ayrica

B € H,"*° p € H, olmak iizere
q(4B) = (qA)B
(Aq)B = A(gB)
(r@)A = p(q4)
dir.

Tanm 3.2 A = (ag) € H,™" split kuaterniyon matrisinin eslenigi A4 ile gosterilir

ve A = () = (al,) esitligi ile tanimlanir. [1]

Tamm 3.3 A = (a,) € ;™" split kuaterniyon matrisinin transpozu At ile

gosterilir ve A% = (ax) € H ™™ seklinde tanimlanir. [1]

Tamm 3.4 A = (az) € ;™" split kuaterniyon matrisinin eslenik transpozu A* ile

gosterilir ve A* = (A)T € H,™™ seklinde tanimlanir. [1]

Tanmim 3.5 Bir A € H," matrisi igin
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1. Eger AA* = A*Aise A’ya Normal matris,
2. Eger A" = Aise A’ya Hermityen matris,

3. AA* = A*A = I, ise A’ya Uniter matris denir.

Ornek: A = [(l) {(] ,B = [(l) ﬂ € H,* olsun. O halde
i ATl= [_Ol Iﬂ ved = [_()l :;(] dir.

i @r=[ T =]y )= @)

i, (AT)-lz[j 2] ¢[1i 2]=(A‘1)Tdir.

v. A= Y= 7Y =4B i

v. (BT = [_]_i 1 (l)] + [/111 _Ol.] = BT AT dir.
Bu o6rneklerden asagidaki sonuglar ¢ikarilabilir.
Sonu¢3.1A € H/™ ve B e H /™ olsun. Buradan
i.  Genelde (A)~! # (4~1) dir.
ii. Genelde (AT)™1 = (41T dir.
iii. Genelde AB # AB dir.
iv.  Genelde (AB)T # BT AT dir.
Teorem 3.1 A € H, ™ ve B € H /™ olsun. Bu durumda
i (AT = (A7)

ii. (4B)" = B*A*
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iii.  Eger A ve B nin tersi varsa (AB)~! = B~1A~1 dir.
iv.  Eger Anm tersivarsa (4*)"1 = (471)* dir.

Ispat: (i), (iii) ve (iv) maddeler kolaylikla ispatlanir. Simdi biz (ii) maddeyi
ispatlayalim. (ii) A;,A, B;,B, kompleks matris olmak tiizere A ve B split
kuaterniyon matrisleri A =A; + A,j ve B = B;+ B,jscklinde yazilabilir.
Buradan

(AB)* = [(A;B,+4,B,) + (A;B, + A, B))jI*
= [(A1B1+4;B;) — (A1B; + Az B)jI"
= (A1B,+4;B;)" — (A1B; + A;B1)"j
= (BD)"(A)" + (B2)"(42)" — (B1)"(A)"j — (B (42)")
elde edilir. Diger taraftan
B* = (B)" — (By)"jve A" = (A" — (4,)"]
oldugundan
B*A* = ((BD" = (B)"j )((AD" — (4)"))
= (B (AD" + (B (A)" — (B (ADTj(B)"(42)")
elde edilir. Boylece
(AB)* = B*A* (3.1.1)
dir.

Teorem 3.2 A, B € H olmak lizere, eger AB = I ise BA = I dir.

Ispat: Bu nermenin kompleks matrisler icin dogru oldugunu biliyoruz.

A, B € H," i¢in
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A:A1+A2jveB:B1+ Bz]

olacak sekilde A4, A, B; ve B, nxn tipinde kompleks matrisleri vardir. AB = |

olsun. Buradan
AB = (AIBI+A2 Ez) + (AIBZ + A2 El )] = I

olup bu esitlik

(g 3]=ao

seklinde yazilabilir. Buradan da

[1‘_11 42] [?1 ?2] _ [ I 0]
A, A llB, B; 0 I
esitligi elde edilir.

A, A, B, B, - . <
— ve |z - 2n x 2n tipinde kompleks matrisler oldugundan
1

A, A; B,
[?1 ?2”/_11 42]:[1 0]
B, B, ll4, 4, 0 1

seklinde yazilir.

B]_Al +le4_2 = I!BIAZ +B2/T1 = 0
olup, Teorem 3.2 den

(B14: + B, Az) + (B14; + B; 4 =1
bulunur. Buradan
BiAy + By Ay + BiAsj + By Ay j =1
ifadesi diizenlenirse
B1A; + B; jAzj + B1Ayj + By jA ] =1

esitligi elde edilir. Boylece

19



(B + B2j)(A1 + Azj) =1

esitligi bulunur. Bu ise BA = I oldugunu ifade eder.

3.2 SPLIT KUATERNiIYON MATRISLERIN KOMPLEKS
TEMSILCISI

Tamm 3.2.1 A=A, + A,j € H," ve A;,A, € C™" olsun.

[41 Az] (3.2.1)

A, A

matrisine A split kuaterniyon matrisinin kompleks adjoint matrisi veya kompleks

temsilcisi denir ve A€ ile gosterilir. [15]
Teorem 3.2.1 A,B € H," olmak lizere
L () = I

ii. (A+B)¢=A°+ B¢

iii. (A.B)¢ = A°.B¢

iv.  Genellikle (A™)¢ # (A°)" dir.
Ispat: (i) nin ispatin1 gérmek kolaydir. Simdi digerlerini ispatlayalim.
Ay, A, , By, B, € C™" olmak tizere, A = Ay + A,j ,B = By + B,j € H¥™ olsun.

ii. (A+B)=(A1+B)+ (4, +B,)j

oldugundan
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AL+ By AZJFBZ]_[A1 A2]+ B, Bz]
A, +B, A +Bl 14, A B, B

(A+B) =
= A¢ + B¢
olarak elde edilir.
= (A1B1 + A1B;j + A3jB; + Aszz)

= (A1By + A1B,j + A;B, j + A,B,)

= (A1By + A3B;) + (A1B; + A,B,)j

oldugundan
AB; + A,B, AB,+ A,B
(AB)Czl 151 272 1b2 z_1l
AB, + A,B; A;B, + A,B,
A B, + A,B, A,B; +A,B,
-l %l 5
Az B,
=ACBC
dir.

Iv. maddenin ispati bir 6rnekle verilebilir.

A= [(1) i+j1+k]

bir split kuaterniyon matris olsun. A split kuateriyon matrisini

a=lo =l e TRY=lo Al o
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seklinde yazabiliriz. Buradan A matrisinin kompleks adjoint matrisi

1 i 0 1+i
c o1 0 o
A=l 1201 =i
0 0 0 1
olur. Buradan
1 0 0 0
X - 1 1+4i O
@Y=lo o 1 o
1-i O 1
dir.
. 1 0 . y A
Ayrica A® = _i—j—k 1] ve A* in kompleks adjoint matrisi ise
._[1 0 0 0
" o [—i 1]+[—j—ij 0]
«_[1 O 0 01.
A= A+l o
seklinde yazilabilir.
1 0 0 0
. —i 1 -1-i O
(407 = ol 0o 1 l 0
-1+i 0 1
seklindedir.
Buradan (4%)¢ # (A°)* oldugunu goriiliir. (3.2.5)

Teorem 3.2.2 Bir A € HIY™ split kuaterniyon matrisinin regiiler olmasi i¢in gerek

ve yeter sart A kompleks matrisinin regiiler olmasidir. Ayrica A bir regiiler matris ise

(4971 = (A7Ye dir.
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Ispat: A € HT bir split kuaterniyon matris olsun. A nin tersi var ise

AA = A"A =1,

esitligi yazilabilir. Bu esitligin her iki tarafinin kompleks temsilcisi alinirsa
(AATH) = (AT'A) =Ly
seklinde yazilir. Teorem 3.2.1 den
AC(AHC = (A1) = 1,
elde edilir. Bu ifadeden
(A™H° =A™ (3.2.6)

oldugu goriiliir. O halde A regiiler ise A°de regiilerdir. Simdi de A€ regiiler

ise A nin regiiler oldugunu gosterelim.

A= AL +A4Ay)
olsun.
A, A
Ac = [Az Ai] € g2nx2n (3.2.7)

regiiler olsun. Oyleyse

B,

. . B
c\—1 _ _ 1
(A°)~! = B olacak sekilde bir B = [33 B,

] € C?™2" yardir. Bu durumda

BA® = I,

dir. Ifadeler yerlerine yazilirsa

[B1 Bz] [Al Az] _ [0 In]
B; B, AZ Al L, 0
esitligi elde edilir. Matrislerin ¢arpimindan
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B1A1 + B214_2 BlAZ + B214_1] _ [O In]
B3A1 + B414_2 B3A2 + B4A1 ITl 0

ve matris esitliginden
B;A; + BA, =1, ve BjA, + BbA; =0
ifadeleri elde edilir. Buradan
(B14; + Bzgz) + (B14; + 32141)]' =1, +0j
BiA; + B1Ayj + ByA, + BoAyj = 1,
yazilabilir.
B1A; + B1Ayj + ByjAyj + BojA; = I
ifadesi Teorem 2.1.1 den
(B + Boj)(A1 + Az)) = I

seklinde yazilir. Buradan (B; + B,j) yerine B, (A; + A,j) yerine A
yazildiginda

BA =1,
esitligi elde edilir. Bu da
B=A"1 (3.2.8)

oldugunu gosterir.

.. .. . 0 I
Teorem 3.2.3 I, txt tipinde birim matris ve Q, = [ tl € €%t olmak tizere

I, 0
QmA°Q,=A°

dir.
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I

. .. .. . 0
Ispat: I,, txt tipinde birim matris ve Q, = [ € €22t glsun.

I, 0
Buna gore
o=, §]vean=], i

dir.

4C = /}1 42]

A, A4

Esitliginin oldugunu biliyoruz. Buradan

QmA®Qn

ifadesini
0 1,141 Ax]1[0 I
C i m n
e P | e ]
seklinde yazilir. Matrislerde ¢arpma isleminden
| S
I,A, 0L, 0

_ [42 /Tl]
A, A

ImAZ

A°Q, =
Qm Qn ImAl

_[A sz]
A, Ay

yazilir. Bu matris A¢ifadesine esit oldugundan
QmA“Qn = AC

esitligi saglanmis olur ve bdylece ispat tamamlanir.
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Teorem 3.2.4 A € H," ve A € H, olmak iizere Aa = ald olmas! i¢in gerek ve yeter

sart A°a® = a®A° olmasidir.

Ispat: A,,A, € C™" B,,B, € C™ ve A;,1, € C olmak iizere, A = A; + 4,],
a =P+ Pjve =2, +1,j esitliklerini ele alalim. Split kuaterniyon matrislerde

kompleks temsilci tanimindan

A A L A

Ay A
dir. Oncelikle
Aa = adl = Aa€ = afl°
oldugunu gosterelim. Ao = ad olsun. Buna gore
(Ay +43)) B+ B2)) = By + Be) (A1 + A2))

olup (2.8) den

APr+ Ay Bof + AgiBy + AgiBa) = Bl +B1Az) + BajAr + Bajha)
ifadesi elde edilir. Buradan

APy + Ay Bof + AxBaj + AgiBa) = Bl +B1Az) + BajAr + Bajha)
yazilir ve Teorem 2.1.1 geregince

A1By + Ay Boj + AxBij + AzBy = Bids +B1 Aoj + Brdij + Bl

elde edilir. Son ifade diizenlenirse

(A1B1 + AzB2) + (A1 B2 + AzB1)j = (31/11 + 3212) + (B1 A2B2A1)j

olarak bulunur. Tanim 2.1.7 den

A_131 + flzﬁz A_1 3:2 + 1‘_12@_11 _ ,3_1/}1 + By ,[>i1 :12 + By
A1f A6 ABr + AyB, P1dy + P2 A1 BiAr + P2 A,
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ifadesi elde edilir. Matrislerde ¢carpma igleminden

|

dir. Boylece
ACa = acA°
oldugu goriiliir. Sonug olarak
Aa = al = A°a‘ = aA°
dir. Simdi de
Aaf = aA° = Aa = al

oldugunu gosterelim. A°a® = a®A° olsun. Buna gore

& 2 Fl=l 7G

olup, islemler yapildiginda

IA1,31 + A8, ABr + A21§1] _ ,[51/}1 + B2,
Bz + B2

Ay + ALy AyBy + ABy

ifadesi elde edilir. Buradan

ﬁ_1 %z + Ele
BiA1 + B2 Ay

(A1B1 + AzB2) + (A1 B2 + AzB1)j = (31/11 + Eziz) + (B1 A2B221)j

esitligi bulunur. Bu son ifade diizenlendiginde

A1ﬁ1 + Ay Ezj + Azjﬁ1 + Azjﬁ_zj = ,31/11 +ﬁ1 /12]' + ,gzl'h + ﬁ_zl'lzj

yazilir. Bu ise

(A1 + Az3)) By + Boj) = B+ B2)(A +43))

dir. Boylece
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Afa = aAf = Aa = al

oldugu goriiliir ve ispat tamamlanmis olur.

3.3 OZDEGERLER VE OZ VEKTORLER

Tamm 331 A€ H,"ve A€ H, olmak iizere Ax = Ax (Ax = xA) esitligini

saglayan sifirdan farkli bir x € H, ™" varsa A, kuaterniyonuna, A nm sol (sag)

0zdegeri, X vektoriine de A nin sol(sag) 6z vektorli denir. Ayrica

0(A) = {Ae€eQ| Ax =2x, x # 0} ve 0,(A) = {1 € Q| Ax = xA,x # 0}
kiimelerine de sirasiyla A nin sol ve sag spektrumu denir.
Ornek:
Split kuaterniyon matris A = [_Ol (l) ] nin sol 6zdegeri 1 ve -1, sag 6zdegeri
{£1,4j, £k} dir.

Ornek:

]] nin sol 6zdegeri {+k} dir. Sag 6zdegeri {+i}

. . . 0
Split kuaterniyon matris A = [—j 0

dir.

A € H,™ matrisi verilsin. Ay, A;,A,, A3 € R™"™ olmak iizere A matrisi
A= Ag+ Aji+ Ay j+ Ask

biciminde yazilir.

Tanmm 3.3.24 € H, ™" ve A, € R™" olsun.
A= Ag+ Aji+ Ay j+ Ask

split kuaterniyon matrisinin eslenigi A ile gosterilir ve
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A: AO_Ali_Azj_A3k

seklinde tanimlanir. Ayrica A split kuaterniyon matrisinin s # t ve s, t = 1,2,3

olmak iizere AGY eglenikleri
A2 = ACD = A — Aji— Ay j+ Ask
AU = ACGY = A — Aji+ Ayj— Ak
AP = AG2) = Ao+ Aji— A, j— Ak
A023) = AG2D) = A0 — Aji— A,j— Ak
bigiminde tanimlanir.
Bu tanimin bir sonucu olarak
A2 = ACD = Ak
A0 = AGD = jaj
AP = AB2) = _jAj
4023) — g321) — g
dir.

Teorem 3.3.1 A, Be H,/",C € H,”P ves #t iken s,t =1,2,3 olsun. Bu

durumda
1. (A+ B)6H = 46D 4 Bt
2. (AC)BH = AGDCGD
3. (A+ B)(123) = A(123) 4 g(123)
4. (AC)(123) + A123)@123)
dir.
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Teorem 3.3.2 A € H," olsun. Buna gore

1. A, A° kompleks temsilcisinin bir kompleks o6zdegeri ise Ade AS kompleks
temsilcisinin bir kompleks 6zdegeridir. A nin kompleks 6zdegerleri eslenik

ciftlerden olusur. A nin reel 6zdegerleri ¢ift sayidadir.

2. A split kuaterniyon matrisi en az bir kompleks 6zdegere sahiptir. Eger 4, A€ nin

bir kompleks 6zdegeri ve

a= B+Bj, B= [E;] € C*™1ve By, B, €C™!

olmak tizere
A°B =pA
ise A, A nin bir sag 6zdegeri ve a, 1 sag 6zdegerine karsilik gelen 6z vektordiir.

Ispat: A € H.™ ve A nin split kuaterniyon matris temsilcisi A€ olmak iizere sifirdan
farkli1 A € C, A split kuaterniyon matrisinin 6zdegeri ve a, A ya karsilik gelen 6zvektor

olsun.
B sifirdan farkli vektdr olmak iizere, B = [El] € C?™1 B,,B, € €™ olsun.
2

AB= BL=AB=PB1= AP = P1

= (Qn A°Qn) B = BA
= QnA°(QnB) = B4
= Qn 'QnA°(QnB) = QB2
= A°(QnB) = (@n'B)2
0, ' = Q, oldugundan

A€ (QnE) = (QnE)Z
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dir.

Buradan A, A€ nin kompleks 6zdegeri iken A ninde A€ nin 6zdegeri oldugunu

gosterir.
B= B+ pBada= Py +fjvea’ = (B Q)
oldugundan
AB= BA e A°(B,QnB) = (B, 0nPIX° & Aa = al (3:3.1)

elde edilir. Bu ise ispati tamamlamis olur.

Teorem 3.3.3 4 € H," ve A € H, olsun. Bu durumda

1. 2 split kuaterniyonunun, A nin bir sag 6zdegeri olmasi igin gerek ve yeter sart
A 6Yninde, A nin bir sag 6zdegeri olmasidir. Ayrica A min reel olmayan split

kuaterniyon 6zdegerleri (st) — eslenik giftleridir.

2. Bir a split kuaterniyon vektoriinin 4 min A sag 6zdegerine karsihk gelen
6zvektorii olmast i¢in gerek ve yeter sart A nin A (12, (1 (13, — 1 @3)) ¢a5

0zdegerlerine karsilik gelen 6zvektorlerinin ka (ja, ia) olmasidir.

Ispat: A € H," ve 1 € H, olmak iizere; A, A nin sag dzdegeri ve a, A sag 6zdegerine
karsilik gelen 6zvektor olsun. Tanim 5.7 den A2 = kAk esitligi yazilabilir. Esitligin

her iki tarafi soldan k ile carpilirsa
kA(?) = kAkk
k? =1 oldugundan
kA(D = kA = kA(Dk = kAk
dir.
Aa = al © A(ka k) = (ka Pk) (kA Pk)
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A(ka Ok = (ka W)kk(1 12k)
esitligin her iki tarafi sagdan k ile carpilirsa
A(ka WPk)k = (ka 1)1 WD)k
A(ka WD)kk = (ka )2 Dk
A(ka ) = (ka 12)2 12 (3.3.2)
esitligi elde edilir.

a # 0 olmak iizere a, A split kuaterniyon matrisinin A, 6zdegerine karsilik gelen
ozvektorii oldugundan (ka @) = 0 ifadesi de A (*2 $zdegerine karsiik gelen

0zvektor oldugunu ifade eder. Ayni sekilde
Aa = ai & A(ja V) = (ja D)) D))

A(ja ©)) = Ga #2)jj(2 )
esitligin her iki tarafini j ile carpilirsa

A(ja W¥j) = jGa D)@ W)j

A(ja O9)jj = (ja 132 13jj
j? = 1 oldugundan
A(ja @) = (ja 13)1 03 (3.3.3)

a # 0 olmak tizere a, A split kuaterniyon matrisinin A, 6zdegerine karsilik gelen
6zvektorii oldugundan (o () # 0 olup bu ise 2 13 §zdegerine karsilik gelen

0zvektor oldugunu ifade eder.
Aa = al & A(ia @) = (ia @) (i1 @)

A(ia @) = (ia @)ii(a @)
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Esitligin her iki tarafini i ile ¢arpilirsa

A(ia @i)i = (ia ®)(2 @i

A(ia @i = (ia @)1 @Dy
i? = —1 oldugundan

A(ia @) = (ia @) (-2) @ (3.3.4)
ifadesi elde edilir.

a # 0 olmak iizere a, A split kuaterniyon matrisinin A, 6zdegerine karsilik gelen
6zvektorii oldugundan (i ?®) # 0 bu ise 1 3 $zdegerine karsihik gelen 6zvektor

oldugunu ifade eder. Bu da ispati tamamlar.

Lemma 3.3.1 4 € C"™™, B € C""*, C € C™™ olsun. Bu durumda AX —XB =C
matris denkleminin sifirdan farkli X € C™" tek ¢6ziimiiniin olabilmesi igin gerek

ve yeter sart f,c(x) , f;c(x) ifadelerinin aralarinda asal olmasidir. [16]

(fAc(x) ,fac(x)) =1 (3.3.5)
diger bir ifadeyle f,c(A°) regiiler matristir. Yani
det(fc(A1°)) # 0 (3.3.6)
dir.

Teorem 3.3.4A4 € H," ve 1 € H, olsun. Burada A nin, A nin bir sag 6zdegeri olmasi
igin gerek ve yeter sart A°X = XA¢ matris denkleminin « split kuaterniyon vektor

olmak iizere X = a tipinde bir ¢6zlime sahip olmasidir.
Ispat: A, A nin bir sag 6zdegeri olsun. Bu durumda
Aa = al

esitligini saglayan sifirdan farkli bir ¢ 6zvektorii vardir.
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Aa = al = (Aa)¢ = (ad)¢

= A%a = aA¢
esitligi elde edilir.
Buise a€ nin A°X = XA° kompleks matris denkleminin bir ¢6ziimii oldugunu gosterir.
Tersine A°X = XA¢ denkleminin bir kokii ¢ olsun. Boyleyse

ACaf = aA°
esitligi elde edilir. Buradan

Aa = al
yazilabilir. Bu ise A nin A nin bir sag 6zdegeri oldugunu ifade eder.
Teorem 3.35 A€ H™ X € C*™2ve A € C ve olmak iizere
AX = X2° & A°(QnX Q1) = (QnX QA (3.3.7)

dir.

Ispat: A € H™ olsun. Bu durumda A = A; + A,j olmak iizere, A;, A, € C™™ vardr.

X1 X
Ayrica X = [ U1

] € C?"™*2 ye 2 € C olmak iizere A°X = XA° denklemini goz
X211 Xa

Oniine alalim.

i

]Xn X12] [Xn X12] A O]
A,

X21 X2 X1 Xa2fl0 2
bi¢ciminde yazilabilir. Matris carpimindan

41X11 + 1‘12X21 1X12 + 4, Xzz] X11d  XioA

elde edilir. Buradan
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A1 X1 + AxX00 = X3A
A X1y + AzXyp = XipA
A X11 + AiXp = X0 A
Ay X1y + A Xyp = Xp0d

esitlikleri elde edilir. Esitliklerin her iki tarafinin eslenigi alinirsa

Az)?lz + Al)?zz = )?221 (338)
denklemleri elde edilir.
_ X,, X
X0, = [ 2]
X12 X11

oldugu goz 6niine alindiginda (3.3.8) esitliklerinden
A°(QnX Q1) = (QuX QA
ifadesi elde edilir. Bu ise
AX = XA¢ (3.3.9)
ve
A°(QnX Q1) = (QnX QX° (3.3.10)
(3.3.9) ve (3.3.10) denklemlerinin denk oldugunu gosterir.

Teorem 3.3.6 A€ H™ ve A € H, olsun.
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1. Split kuaterniyon 4, A split kuaterniyon matrisinin bir sag 6zdegeri olabilmesi
icin gerek ve yeter sart (fuc(x),fc(x)) # 1 yani f,c(A°) nin singiiler
kompleks matris olmasidir.

2. Split kuaterniyon A, A split kuaterniyon matrisinin bir sag 6zdegeri olabilmesi
icin gerek ve yeter sart A°Y = Y A° matris denkleminin sifirdan farkli bir

X € C?"*2 ¢oziimiiniin olmasidir. Bu durumda
AX =X A¢

denkleminin sifirdan farkli bir ¢6ziimii ise
1 . = 1
a=7 (InJ]n)(X + QnX Q) []] (3.3.11)

olmak iizere @ € H™* sifirdan farkli olup
Aa = al

denklemini saglar. Yani a, A matrisinin A sag ozdegerine karsilik gelen bir

Ozvektoriidiir. [15]
Ispat:

1. Teorem 3.3.3 geregince A nin, A nin bir sag 6zdegeri olmasi igin gerek ve yeter

sart
A°X =X A€
kompleks denkleminin a # 0 olmak tizere X = a° ¢dziimiiniin var olmasidir. Bu ise
AX—-X2A°=0 (3.3.12)

denkleminin birden ¢ok ¢6ziimiiniin varligin1 ifade eder. Boylece (3.3.6) geregince
(3.3.12) denkleminin birden fazla ¢oziimiiniin olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

fac(A€) kompleks matrisi singiilerdir.
2. X € C*™2 olmak iizere
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AX = X A€ (3.3.13)
denkleminin bir kokii olsun. Teorem 3.3.3 den
A°(QnX Q1) = (QuX QAC (3.3.14)

yazilabilir. (3.3.13) ve (3.3.14) ifadeleri taraf tarafa toplanir ve 1/, kat1 almirsa

1 _
Y =S (0 + QX Q)

elde edilir. Boylece Y, (3.3.13) denkleminin bir baska kokiidiir. Eger

Xll X12

x=|
X1 X2

ise
1 = 1 —
Yii = 2 (X11 + Xzz), Yi, = ;(X12 +X21)
olmak uzere

1 v Yll Y12
Y=-(X+ 0.X0)=]|o" o ]
2 ( Qn Ql) le Y11

olarak elde edilir.[17] o = Y;; + Y;,j denirse
a=Y
oldugu agiktir. Ayrica
Aa = al
denklemi ile
ACq€ = qa°

denklemleri denk oldugundan Aa = aAd denkleminin sifirdan farkl bir ¢6zimi

vardir. Yani a, A nin bir sag 6zdegeridir. Bu teoremin bir sonucu olarak
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@ = 2 Ut ¥ [] = 3 Gt 00+ QX 0[] (3315

yazilabilir.

3.4 OZDEGERLER VE OZ VEKTORLER iCiN CEBIRSEL
TEKNIKLER

Teorem 3.4.1 A € H," olsun. A, A nm bir sag 6zdegeri ve a, A ya karsilik gelen bir
6z vektor olsun. Bu durumda p regiiler bir split kuaterniyon olmak iizere, p~*Ap, A

nin bir baska sag 6zdegeri ve ap de bu 6zdegere karsilik gelen bir 6z vektordiir.
Ispat: A, A min sag 6zdegeri olsun. Aa = a2 olacak sekilde @ # 0 mevcut olsun.
Bu durumda p regiiler kuaterniyon (p~1) mevcut olsun.

Aa = al

esitliginde her iki taraf sagdan p ile garpilirsa

Aap = alp
ifadesi elde edilir.
pp =plp=1
oldugundan
A(ap) = a(pp™)Ap
seklinde yazilabilir.

A(ap) = ap(p~'2p)
A(ap) = (ap)(p~*Ap) (34.1)

ifadesi elde edilir. Burada (p~1Ap) A min bir baska sag 6zdegeridir. (ap) de (p~11p)
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0zdegerine karsilik gelen 6zvektordiir.

Teorem 3.4.2 A € 3" olsun. Bu durumda

dir.

dir.

dir.

A, A€ nin bir kompleks 6zdegeri ve bu 6zdegere karsilik gelen 6z vektorii
B € C?"*1 olmak iizere A, A mn sag dzdegeridir ve bu 6zdegere karsilik

gelen 6z vektor

@ =2 (njtn) (B 0aB) + 0B, 0PI ) [1] (342)

Ave p, A° matrisinin farkl iki reel 6zdegeri ve bu 6zdegerlere karsilik gelen

A+p

0z vektorler sirasiyla 3,y ise . L %j split kuaterniyonu A matrisinin bir

sag 0zdegeri ve bu sag 6zdegere karsilik gelen bir sag 6zvektor

a= 7 (bujl)(B+V.B—¥) + Qu (B+7.B— 7) Q1) []1] (3.4.3)

A€ matrisinin bir tek A reel 6zdegeri var ve bu 6zdegere karsilik gelen 6z uzayimn
boyutu 1 olsun. 3, A ya karsilik gelen bir 6zvektor ve y da £ ile lineer bagimsiz
bir vektor olmak tizere A+ i+ j, A matrisinin bir sag 6zdegeridir ve bu

0zdegere karsilik gelen bir 6z vektor

a=1 () (Brin+a@-rna)[] a9

A€ matrisinin bir tek A reel 6zdegeri var ve bu 6zdegere karsilik gelen 6z uzayin
boyutu 1 den biiyiik olsun. Bu durumda A ya karsilik gelen lineer bagimsiz iki
6z vektor y ve 3 olmak tizere A, A matrisinin bir sag 6zdegeridir ve bu 6zdegere

karsilik gelen bir 6z vektor

1

@ = 3 (njh) (@) + B, D [}] (3.4.5)

I
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dir.

Ispat: A € H,™ olsun. A¢ € C?™*?2 kompleks matrisinin A 6zdegerine karsilik gelen

ozuzay
Vh={B € C*"*1A°B = BA}olupboyV; = 1
dir. Teorem 3.3.4 den A€ kompleks matrisinin 6zdegerleri

y P PO P D T PR | PR s Ko (3.4.6)

olsun. Burada A, kompleks 6zdegeri p,, reel 6zdegeri gostermektedir ve A, # A, 1 #

Wy, dir. A€ kompleks temsilcisinin A = 4, kompleks 6zdegerini
A°B = BA (3.4.7)

olacak sekilde sifirdan farkli bir B € C2™* 1 vektorii vardir. (3.3.1) esitliginden (3.4.7)

denklemi ile
A°(B,QnB) = (B, QuPI2° (3.4.8)
denklemi denktir. (3.4.8) esitliginde B # 0 oldugundan (B, Q,,8) € C*** 2 ifadesi
Ay = YA (3.4.9)

denkleminin sifirdan farkl bir ¢6ziimiidiir. Teorem 3.4.2 den

@ =) ((6.0B) + B 0P)[[]  @410)

sifirdan farkli bir vektor olup, Aa = aA esitligini saglar. Bu ise A kompleks sayisinin

ayni zamanda A split kuaterniyon matrisinin sag 6zdegeri oldugunu ifade eder.

A = p, A° kompleks matrisinin bir reel 6zdegeri olsun. Eger A° matrisinin 4 = p,

0zdegerinden farkli bir p = p,, reel 6zdegeri varsa

A°B = BA (3.4.11)
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Ay = yu (3.4.12)

esitliklerini saglayacak sekilde sifirdan farkli 3 ve y 6zvektorleri vardir. (3.4.11) ve
(3.4.12) denklemleri

ABY) =BV [61 3] (3.4.13)

bi¢iminde yazilir. Ayrica (3.4.12) ve (3.4.13) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa

A°(B+y) = BA+yu (3.4.14)

AB+Y) =B+ +@-y = (3.4.15)

elde edilir. Son ifade diizenlenirse

Atp A-p
AB+v.B-V=CB+vB-V| L i, (3.4.16)
T2 2.
ifadesi bulunur.
Y=B+v,8—v)
denirse
acy =y (B4 205) (3.4.17)

elde edilir. Bu ise Teorem 3.3.2 geregince

A+p A—p.
( 2 72 j)

A split kuaterniyon matrisinin bir sag 6zdegeridir.

A matrisinin bir tek 4 sag 6zdegeri varsa bu durumda asagidaki iki durum soz

konusudur.

Duruml: boyV; = 1 ise reel 6zdegeri A olan bir Jordon blogu /(A1) da siitun tam sira

matrisine Y diyelim.

41



ACY = YJ( 1) o zaman iki lineer bagimsiz vektdr B,y vardir.

=B

Seklinde tanimlanir.

AC(B,\/)=(B,V)[61 /11]=>ACY=Y[’11”' Aii (3.4.18)
S AY=Y(A+i+))° (3.4.19)
Buradan
Y=Bn[; 7|=@+viv (3.4.20)
dir.

=2 (k) (B+iv+a@-rne)[] e

a € HS™ igin Aa = al saglar. Agikca @, A nin Szvektorii reel sag 6zdegeri
A=y
ile baglantihidir.

Durum 2: A nin A, sag 6zdegerine karsilik gelen 6z uzay V/; nin boyutu 1 den biiyiik

ise A ya karsilik gelen lineer bagimsiz 3,y sag 6zvektorleri vardir ve
A°B = BA (3.4.22)
Ay =vyA (3.4.23)

dir. Bu durumda (3.4.22) ve (3.4.23) denklemleri

A°(By) = (BY) [g ?1]

bi¢iminde ifade edilir. Y = (3,y) denirse Y,
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A°X = XA¢

denkleminin sifirdan farkli bir ¢6zlimiidiir. Teorem 3.3.15 den A, A matrisinin bir sag

0zdegeridir ve bu 6zdegere karsilik gelen 6zvektor

@ =2 (i) (B + 0aB.1I00 [[] (3.4.24)
dir.

Sonuc 3.4.1 A € H,™, A nmn dort farkli sag dzdegerlerinin [A] denklik siniflar igin A

temsilci elemanlari
/1 :qo +q1i’q1¢ OVG A :qO +q2i,q27‘:0, A:qO VEA = qO +l +_]

bigimindedir.

1. 2 = q + q4i, A nin kompleks asli sag 6zdegeri ise 112 = 1(13) = 1 = q, — q4i

split kuaterniyonlar1 da, A nin birer sag 6zdegerleridir ve 14, A5, 13 € R olmak lizere
202) = 243) = J e [2]
olup, A nin denklik sinifi

Al ={qo+ i+ A j+ A3k |= % /1% —A% — 2,22 > 25+ 23} (3.4.25)
dir.

2. 1 =qo + q,i, A ninbir asli sag 6zdegerleri ise 1(12) = 123 = g, — g,j de A nin
sag Ozdegerleridir ve A;,1,,13 € R igin 112 = 123 € [A] olup A nin denklik

simifi
[A] ={qo + i + Ao + A3k | = £ A5+ 25— 25 , A8 < A5 + 23} (3.4.26)
dir.

3. 1=q¢ + i+ j, Anm bir asli sag 6zdegerleri ise
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A0D =qo—i=j, WD =qo— i+ j A% =qo+ i—]
split kuaterniyonlari ile A2, 13 223 € [ g, + i + j] olup A min denklik siifi
(A = {qo + Ai + Apj + Ask |22 = A2 + 22,2, % O (3.4.27)
dir.

4. A = qy, Anin bir reel 6zdegeri ise [1] = A dir.

3.5 YONTEM VE ORNEKLER

Bu boéliimde split kuaterniyon matrislerin sag 6zdegerleri ve 6zvektorleri i¢in split
kuaterniyon matrisin kompleks temsilcisi araciligiyla yontem ve drnekler verilecektir.
Split kuaterniyon matrisinin split kuaterniyon sag o6zdegerleri ve O6zvektorlerini

belirlemek i¢in asagidaki yontem verilebilir.

1. A A nin kompleks temsilcisi olmak iizere A€ nin biitiin 6zdegerleri bulunur.

A€ nin biitiin 6zdegerleri asagidaki gibi olsun.
p PR P P D 1 PO | PR s Mo
Burada A,, kompleks, p,, reel 6zdegerler ve A, # A, 4 # Wy, dir.
2. A nin asli 6zdegerleri bulunur.
(1) A, A€ nin bir kompleks 6zdegeri ise A, A matrisinin bir asli 6zdegeridir.

(2) A, A€ nin iki farkli reel 6zdegeri ise A, p varsa % + %j A matrisinin

bir asli 6zdegeridir.

(3) A€ nin bir tek A reel 6zdegeri var ve bu 6zdegere karsilik gelen 6z uzayin

boyutulise A +i + j, A matrisinin asli 6zdegeridir.

(4) A€ nin bir tek A reel 6zdegeri var ve bu 6zdegere karsilik gelen 6z uzaymn

boyutu 1 den biiyiik ise A, A matrisinin asli 6zdegeridir.
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3. A nin her bir 6zdegerine karsilik gelen 6z vektorleri bulunur. 4, A nin bir asli

Ozdegeri ise
AX = X A°

denkleminin bir Y, ¢6ziimii elde edilir ve a, 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor

1 _ _
a= 7 (lhjl)(¥Y + Qx¥Y Q1)

olarak elde edilir.
4. A nin 6zdegerleri ve 6z vektorleri bulunur.

A, A split kuaterniyon matrisinin bir asli 6zdegeri olup p sifirdan farkli bir split
kuaterniyon olmak iizere p~1Ap A nin bir sag 6zdegeri ve a, A min A ya karsilik gelen

bir sag 6zvektorii ise ap de p~1Ap 6zdegerine karsilik gelen 6zvektordiir.

Split kuaterniyon matrisin A nin temel 6zdegeri igin, split kuaterniyon

ptAp

ayni zamanda sifirdan farkli herhangi bir split kuaterniyon i¢in split Kuaterniyon A nin

bir 6zdegeridir.
Kuaterniyon p ye ap karsilik gelen bir 6zvektordiir.
Ayrica split kuaterniyon 6zdegerinin dort farkli olast denklik sinifi vardir.

Ornek 1: Az[z_] L=i—=j—k

—i+j 1+j+k
A split kuaterniyon matrisi verilsin.

e I B I

seklinde yazilabilir.

Buradan A split kuaterniyon matris temsilcisi A€ asagidaki gibidir.
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2 1-i -1 —-1-i
—i 1 1 1+1i
-1 —-1+i 2 1+
1 1—-1i i 1

AF =

A° nin karakteristik polinomu
fac(x) = (x*—4x+5)(x—1)2
ve AC nin dzdegerleriy =1, 2 = 2+ ive 1= 2 —idir.
Ayrica A€ nin u = 1 reel 6zdegerine karsilik gelen 6z uzay V; olmak iizere
Vi = Sp{(1,-1,-11)}
olup boy V; = 1 dir.

2+ ive2—1i A° nin kompleks 6zdegerleri, birbirlerinin eslenikleri olduklarindan

bu 6zdegerlerden elde edilen A nin asli 6zdegeri 2 + i dir.

Ayrica A€ nin bir tek reel 6zdegeri var ve boy V; = 1 oldugundan 1+ i+ j, A nin
diger asli 6zdegeridir. Boylece Teorem 3.4.2 den, A nin sag 6zdegerleri igin iki farkli

tipten denklik sinifi vardir.

A = 2+ i asli 6zdegeri i¢in, Sonug 3.4.1 den A nin A ya denk tiim split kuaterniyon

Ozdegerlerinin kiimesi, 1, 45, 13 € R olmak tizere
Al ={qo+ i+ A +A3k 122 > 25+ 23,22 — 25— A5 =1}
dir. Ayrica A° nin 1 = 2 + i 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor
B=(-11,10)T

dir. (3.4.10) dan, Anin A = 2 + i sag ozdegerlerine karsilik gelen sag 6zvektorler,

a = % (I j1,) (( B.Q:8) + Q2 (B, QZB)Ql) []1] = [_11+ j]
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dir. Ustelik p regiiler bir split kuaterniyon olmak iizere
pAp~!
A nin bir sag 6zdegeri ve
ap

de pAp~? 6zdegerine karsilik gelen bir 6zvektordiir.

A nin u = 1 asli 6zdegerleri i¢in boy V; = 1 oldugu biliniyor. Sonug 6.1 den A nin

1 = 1 den elde edilen sag 6zdegerlerinin kiimesi, A, 4,, A3 € R olmak tizere
[A] = {1+ Mi+ A+ A3k 122 =25+ 25,1, # 0}
dir. A° nin A = 1 6zdegerine karsilik gelen 6z vektori
B=(-11,1,0)T

olmak iizere y = (i, —i, 0, 0)T olarak secilirse, B,y vektorleri lineer bagimsiz olup

B =6y

dir. (3.3.7) ifadelerinde, A nin u = 1 asli 6zdegerine karsilik gelen 6z vektorleri

o= % (Lj2) (B +viv) + Q:(B - 7i,7)01) []1]

_1+1/zf]
1- 1/2]

olarak elde edilir.

" [0 i

Ornek 2. A= [—i 0]

A split kuaterniyon matrisi verilsin. Buradan A split kuaterniyon matris temsilcisi

A asagidaki gibidir.
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0 i 0 O
c_|-i 0 0 0
A_ooo—i

0 0 i O

A° nin karakteristik polinomu
fac(x) =x*—2x*+1
ve A°ninu; = 1ve u, = —1 olmak lizere farkl iki reel 6zdegeri vardir.
u = 1 6zdegerine karsilik gelen 6z uzay V; olmak {izere
v, = Sp{(i,1,0,0), (0,0,—i,1)}

olup boy V; = 2 dir.
u = —1 6zdegerine karsilik gelen 6z uzay V_; olmak lizere

V_, = Sp{(—i,1,0,0),(0,0,i,1)}
olup boy V_, = 2 dir.

A€ nin iki farkl reel 6zdegeri oldugundan Teorem 3.4.2 den asli 6zdegerinden biri j
dir.

Teorem 3.4.2 den, A nin sag 6zdegerleri igin iki farkli tipten denklik sinifi vardir.

A = j asli 6zdegeri igin, Sonug 3.4.1 den A nin A ya denk tiim split kuaterniyon

0zdegerlerinin kiimesi, A, 1,, A3 € R olmak iizere
dir.

Simdi Anin A = j dzdegerine karsilik gelen bir sag 6zvektor belirleyelim. (3.4.3)

ifadesinde
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B=(i1,00)
Yy = (-1,1,0,0)

alinirsa,
1 o 1
a= 7 (LJL)(B+V.6-V+Q (B+7F- N e |}]

=13l

olarak elde edilir. Ger¢ekten

dir.
Ustelik p regiiler bir split kuaterniyon olmak iizere
pAp~!
A nin bir sag 6zdegeri ve
ap

de pAp~? 6zdegerine karsilik gelen bir 6z vektordiir.

A nin u = 1 asli 6zdegerleri i¢in boy V; = 2 oldugu biliniyor. Sonug 3.4.1 den A

nin  u = 1 den elde edilen sag 6zdegerlerinin kiimesi, A4, 4,, A3 € R olmak lizere

Al ={qo + i+ Aj+ A3k 122 =25+ 23,1, # 0}
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Ornek 3. A= [1 -ll_ ‘ g]

A split kuaterniyon matrisi verilsin. Buradan A nin matris temsilcisi A€ asagidaki

gibidir.

AC

oo~ +
cooo
| m oo
cocoo

A° nin karakteristik polinomu
fac(x) =x*—2x3 + 2x2

ve A°ninu=0veAd, =1+1i A, =1 —iolmak iizere bir tek reel 6zdegeri vardir ve

bu reel 6zdegere karsilik gelen 6z uzay
Vo = Sp{(0,1,0,0),(0,0,0,1)}
olup boy V = 2 dir.

A€ nin bir tek reel 6zdegeri oldugundan Teorem 3.4.2 den asli 6zdegeri O dir. Simdi
Anm A = 0 6zdegerine karsilik gelen bir sag 6zvektor belirleyelim. (3.4.5)

ifadesinde
B =(0,1,0,0)
y = (0,0,0,1)

alinirsa,
1 . - _ 1
a= 7 U2 jL)((B,y) + Qz(ﬁ» V)Q1) []]
0
- [1]
olarak elde edilir. Buradan
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ra= [Tl 3]

dir.

Sonug 3.4.1 den, A nin sag 6zdegerleri i¢in bir tane denklik sinifi vardir. A = 0 asli
Ozdegeri i¢in, Sonug 3.4.1 den A nin A ya denk tiim split kuaterniyon dzdegerlerinin

kiimesi [4] = {0} dir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu c¢aligmada split kuaterniyon matrislerin kompleks temsilcisi yardimiyla
Ozdegerleri ve bu Ozdegerlere karsilik gelen 6z vektorleri bulunmustur.
Bulunan bu 6zdeger ve 6z vektorler igin cebirsel teknikler verilmis ve

ornekler incelenmistir.
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