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    Danışman. Doç. Dr. Osman KEÇİLİOĞLU 

                                             Eylül 2022, 54 sayfa 

 

 

Bu tez çalışması dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş için ayrılmıştır. İkinci 

bölümde split kuaterniyonlar tanıtılmıştır. Üçüncü bölümde öncelikle split kuaterniyon 

matrisler tanıtılmış ve cebirsel özellikleri ele alınmıştır. Daha sonra split kuaterniyon 

matrislerin özdeğer ve öz vektör kavramları tanıtılmıştır. Ayrıca split kuaterniyon matrisin 

kompleks temsilcisi yardımıyla özdeğer ve öz vektörlerini elde etmek için yöntemler 

incelenmiştir. Son olarak bu kavramlarla ilgili örnekler verilmiştir. Dördüncü bölüm ise 

tartışma ve sonuç için ayrılmıştır. 
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This thesis consist of four chapter. The first chapter is reserved for introduction. In the second 

chapter Split quaternions are introduced. In the third chapter, firstly, split quternion matrices 

are introduced and their algebraic properties are discussed. Then, eigenvalue and eigenvector 

notions of split quaternion matrices are introduced. In addition. methods to obtain eigenvalues 

and eigenvectors with the aid of the complex representation of the split quaternion matrix are 

examined. Finally, examples of these notions are given. 
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𝐼𝑅  : Ree sayılar kümesi 

ℂ  : kompleks sayılar kümesi 

ℂ𝑚𝑥𝑛   : mxn tipinde kompleks matrisler kümesi 
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𝑚𝑥𝑛 : mxn tipinde split kuaterniyon matris 

 ℋ𝑠
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1. GİRİŞ 

Kuaterniyonlar, 1843 yılında, İrlandalı matematikçi Sir Willam Rowan Hamilton 

tarafından kompleks sayıların bir tür genelleştirmesi olan yeni bir sayı sistemi olarak 

tanıtılmıştır. Kuaterniyonlar kümesi 

 ℋ = { 𝑞 = 𝑞0 +  𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 +  𝑞3𝑘 ∶ 𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 ∈ 𝐼𝑅}  

şeklinde tanımlanmıştır. Kuaterniyonlar karmaşık sayıları bir gerçek, üç sanal boyuta 

genişleten sayı sistemidir. Burada 𝑖, 𝑗, 𝑘 kuaterniyonun baz ögeleri 

𝑖2 =  𝑗2 =  𝑘2 =  −1 ve 𝑖𝑗 =  −𝑗𝑖 = 𝑘, 𝑗𝑘 = −𝑘𝑗 = 𝑖, 𝑘𝑖 = −𝑖𝑘 = 𝑗, 𝑖𝑗𝑘 = −1 

eşitlikleri ile tanımlıdır. Bu eşitliklerden de anlaşılacağı üzere Kuaterniyonlarda 

çarpma işleminde değişme özelliği tanımlı değildir. Bu sebepten Kuaterniyonlar cisim 

değil bölüm halkasıdır. 

Hamilton’un çalışmalarından sonra James Cockle 1849 yılında split kuaterniyon 

kümesini  

 ℋ𝑠 = {𝑞 = 𝑞0 +  𝑞1𝑖 + 𝑞𝑗 +  𝑞3𝑘 ∶  𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 ∈  𝐼𝑅 } 

 şeklinde tanımlamış olup 𝑖2 = −1 , 𝑗2 =  𝑘2 =  1 ve 𝑖𝑗𝑘 =  1 dir. 

Bu küme Kuaterniyon kümesi gibi 4 boyutludur ve  ℋ𝑠′𝑑𝑒 değişmeli değildir. 

Kuaterniyonlar ve split kuaterniyonlar değişmeli olmayan Clifford cebiridir. 

Değişmeli olmadığı için, sağ ve sol özdeğerleri  eşit olmayabilir. Split kuaterniyonlar, 

kuaterniyonlara göre daha karmaşık bir yapıya sahiptir. Split kuaterniyonlar, 

kuaterniyonlardan farklı olarak sıfır bölen, nilpotent eleman ve sıfırdan farklı 

idempotent eleman içerir. [1], [3], [4], [5] Kuaterniyonlar ve split kuaterniyonlar 

birçok alanda çok önemlidir Bilgisayar grafiklerinde, kontrol teorisinde, video 

oyunlarının programlamasında, uzay araçlarında, kuantum fiziğinde sinyal işlemede 

ve daha bir çok alanda kullanılmaktadır. 
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1.1.  Kaynak özeti 

Bu tezin ikinci bölümünde split kuaterniyonlarla ilgili temel kavramlar [1], [2], [3], 

[4], [5], [18]  nolu kaynaklar kullanılarak hazırlanmıştır. Tezin üçüncü bölümünde spit 

kuaterniyon matrislerin tanımı ve cebirsel özellikleri ile split kuaterniyon matrislerin 

kompleks temsilcisinin özellikleri ve yapılabilen işlemler için [1], [3], [4], [5], [18] 

nolu kaynaklar kullanılmıştır. Split kuaterniyonların özdeğer ve öz vektörlerini elde 

etmek için kullanılan yöntemler de [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12], [13], [14], [18]   

nolu kaynaklardan,  split kuaterniyon matrislerin özdeğer ve bu özdeğere karşılık gelen 

öz vektörler için cebirsel teknikler de [15], [16], [17], [18]  nolu kaynaklardan 

faydalanılarak hazırlanmıştır. 
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1.2. Çalışmanın amacı 

Bir split kuaterniyon matrisinin, kompleks temsilcisi yardımıyla sağ özdeğerlerini ve 

bu özdeğerlere karşılık gelen özvektörlerini bulmak ve split kuaterniyon matrisinin sağ 

özdeğerlerini ve bu özdeğerlere karşılık gelen öz vektörler için cebirsel teknikler 

incelenerek yapılacak yeni çalışmalara yön vermek amaçlanmıştır. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

2.1.  Split Kuaterniyonlar 

Bir split kuaterniyon sıralı dört reel sayının 1, 𝑖, 𝑗, 𝑘 gibi dört birime eşlik etmesiyle 

tanımlanır. Burada birinci birim 1 reel sayıdır, diğer üç birim ise  

𝑖2 = −1 , 𝑗2 =  𝑘2 =  1 

𝑖𝑗 =  −𝑗𝑖 = 𝑘 , 𝑗𝑘 = −𝑘𝑗 = −i, ki =  −𝑖𝑘 = 𝑗                          (2.1.1)   

özelliklerine sahiptir. Böylece bir split kuaterniyon  

     𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 +  𝑞3𝑘         (2.1.2) 

biçiminde ifade edilir, burada 𝑞0 , 𝑞1 , 𝑞2 , 𝑞3 reel sayılarına 𝑞 split kuaterniyonlarının 

bileşenleri denir.  

   𝑞 =  𝑞0 +  𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 +  𝑞3𝑘  

split kuaterniyonunun reel kısmı ve imajiner kısmı sırasıyla 𝑅𝑒𝑞 ve 𝐼𝑚𝑞 ile gösterilir 

ve 

   𝑅𝑒𝑞 = 𝑞0 

𝐼𝑚𝑞 = 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 +  𝑞3𝑘                                           (2.1.3) 

biçiminde tanımlanır. Split kuaterniyonlar kümesi  ℋ𝑠 
 ile gösterilir. [1] 

Tanım 2.1.1   ℋ𝑠 cümlesi üzerinde toplama işlemi  

⊕ : ℋ𝑠 𝑥 ℋ𝑠 →  ℋ𝑠 

           (𝑝, 𝑞) → 𝑝 ⊕  𝑞 = 𝑅𝑒(𝑝) + 𝑅𝑒(𝑞) + 𝐼𝑚(𝑝) + 𝐼𝑚(𝑞)                          (2.1.4) 

biçiminde tanımlanır. [2] 

Bu tanıma göre (ℋ𝑠 ,⊕) matematik yapısı bir Abel grubudur. 
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Tanım 2.1.2 ℋ𝑠 cümlesi üzerinde dış işlem  

∘ ∶  𝐼𝑅 𝑥 ℋ𝑠 →  ℋ𝑠   

 (𝜆, 𝑝) → 𝜆 ∘  𝑝 =  𝜆𝑅𝑒(𝑝) + 𝜆𝐼𝑚(𝑝)                            (2.1.5) 

şeklinde tanımlanır. Bu şekilde tanımlanan dış işlem için 

i. 𝜆 ∘ (𝑝 ⊕  𝑞) = 𝜆 ∘   𝑝 ⊕ 𝜆  ∘  𝑞 ,  ∀ 𝜆 ∈ 𝐼𝑅 ve  ∀ 𝑝, 𝑞 ∈  ℋ𝑠 

ii. (𝜆1 +  𝜆2)  ∘ 𝑞 =  𝜆1  ∘ 𝑞 ⨁  𝜆2 ∘  𝑞 ,  ∀ 𝜆 ∈ 𝐼𝑅 ve  ∀ 𝑞 ℋ𝑠 

iii. (𝜆1 .  𝜆2)  ∘  𝑞 = 𝜆1 ∘ (𝜆2 ∘  𝑞) 

iv. 𝐼 ∘  𝑞 = 𝑞                   (2.1.6)         

 özellikleri sağlanır. Böylece (ℋ𝑠 ,⊕, 𝐼𝑅 , +,⋅,∘ ) matematik yapısı bir reel vektör 

uzayıdır. Bundan sonra ⊕ ve ∘  yerine + ,  ∙ kullanılacaktır. [2] 

Tanım 2.1.3 ℋ𝑠 cümlesi üzerinde  

 x ∶  ℋ𝑠 x ℋ𝑠 →  ℋ𝑠 

(𝑝, 𝑞) → 𝑝 x 𝑞 

çarpma işlemi aşağıdaki tablo ile tanımlanır. 

 

   x   1   i  j  k 

  1    1   i  j  k 

  i   i  -1 k  -j 

  j  j   -k  1  -i 

 k   k  j  i  1 

2.1 
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Tablo 2.1.1 den  𝑝, 𝑞 ∈  ℋ𝑠 için 

      𝑝 x 𝑞 = (𝑝0 +  𝑝1𝑖 + 𝑝2𝑗 +  𝑝3𝑘) 𝑥 (𝑞0 +  𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 +  𝑞3𝑘) 

=  𝑝0𝑞0 − 𝑝1𝑞1 + 𝑝2𝑞2 + 𝑝3𝑞3 

+(𝑝1𝑞2 + 𝑝2𝑞1 + 𝑝3𝑞2 − 𝑝2𝑞3)i 

+(𝑝0𝑞2 + 𝑝2𝑞0 + 𝑝3𝑞1 − 𝑝1𝑞3)𝑗 

  +(𝑝0𝑞3 + 𝑝3𝑞0 + 𝑝1𝑞2 − 𝑝2𝑞1)𝑘                  (2.1.7) 

olarak bulunur. Böylece  ℋ𝑠 işlemi için aşağıdaki özellikler verilebilir. 

i)  ℋ𝑠 cümlesi x işlemine göre kapalıdır. 

ii) " x " işlemi birleşmelidir. 

iii) " x " işlemi toplama işlemi üzerine dağılımlıdır. 

Fakat " x " işlemi değişmeli değildir. Bu özellikleriyle birlikte (ℋ𝑠 , ⨁, 𝐼𝑅 , +, ∙,∘  ) 

matematik yapısı bir cebirdir. [2] 

Tanım 2.1.4 Bir 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 +  𝑞3𝑘 ∊ ℋ𝑠 split kuaterniyonun eşleniği 𝑞∗ veya 

𝑞̅ ile gösterilir ve  

 𝑞∗ = 𝑞̅ =  𝑞0 − 𝑞1𝑖 − 𝑞2𝑗 −  𝑞3𝑘                             (2.1.8) 

biçiminde tanımlanır. 

Tanım 2.1.5 Bir 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 +  𝑞3𝑘 ∊ ℋ𝑠 
split kuaterniyonun normu ‖𝑞‖ ile 

gösterilir ve  

                         ‖𝑞‖ =  √|𝑞𝑞∗| = √|𝑞0
2 + 𝑞1

2  − 𝑞2
2 − 𝑞3

2|                            (2.1.9) 

biçiminde tanımlanır. Eğer ‖𝑞‖ = 1 ise 𝑞 bir birim split kuaterniyondur. 
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Ayrıca 𝑞 ∈ 𝐻𝑠 ve ‖𝑞‖  ≠ 0 olmak üzere       

    
𝑞

‖𝑞‖
                 (2.1.10) 

bir birim split kuaterniyondur.  

Tanım 2.1.6 𝑞 ∈ 𝐻𝑠 ve ‖𝑞‖  ≠ 0 olmak üzere q split kuaterniyonunun tersi 𝑞−1 ile 

gösterilir ve  

    𝑞−1 =
𝑞∗

‖𝑞‖2                            (2.1.11) 

şeklinde tanımlanır.  

Teorem 2.1.1 𝑝, 𝑞 𝑣𝑒 𝑟 birer split kuaterniyon olmak üzere  

i. 𝑞∗𝑞 = 𝑞𝑞∗ 

ii. 𝑗𝑐 = 𝑐̅𝑗 𝑣𝑒 𝑗𝑐𝑗∗ = 𝑐̅  burada 𝑐 herhangi bir kompleks sayıdır. 

iii. 𝑞2 = |𝑅𝑒𝑞|2 − ǁ𝐼𝑚𝑞ǁ2 + 2𝑅𝑒𝑞𝐼𝑚𝑞 

iv. (𝑝𝑞)∗ = 𝑞∗𝑝∗ 

v. (𝑝𝑞)𝑟 = 𝑝(𝑞𝑟) 

vi. Genelde 𝑝𝑞 ≠ 𝑞𝑝 dir. 

vii. 𝑞∗ = 𝑞 olması için gerek ve yeter şart 𝑞 nun bir reel sayı olmasıdır. 

viii. Her 𝑞 split kuaterniyon ve 𝑎1 , 𝑎2   kompleks sayılar olmak üzere  

   𝑞 = 𝑎1 + 𝑎2 𝑗                             (2.1.12) 

şeklinde tek türlü yazılabilir.[1] 

İspat: 𝑖), (𝑖𝑖), (𝑖𝑣), (𝑣), (𝑣𝑖), 𝑣𝑒 (𝑣𝑖𝑖) maddeler kolaylıkla ispatlanır. Şimdi biz 

(𝑖𝑖𝑖)𝑣𝑒(𝑣𝑖𝑖𝑖) maddelerini ispatlayalım. 

(𝑖𝑖𝑖) 𝑞 split kuaterniyon olmak üzere, 𝑞 = 𝑅𝑒(𝑞) + 𝐼𝑚(𝑞) yazılabilir. 
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Buradan 

𝑞2 = ((𝑅𝑒(𝑞) + 𝐼𝑚(𝑞))2 

 = (𝑅𝑒(𝑞) + 𝐼𝑚(𝑞))(𝑅𝑒(𝑞) + 𝐼𝑚(𝑞)) 

 = ((𝑅𝑒(𝑞))2 + 𝐼𝑚(𝑞)𝑅𝑒(𝑞) + 𝑅𝑒(𝑞)𝐼𝑚(𝑞) + 𝐼𝑚(𝑞)(−𝐼𝑚(𝑞)) 

ifadesi düzenlenirse 

= |𝑅𝑒𝑞|2 + 2𝑅𝑒𝑞𝐼𝑚𝑞 − 𝐼𝑚(𝑞)(𝐼𝑚(𝑞))
∗
 

         𝑞2 = |𝑅𝑒𝑞|2 − ǁ𝐼𝑚𝑞ǁ2 + 2𝑅𝑒𝑞𝐼𝑚𝑞                                          (2.1.13) 

böylece ispat tamamlanmış olur.                    

(𝑣𝑖𝑖𝑖) 𝑞 split kuaterniyon olmak üzere 

𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 +  𝑞3𝑘 

    = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 +  𝑞3(𝑖𝑗) 

    = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + ( 𝑞3𝑖)𝑗 

   = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + (𝑞2 +  𝑞3𝑖)𝑗 

buradan 𝑎1 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖  ve 𝑎2 = 𝑞2 +  𝑞3𝑖 şeklinde yazılabilir. 𝑎1, 𝑎2 ∈ ℂ olmak 

üzere 

 𝑞 = 𝑎1 + 𝑎2 𝑗 şeklinde tek türlü yazılabilir. Bu da ispatı tamamlamış olur. 

  2𝑥2 tipindeki kompleks matrislerin 

 ℋ𝑠
′ = {[

𝑎1 𝑎2 

𝑎2 ̅̅̅̅ 𝑎1 ̅̅̅̅ ] ; 𝑎1, 𝑎2  ∈ ℂ} 

alt kümesi matrislerin toplam ve çarpım işlemleri ile birlikte bir halka yapısına 

sahiptir. Bunun bir sonucu olarak aşağıdaki teorem verilebilir. 
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Teorem 2.1.2 Her bir split kuaterniyon 2𝑥2 tipinde kompleks matris ile temsil edilir. 

İspat: Her 𝑞 ∊  ℋ𝑠 için 𝑞 = 𝑎1 + 𝑎2 𝑗 olacak şekilde 𝑎1, 𝑎2 ∈ ℂ vardır. 

Buna göre  

 𝑓 ∶   ℋ𝑠 →  ℋ𝑠
′ 

𝑞 = 𝑎1 + 𝑎2 𝑗 → 𝑓(𝑞) = [
𝑎1 𝑎2 

𝑎2 ̅̅̅̅ 𝑎1 ̅̅̅̅ ] 

dönüşümünü tanımlayalım. Her 𝑝, 𝑞 ∈  ℋ𝑠 için 

𝑓(𝑝 + 𝑞) = 𝑓(𝑝) + 𝑓(𝑞) 

𝑓(𝑝. 𝑞) = 𝑓(𝑝). 𝑓(𝑞) 

dir. Ayrıca 𝑓, birebir ve örten bir fonksiyondur. Böylece 𝑓, bir halka izomorfizmdir. 

Bunun bir sonucu olarak her bir split kuaterniyon ile ℋ𝑠
′ kümesindeki bir kompleks 

matrisin gösterimleri dışında bir farkı yoktur. Bu ise her bir split kuaterniyonun 

 ℋ𝑠 kümesindeki bir kompleks matris ile ifade edilebileceğini gösterir. 

Tanım 2.1.7 Herhangi bir split kuaterniyon 𝑞 için, 𝑞 =  𝑞0 +  𝑞1 𝑖 +  𝑞2 𝑗 +  𝑞3 𝑘 ∈

ℋ𝑠   ve 𝑎 = (𝑞1 + 𝑞2 𝑖),  𝑏 = ( 𝑞2  +  𝑞3𝑖) olmak üzere 𝑞 nun kompleks temsilcisi 𝑞𝑐 

ile gösterilir ve  

𝑞𝑐  =  [
𝑎 𝑏
𝑏̅ 𝑎̅

] 

şeklinde yazılır. Yukarıdaki tanımın bir sonucu olarak 𝑝 ve 𝑞 iki split kuaterniyon 

olmak üzere  

(𝑝 + 𝑞 )𝑐 = 𝑝𝑐 +  𝑞𝑐 

(𝑝𝑞)𝑐 =  𝑝𝑐𝑞𝑐 

dir. Bir 𝑞 split kuaterniyonunun  𝑞𝑐 kompleks temsilcisinin karakteristik polinomu  

𝑓𝑞𝑐(𝑥) = 𝑥2 − (𝑎 + 𝑎̅)𝑥 + 𝑎𝑎̅ − 𝑏𝑏̅ 
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olup karakteristik polinomun kökleri  

𝜆1  =  𝑞0 + √𝑞2 
2 +  𝑞3 

2 −  𝑞1 
2  

𝜆2 =  𝑞0 − √𝑞2 
2 +  𝑞3 

2 − 𝑞1 
2  

dir. Yani 𝑞𝑐 kompleks temsilcisinin özdeğerleri 𝜆1 𝑣𝑒 𝜆2 dir. [1] 

Tanım 2.1.8 𝑝 , 𝑞 ∈   ℋ𝑠
 olmak üzere 𝑥−1 𝑝 𝑥 = 𝑞  olacak biçimde 𝑥 regüler split 

kuaterniyon mevcut ise 𝑝 split kuaterniyonu 𝑞 split kuaterniyonuna benzerdir denir ve 

𝑝~𝑞 biçiminde gösterilir. 

Uyarı: 𝑝 𝑣𝑒 𝑞 split kuaterniyonlarının benzer olması için gerek ve yeter şart 

𝑢−1 𝑝 𝑢 = 𝑞 

eşitliğini sağlayan bir 𝑢 birim split kuaterniyonuna sahip olmasıdır.  

Yukarıda tanımlanan benzerlik bağıntısı bir denklik bağıntısıdır. ~ bağıntısına göre bir 

𝑥 ∈  ℋ𝑠 split kuaterniyonunun denklik sınıfı [𝑥] ile gösterilir.  

Teorem 2.1.3 𝑝 =  𝑝0 +  𝑝1 𝑖  𝑝2 𝑗 +  𝑝3 𝑘 ve 𝑞 =  𝑞0 +  𝑞1 𝑖  𝑞2 𝑗 +  𝑞3 𝑘 iki split 

kuaterniyon olmak üzere 𝑝 ve 𝑞 split kuaterniyonların benzer olması için gerek ve 

yeter şart   

 𝑝0 =  𝑞0 ve 𝑝1 
2 −  𝑝2 

2 −  𝑝3 
2 = 𝑞1 

2 −  𝑞2 
2 −  𝑞3 

2  

olmasıdır. Buna göre  

𝑝~𝑞 ⇔  𝑅𝑒 (𝑝 ) = 𝑅𝑒 (𝑞)  𝑣𝑒  |𝐼𝑚(𝑝)| = |𝐼𝑚(𝑞)| 

dir. [11]      

Teorem 2.1.4 𝑞 =  𝑞0 +  𝑞1 𝑖 + 𝑞2 𝑗 +  𝑞3 𝑘 bir split kuaterniyon olsun. Bu durumda 
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1. 𝑞1
2 >  𝑞2

2 +  𝑞3
2 ise 𝑞 ∊  [𝑞0 +  √𝑞1 

2 −  𝑞2 
2 −  𝑞3 

2 𝑖] dir. 

2.  𝑞1
2 <  𝑞2

2 +  𝑞3
2 ise 𝑞 ∊ [𝑞0 +  √𝑞2 

2 +  𝑞3 
2 −  𝑞1 

2 𝑗] dir. 

3.  𝑞1
2 =  𝑞2

2 +  𝑞3
2 ve 𝑞1 = 0 ise 𝑞 ∊ [𝑞0] dir. 

4.  𝑞1
2 =  𝑞2

2 +  𝑞3
2 ve 𝑞1  ≠ 0 ise 𝑞 ∊ [𝑞0 + 𝑖 + 𝑗] dir. [18] 

İspat:  

Durum 1:  𝑞1 
2 >  𝑞2 

2 +  𝑞3 
2  ise 𝑞c nin kompleks özdeğerleri Tanım 2.1.7 den  

𝜆 =  𝑞0 +  √𝑞2 
2 + 𝑞3 

2 −  𝑞1 
2 𝑖 

𝜆̅ =  𝑞0 −   √𝑞2 
2 +  𝑞3 

2 −  𝑞1 
2 𝑖 

dir. 

𝑇1 regüler kompleks matris alalım. 𝑇1 = 𝑥1
𝑐 olsun. Bu eşitliği sağlayan𝑥1

𝑐 split 

kuaterniyon matrisinin kompleks temsilcisidir.    

𝑞𝑥1  =  𝑥1𝜆 

𝑞𝑐𝑥1
𝑐  =  𝑥1

𝑐𝜆𝑐 

               𝑞𝑐  𝑇1 = 𝑇1 [
𝜆 0
0 𝜆̅

]                                        (2.1.14) 

buradan 

𝑇1 = [
𝜆 − 𝑎̅ + 𝑏 𝜆 − 𝑎̅ + 𝑏
𝜆 − 𝑎 + 𝑏̅ 𝜆 − 𝑎 + 𝑏̅

]  ve 

  𝑥1 = ( 𝜆 − 𝑎̅ + 𝑏) + (𝜆̅ − 𝑎̅ + 𝑏)𝑗 

   𝑥1 = 𝑞2 + (𝑞3 + √𝑞2 
2 +  𝑞3 

2 −  𝑞1 
2 )𝑖 +  𝑞2𝑗 (𝑞1 + 𝑞3 +  √𝑞2 

2 +  𝑞3 
2 −  𝑞1 

2 ) 𝑘 
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 𝑞1
2 >  𝑞2

2 +  𝑞3
2 ise q split kuaterniyonu  𝑞0 +  √𝑞1 

2 −  𝑞2 
2 −  𝑞3 

2 𝑖 kompleks sayısına 

benzerdir ve 

𝑥 =  𝑞2 + (𝑞3 +  √𝑞1 
2 −  𝑞2 

2 −  𝑞3 
2 ) 𝑖 +  𝑞2𝑗 + ( 𝑞1 + 𝑞3 √𝑞1 

2 −  𝑞2 
2 −  𝑞3 

2 ) 𝑘  

olmak üzere  

                            𝑥−1𝑞𝑥 =  𝑞0 +  √𝑞1 
2 −  𝑞2 

2 −  𝑞3 
2 𝑖                             (2.1.15) 

dir. 

Durum 2: 𝑞1
2 <  𝑞2

2 +  𝑞3
2 ise iki farklı reel özdeğer vardır. 

𝜆1 =  𝑞0 + √𝑞2 
2 +  𝑞3 

2 −  𝑞1 
2  

𝜆2 =  𝑞0 −   √𝑞2 
2 +  𝑞3 

2 −  𝑞1 
2  

dir. 

𝑇2 bir regüler kompleks matris alalım. Öyle ki 𝑥2
𝑐 , 𝑥2 split kuaterniyon matrisin 

kompleks temsilcisi olmak üzere 𝑇2   =  𝑥2
𝑐 olsun. Bu durumda 

𝑞𝑐𝑇2 =  𝑇2 [

𝜆1+ 𝜆2

2

𝜆1− 𝜆2

2
𝜆1− 𝜆2

2

𝜆1+ 𝜆2

2

]          (2.1.16) 

𝑞𝑥2 =  𝑥2 (( 
𝜆1 +  𝜆2

2
 ) + (  

𝜆1 −  𝜆2

2
 ) 𝑗) 

=  [
𝜆1 −  𝜆2 + 𝑏

𝜆1 +  𝜆2

2
− 𝑎

𝜆1 +  𝜆2

2
− 𝑎 𝜆1 −  𝜆2 + 𝑏

] 

olur. Bu durumda 
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𝑥2 =  𝜆1 −  𝜆2 + 𝑏 + (
𝜆1 +  𝜆2

2
− 𝑎) 𝑗 

şeklinde yazılabilir. Buradan 

𝑥2 = 2 √𝑞2 
2 +  𝑞3 

2 − 𝑞1 
2 + (𝑞0 +  𝑞2)𝑗 + (𝑞3 −  𝑞1)𝑘 

dir. 

Durum 3: 𝑞1
2 =  𝑞2

2 +  𝑞3
2 ise bu durumda bir tek 𝜆 =  𝑞0 özdeğeri vardır. Bu durumda 

𝑞1 in durumuna göre iki farklı durum vardır. 𝑞1 = 0  𝑣𝑒𝑦𝑎   𝑞1 ≠ 0 dir. 

𝑞1 = 0 ise  𝑞2 = 𝑞3 = 0 dir. Buradan 𝑞 =  𝑞0 olduğu açıktır. 𝑞1 ≠ 0 ise 𝑇3 bir regüler 

kompleks matrisi ele alındığında 𝑥3 
𝑐 , 𝑥3 split kuaterniyon matrisinin kompleks 

temsilcisi olmak üzere 𝑞𝑥3 =  𝑥3𝜆 denkleminde 𝑥3 = 1 olsun. Bu durumda regüler 

karmaşık matris 𝑇3 vardır. Öyle ki 𝑇3 =  𝑥3 
𝑐  ve  

𝑞𝑐𝑇3 =  𝑇3  [
𝜆 + 𝑖 1

1 𝜆 − 𝑖
]  ⇔ 𝑞𝑥3 =  𝑥3 (𝜆 + 𝑖 + 𝑗)                  (2.1.17) 

dir. 

𝑇3 =  [ 1 + 𝑏 𝜆̅ − 𝑎̅ − 𝑖
𝜆 − 𝑎 + 𝑖 1 + 𝑏̅

] 

ve  

    𝑥3 = 1 + 𝑏 + ( 𝜆̅ − 𝑎̅ − 𝑖)𝑗 = 1 + 𝑞2𝑗 + ( 𝑞1 + 𝑞3 − 1)𝑘 

dir. 

Yukarıdaki ifadelerden aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 

𝑞 =  𝑞0 +  𝑞1 𝑖 + 𝑞2 𝑗 +  𝑞3 𝑘 

bir split kuaterniyon olmak üzere  

I. 𝑞1
2 >  𝑞2

2 +  𝑞3
2 ise q split kuaterniyonu 𝑞0 +  √𝑞1 

2 −  𝑞2 
2 −  𝑞3 

2 𝑖 kompleks 

sayısına benzerdir ve 
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𝑥 =  𝑞2 + (𝑞3 +  √𝑞1 
2 −  𝑞2 

2 −  𝑞3 
2 ) 𝑖 +  𝑞2𝑗 + ( 𝑞1 + 𝑞3 √𝑞1 

2 −  𝑞2 
2 −  𝑞3 

2 ) 𝑘  

olmak üzere  

𝑥−1𝑞𝑥 =  𝑞0 +  √𝑞1 
2 −  𝑞2 

2 −  𝑞3 
2 𝑖                             (2.1.18) 

dir.          

II. 𝑞1
2 <  𝑞2

2 +  𝑞3
2 ise q  split kuaterniyonu  𝑞0 + √𝑞2 

2 +  𝑞3 
2 −  𝑞1 

2 𝑗 kompleks 

sayısına benzerdir ve 

𝑥 = 2√𝑞2 
2 +  𝑞3 

2 −  𝑞1 
2 + (𝑞0 + 𝑞2)𝑗 + ( 𝑞3 − 𝑞1)𝑘 

𝑥−1𝑞𝑥 =  𝑞0 + √𝑞2 
2 +  𝑞3 

2 −  𝑞1 
2  𝑗       (2.1.19) 

dir. 

III. 𝑞1
2 =  𝑞2

2 +  𝑞3
2 ise  

𝑞 split kuaterniyonu için iki durum ortaya çıkar. 

 𝑞1 = 0  veya 𝑞1 ≠ 0 dır. 

1. 𝑞1 = 0  𝑖𝑘𝑒𝑛 𝑞 =  𝑞0  olur. 

𝑥−1𝑞𝑥 =  𝑞0                        (2.1.20) 

eşitliğinin sonucu olarak da 𝑥 = 1 dir. 

2. 𝑞1 ≠ 0   iken 𝑞 split kuaterniyonu    𝑞0 +  𝑞1 𝑖 + 𝑞2 𝑗 split kuaterniyonuna 

benzerdir ve 

              𝑥 =  1 +  𝑞2𝑗 + ( 𝑞1 + 𝑞3 − 1)𝑘 

     𝑥−1𝑞𝑥 =  𝑞0 + 𝑖 + 𝑗                                                      (2.1.21) 
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dir. 

Sonuç 2.1.1 Yukarıdaki teoremin bir sonucu olarak split kuaterniyonlar kümesi dört 

farklı denklik sınıflarına ayrılır. 

𝑞 =  𝑞0 +  𝑞1 𝑖 + 𝑞2 𝑗 +  𝑞3 𝑘 

bir split kuaterniyon olmak üzere  

1. 𝑞1
2 >  𝑞2

2 +  𝑞3
2 ise 𝑞 ∈ [ 𝑞0 +  √𝑞1 

2 −  𝑞2 
2 −  𝑞3 

2 𝑖] 

2.  𝑞1
2 <  𝑞2

2 +  𝑞3
2 ise 𝑞 ∈ [𝑞0 +  √𝑞2 

2 +  𝑞3 
2 −  𝑞1 

2 𝑗] 

3.  𝑞1
2 =  𝑞2

2 +  𝑞3
2 ise iki durum vardır. 

𝑞1 = 0  ve  𝑞1  ≠ 0 olabilir. 

 Eğer 𝑞1 = 0 ise 𝑞 ∈ [ 𝑞0] ve 𝑞1  ≠ 0 ise 𝑞 ∈ [𝑞0 + 𝑖 + 𝑗] dir. 

𝑞0 , 𝑞0 +  √𝑞1 
2 −  𝑞2 

2 −  𝑞3 
2 𝑖 , 𝑞0 +  √𝑞2 

2 +  𝑞3 
2 −  𝑞1 

2  𝑗 , 𝑞0 +  𝑖 +  𝑗 

Split kuaterniyonlarına sırasıyla 

[𝑞0] , [  𝑞0 +  √𝑞1 
2 −  𝑞2 

2 −  𝑞3 
2 𝑖] , [𝑞0 +  √𝑞2 

2 +  𝑞3 
2 −  𝑞1 

2  𝑗] , [𝑞0 +  𝑖 +  𝑗] 

denklik sınıflarının asli elemanları denir. 

Uyarı: Bir λ split kuaterniyonu için [𝜆] nın asli elemanı tek değildir. 

Örneğin:  

𝑞0 −  √𝑞1 
2 −  𝑞2 

2 −  𝑞3 
2 𝑖 ∈ [𝑞0 +  √𝑞1 

2 −  𝑞2 
2 −  𝑞3 

2 𝑖], 

𝑞0 −  √𝑞2 
2 +  𝑞3 

2 −  𝑞1 
2 𝑗 ∈ [𝑞0 +  √𝑞2 

2 +  𝑞3 
2 −  𝑞1 

2 𝑗] 

𝑞0 − 𝑖 − 𝑗 , 𝑞0 − 𝑖 + 𝑗, 𝑞0 + 𝑖 − 𝑗 ∈ [𝑞0 + 𝑖 + 𝑗] 

dir. 



  

16 

 

3. SPLİT KUATERNİYON  MATRİSLERİNİN 

ÖZDEĞERLERİ VE ÖZ VEKTÖRLERİ 

3.1 SPLİT KUATERNİYON MATRİSLER 

Tanım 3.1 Bileşenleri split kuaterniyonlar olan 𝑚𝑥𝑛 tipinden bütün matrislerin 

kümesi ℋ𝑠
𝑚𝑥𝑛 olarak gösterilsin. Eğer 𝑚 = 𝑛 ise  ℋ𝑠

𝑛𝑥𝑛 kümesi ℋ𝑠
𝑛  olarak 

gösterilir. Spit kuaterniyon matrisleri kümesi üzerinde bilinen adi matris toplamı ve 

matris çarpımı işlemleri tanımlıdır. [1] 

Split kuaterniyonlar çarpma işlemine göre değişmeli olmadığından bir matrisin skaler 

ile çarpma işlemleri sağ ve sol skaler çarpma işlemi olarak 𝐴 = (𝑎𝑠𝑡) ∈  ℋ𝑠
𝑚𝑥𝑛  ve  

𝑞 ∈  ℋ𝑠 olmak üzere sırasıyla 𝑞𝐴 = (𝑞𝑎𝑠𝑡) ve 𝐴𝑞 =  (𝑎𝑠𝑡𝑞) eşitlikleri tanımlıdır. 

Ayrıca 

 𝐵 ∈  ℋ𝑠
𝑛𝑥𝑜 𝑝 ∈  ℋ𝑠 olmak üzere 

𝑞(𝐴𝐵) = (𝑞𝐴)𝐵 

(𝐴𝑞)𝐵 = 𝐴(𝑞𝐵) 

(𝑝𝑞)𝐴 = 𝑝(𝑞𝐴) 

dir. 

Tanım 3.2 𝐴 = (𝑎𝑠𝑡) ∈  ℋ𝑠
𝑚𝑥𝑛  split kuaterniyon matrisinin eşleniği 𝐴 ̅ile gösterilir 

ve 𝐴̅ = (𝑎𝑠𝑡̅̅ ̅̅ ) =  (𝑎𝑠𝑡
∗ ) eşitliği ile tanımlanır. [1] 

Tanım 3.3 𝐴 = (𝑎𝑠𝑡) ∈  ℋ𝑠
𝑚𝑥𝑛  split kuaterniyon matrisinin transpozu 𝐴𝑡 ile 

gösterilir ve  𝐴𝑡 = (𝑎𝑡𝑠) ∈  ℋ𝑠
𝑛𝑥𝑚 şeklinde tanımlanır. [1] 

Tanım 3.4 𝐴 = (𝑎𝑠𝑡) ∈  ℋ𝑠
𝑚𝑥𝑛  split kuaterniyon matrisinin eşlenik transpozu 𝐴∗ ile 

gösterilir ve 𝐴∗ = (𝐴̅)𝑇 ∈  ℋ𝑠
𝑛𝑥𝑚  şeklinde tanımlanır. [1] 

Tanım 3.5 Bir 𝐴 ∈  ℋ𝑠
𝑛 matrisi için  
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1. Eğer 𝐴𝐴∗ =  𝐴∗𝐴 ise A’ya Normal matris, 

2. Eğer 𝐴∗ = 𝐴 ise 𝐴’ya Hermityen matris,  

3. 𝐴𝐴∗ = 𝐴∗𝐴 = 𝐼𝑛 ise 𝐴’ya Üniter matris denir. 

Örnek: 𝐴 = [
𝑖 𝑗
0 𝑘

] , 𝐵 = [
𝑖 𝑘
0 𝑗

] ∈  ℋ𝑠
2  olsun. O halde 

i. 𝐴−1 =  [
−𝑖 1
0 𝑘

] ve 𝐴̅ = [
−𝑖 −𝑗
0 −𝑘

] dir. 

ii. (𝐴̅)−1 = [
𝑖 −1
0 −𝑘

] ≠ [
𝑖 𝑗
0 −𝑘

] = (𝐴−1̅̅ ̅̅ ̅) dir.   

iii. (𝐴𝑇)−1 = [
−𝑖 0
−1 𝑘

]  ≠ [
−𝑖 0
1 𝑘

] = (𝐴−1)𝑇 dir. 

iv. 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = [
−1 𝑗 + 1
0 −𝑖

] ≠ [
−1 −𝑗 + 1
0 𝑖

] = 𝐴̅ 𝐵 ̅ dir. 

v. (𝐴𝐵)𝑇 = [
−1 0

−𝑗 + 1 𝑖
] ≠ [

−1 0
𝑗 + 1 −𝑖

] = 𝐵𝑇𝐴𝑇 dir. 

Bu örneklerden aşağıdaki sonuçlar çıkarılabilir. 

Sonuç 3.1 𝐴 ∊  ℋ𝑠
𝑚𝑥𝑛  𝑣𝑒 𝐵 ∊   ℋ𝑠

𝑛𝑥𝑜   olsun. Buradan 

i. Genelde (𝐴̅)−1 ≠ (𝐴−1̅̅ ̅̅ ̅) dir. 

ii. Genelde (𝐴𝑇)−1 ≠ (𝐴−1)𝑇 dir. 

iii. Genelde 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ≠ 𝐴̅𝐵̅ dir. 

iv. Genelde (𝐴𝐵)𝑇 ≠ 𝐵𝑇𝐴𝑇 dir. 

Teorem 3.1 𝐴 ∊  ℋ𝑠
𝑚𝑥𝑛  𝑣𝑒 𝐵 ∊  ℋ𝑠

𝑛𝑥𝑜  olsun. Bu durumda 

i. (𝐴̅)𝑇 = (𝐴𝑇̅̅̅̅ ) 

ii. (𝐴𝐵)∗ = 𝐵∗𝐴∗ 



  

18 

 

iii. Eğer 𝐴 ve 𝐵 nin tersi varsa (𝐴𝐵)−1 = 𝐵−1𝐴−1 dir. 

iv. Eğer  𝐴 nın tersi varsa (𝐴∗)−1 = (𝐴−1)∗ dir. 

İspat: (𝑖), (𝑖𝑖𝑖) ve (𝑖𝑣) maddeler kolaylıkla ispatlanır. Şimdi biz (𝑖𝑖) maddeyi 

ispatlayalım. (𝑖𝑖) 𝐴1, 𝐴2 𝐵1 , 𝐵2  kompleks matris olmak üzere A ve B split 

kuaterniyon matrisleri 𝐴 = 𝐴1 +  𝐴2 𝑗 ve 𝐵 = 𝐵1 +  𝐵2 𝑗 şeklinde yazılabilir. 

Buradan 

(𝐴𝐵)∗ = [(𝐴1𝐵1+𝐴2 𝐵2 
̅̅ ̅̅ ) + (𝐴1𝐵2 +  𝐴2 𝐵1

̅̅ ̅ )𝑗]∗ 

           =  [(𝐴1𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅+ 𝐴2 

̅̅ ̅̅ 𝐵2 ) − (𝐴1𝐵2 +  𝐴2 𝐵1
̅̅ ̅ )𝑗]𝑇 

                     =  (𝐴1𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅+ 𝐴2 

̅̅ ̅̅ 𝐵2 )
𝑇 − (𝐴1𝐵2 +  𝐴2 𝐵1

̅̅ ̅ )𝑇𝑗 

       = (𝐵1
̅̅ ̅)𝑇(𝐴1

̅̅ ̅)𝑇 + (𝐵2 )
𝑇(𝐴2

̅̅ ̅)𝑇 − (𝐵2)𝑇(𝐴1)𝑇𝑗 − (𝐵1
̅̅ ̅)𝑇(𝐴2)𝑇𝑗 

elde edilir. Diğer taraftan  

𝐵∗ = (𝐵1
̅̅ ̅)𝑇 − (𝐵2)𝑇𝑗 𝑣𝑒 𝐴∗ = (𝐴1

̅̅ ̅)𝑇 − (𝐴2)𝑇𝑗 

olduğundan 

𝐵∗𝐴∗ = ((𝐵1
̅̅ ̅)𝑇 − (𝐵2)𝑇𝑗 )(( 𝐴1

̅̅ ̅)𝑇 − (𝐴2)𝑇𝑗) 

                   = (𝐵1
̅̅ ̅)𝑇( 𝐴1

̅̅ ̅)𝑇 + (𝐵2)𝑇(𝐴2
̅̅ ̅)𝑇 − (𝐵2)𝑇(𝐴1)𝑇𝑗(𝐵1

̅̅ ̅)𝑇(𝐴2)𝑇𝑗 

elde edilir. Böylece  

(𝐴𝐵)∗ = 𝐵∗𝐴∗                                                          (3.1.1) 

dir. 

Teorem 3.2 𝐴, 𝐵 ∊ 𝐻𝑠
′ olmak üzere, eğer 𝐴𝐵 = 𝐼 𝑖𝑠𝑒 𝐵𝐴 = 𝐼 dir. 

İspat: Bu önermenin kompleks matrisler için doğru olduğunu biliyoruz.  

𝐴, 𝐵 ∊  ℋ𝑠
𝑛  için 
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𝐴 = 𝐴1 +  𝐴2 𝑗 𝑣𝑒 𝐵 = 𝐵1 +  𝐵2 𝑗 

olacak şekilde 𝐴1, 𝐴2 𝐵1 𝑣𝑒 𝐵2  𝑛𝑥𝑛 tipinde kompleks matrisleri vardır. 𝐴𝐵 = 𝐼 

olsun. Buradan 

𝐴𝐵 =  (𝐴1𝐵1+𝐴2 𝐵̅2 ) + (𝐴1𝐵2 + 𝐴2 𝐵̅1 )𝑗 = 𝐼 

olup bu eşitlik 

( 𝐴1, 𝐴2 ) [
𝐵1 𝐵2 

𝐵̅2 𝐵̅1 
] = (𝐼, 0) 

şeklinde yazılabilir. Buradan da  

[
𝐴1 𝐴2 

𝐴̅2 𝐴̅1 
] [

𝐵1 𝐵2 

𝐵̅2 𝐵̅1 
] = [  

𝐼 0
0 𝐼

] 

eşitliği elde edilir.  

[
𝐴1 𝐴2 

𝐴2 
̅̅ ̅̅ 𝐴1 

̅̅ ̅̅ ]  ve [
𝐵1 𝐵2 

𝐵2 
̅̅ ̅̅ 𝐵1 

̅̅ ̅̅ ]   2𝑛 𝑥 2𝑛 tipinde kompleks matrisler olduğundan   

[
𝐵1 𝐵2 

𝐵̅2 𝐵̅1 
] [

𝐴1 𝐴2 

𝐴̅2 𝐴̅1 
] = [  

𝐼 0
0 𝐼

] 

şeklinde yazılır. 

𝐵1𝐴1 + 𝐵2 𝐴̅2 = 𝐼, 𝐵1𝐴2 + 𝐵2 𝐴̅1 = 0 

olup, Teorem 3.2 den  

(𝐵1𝐴1 + 𝐵2 𝐴̅2 ) + (𝐵1𝐴2 + 𝐵2 𝐴̅1 )𝑗 = 𝐼 

bulunur. Buradan  

𝐵1𝐴1 + 𝐵2 𝐴̅2 + 𝐵1𝐴2𝑗 + 𝐵2 𝐴̅1 𝑗 = 𝐼 

ifadesi düzenlenirse  

𝐵1𝐴1 + 𝐵2 𝑗𝐴2𝑗 + 𝐵1𝐴2𝑗 + 𝐵2 𝑗𝐴1𝑗 = 𝐼 

eşitliği elde edilir. Böylece  
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 (𝐵1 +  𝐵2 𝑗)(𝐴1 +  𝐴2 𝑗) = 𝐼 

eşitliği bulunur. Bu ise 𝐵𝐴 = 𝐼 olduğunu ifade eder.  

 

 

3.2 SPLİT KUATERNİYON MATRİSLERİN KOMPLEKS 

TEMSİLCİSİ 

Tanım 3.2.1  𝐴 = 𝐴1 + 𝐴2𝑗 ∈  ℋ𝑠
𝑛  ve 𝐴1, 𝐴2 ∈  ℂ𝑛𝑥𝑛 olsun. 

                                                                 [
𝐴1 𝐴2

𝐴̅2 𝐴̅1
]                                                        (3.2.1) 

matrisine 𝐴  split kuaterniyon matrisinin kompleks adjoint matrisi veya kompleks 

temsilcisi denir ve 𝐴𝑐 ile gösterilir. [15] 

Teorem 3.2.1  𝐴, 𝐵 ∈  ℋ𝑠
𝑛  olmak üzere  

i. (𝐼𝑛)𝑐 = 𝐼2𝑛 

ii. (𝐴 + 𝐵)𝑐 = 𝐴𝑐 + 𝐵𝑐 

iii. (𝐴. 𝐵)𝑐 = 𝐴𝑐 . 𝐵𝑐 

iv. Genellikle (𝐴∗)𝑐 ≠ (𝐴𝑐)∗ dir. 

İspat: (𝑖) nin ispatını görmek kolaydır. Şimdi diğerlerini ispatlayalım. 

 𝐴1, 𝐴2 , 𝐵1, 𝐵2 ∈  ℂ𝑛𝑥𝑛 olmak üzere, 𝐴 =  𝐴1 + 𝐴2𝑗 , 𝐵 = 𝐵1 + 𝐵2𝑗 ∈  𝐻𝑠
𝑛𝑥𝑛 olsun. 

ii.  (𝐴 + 𝐵 ) = (𝐴1+ 𝐵1 ) + (𝐴2 + 𝐵2)𝑗    

olduğundan 
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(𝐴 + 𝐵 )𝑐 = [
𝐴1 + 𝐵1 𝐴2 + 𝐵2

𝐴2 + 𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝐴1 + 𝐵1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ] =  [
𝐴1 𝐴2

𝐴̅2 𝐴̅1
]  + [

𝐵1 𝐵2 

𝐵̅2 𝐵̅1 
]  

          = 𝐴𝑐 +  𝐵𝑐                                             (3.2.3) 

olarak elde edilir. 

iii.      (𝐴𝐵) = (𝐴1 + 𝐴2𝑗 )( 𝐵1 + 𝐵2𝑗) 

= (𝐴1𝐵1 + 𝐴1𝐵2𝑗 + 𝐴2𝑗𝐵1 + 𝐴2𝑗𝐵2) 

= (𝐴1𝐵1 + 𝐴1𝐵2𝑗 + 𝐴2𝐵̅1 𝑗 + 𝐴2𝐵̅2 ) 

= (𝐴1𝐵1 + 𝐴2𝐵̅2 ) + (𝐴1𝐵2 + 𝐴2𝐵̅1 )j 

olduğundan 

(𝐴𝐵)𝑐 = [
𝐴1𝐵1 + 𝐴2𝐵̅2 𝐴1𝐵2 + 𝐴2𝐵̅1 

𝐴1𝐵2 + 𝐴2𝐵̅1 
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 𝐴1𝐵1 + 𝐴2𝐵̅2 

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅]  

= [
𝐴1𝐵1 + 𝐴2𝐵̅2 𝐴1𝐵2 + 𝐴2𝐵̅1 

𝐴1𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + 𝐴̅2𝐵1 𝐴1𝐵1 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + 𝐴̅2𝐵2

] 

=  [
𝐴1 𝐴2 

𝐴̅2 𝐴̅1 
] [

𝐵1 𝐵2 

𝐵̅2 𝐵̅1 
] 

= 𝐴𝑐𝐵𝑐                                             (3.2.4) 

dir. 

iv. maddenin ispatı bir örnekle verilebilir. 

𝐴 =  [
1 𝑖 + 𝑗 + 𝑘
0 1

] 

 bir split kuaterniyon matris olsun. 𝐴 split kuateriyon matrisini  

𝐴 =  [
1 𝑖 + 𝑗 + 𝑘
0 1

] = [
1 𝑖
0 1

] + [
0 𝑗 + 𝑖𝑗
0 0

] = [
1 𝑖
0 1

] + [
0 1 + 𝑖
0 0

] 𝑗 
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şeklinde yazabiliriz. Buradan 𝐴 matrisinin kompleks adjoint matrisi 

𝐴𝑐 = [

1 𝑖 0 1 + 𝑖
0 1 0 0
0 1 − 𝑖 1 −𝑖
0 0 0 1

] 

olur. Buradan  

(𝐴𝑐)∗ = [

1 0 0 0
−𝑖 1 1 + 𝑖 0
0 0 1 0

1 − 𝑖 0 𝑖 1

] 

dir. 

Ayrıca 𝐴∗ =  [
1 0

−𝑖 − 𝑗 − 𝑘 1
] ve 𝐴∗ ın kompleks adjoint matrisi ise  

𝐴∗ =  [
1 0

−𝑖 1
] + [

0 0
−𝑗 − 𝑖𝑗 0

] 

𝐴∗ =  [
1 0

−𝑖 1
] + [

0 0
−1 − 𝑖 0

] 𝑗 

şeklinde yazılabilir. 

(𝐴∗)𝑐 = [

1 0 0 0
−𝑖 1 −1 − 𝑖 0
0 0 1 0

−1 + 𝑖 0 𝑖 1

] 

şeklindedir. 

Buradan (𝐴∗)𝑐 ≠ (𝐴𝑐)∗ olduğunu görülür.                (3.2.5) 

Teorem 3.2.2  Bir 𝐴 ∈ 𝐻𝑠
𝑚𝑥𝑛   split kuaterniyon matrisinin regüler olması için gerek 

ve yeter şart 𝐴𝑐  kompleks matrisinin regüler olmasıdır. Ayrıca 𝐴 bir regüler matris ise  

   (𝐴𝑐)−1  =  (𝐴−1)𝑐 dir. 



23 

 

İspat: 𝐴 ∈ 𝐻𝑠
𝑛 bir split kuaterniyon matris olsun. 𝐴 nın tersi var ise  

𝐴𝐴−1 = 𝐴−1𝐴 = 𝐼𝑛       

  

eşitliği yazılabilir. Bu eşitliğin her iki tarafının kompleks temsilcisi alınırsa  

(𝐴𝐴−1)𝑐 = (𝐴−1𝐴)𝑐 = 𝐼2𝑛 

şeklinde yazılır.  Teorem 3.2.1 den  

𝐴𝑐(𝐴−1)𝑐 = (𝐴−1)𝑐𝐴𝑐 = 𝐼2𝑛 

elde edilir. Bu ifadeden 

(𝐴−1)𝑐 = (𝐴𝑐)−1                              (3.2.6) 

olduğu görülür. O halde 𝐴 regüler ise 𝐴𝑐de regülerdir. Şimdi de 𝐴𝑐 regüler 

ise 𝐴 nın regüler olduğunu gösterelim. 

𝐴 =  𝐴1 + 𝐴2𝑗 

olsun. 

   𝐴𝑐 = [
𝐴1 𝐴2

𝐴̅2 𝐴̅1
] ∈ ℂ2𝑛𝑥2𝑛                     (3.2.7)    

regüler olsun. Öyleyse 

(𝐴𝑐)−1 = 𝐵 olacak şekilde bir 𝐵 = [
𝐵1 𝐵2

𝐵3 𝐵4
] ∈ ℂ2𝑛𝑥2𝑛   vardır. Bu durumda 

𝐵𝐴𝑐 = 𝐼2𝑛  

dir. İfadeler yerlerine yazılırsa 

[
𝐵1 𝐵2

𝐵3 𝐵4
] [

𝐴1 𝐴2

𝐴̅2 𝐴̅1
] = [

0 𝐼𝑛

𝐼𝑛 0
] 

eşitliği elde edilir. Matrislerin çarpımından 
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[
𝐵1𝐴1 + 𝐵2𝐴̅2 𝐵1𝐴2 + 𝐵2𝐴̅1

𝐵3𝐴1 + 𝐵4𝐴̅2 𝐵3𝐴2 + 𝐵4𝐴̅1

] = [
0 𝐼𝑛

𝐼𝑛 0
] 

ve matris eşitliğinden  

𝐵1𝐴1 + 𝐵2𝐴̅2 = 𝐼𝑛 ve 𝐵1𝐴2 + 𝐵2𝐴̅1 = 0 

ifadeleri elde edilir. Buradan 

    (𝐵1𝐴1 + 𝐵2𝐴̅2) + (𝐵1𝐴2 + 𝐵2𝐴̅1)𝑗 = 𝐼𝑛 + 0𝑗 

𝐵1𝐴1 + 𝐵1𝐴2𝑗 + 𝐵2𝐴̅2 + 𝐵2𝐴̅1𝑗 = 𝐼𝑛 

yazılabilir. 

𝐵1𝐴1 + 𝐵1𝐴2𝑗 + 𝐵2𝑗𝐴2𝑗 + 𝐵2𝑗𝐴1 = 𝐼𝑛 

ifadesi Teorem 2.1.1 den   

         (𝐵1 + 𝐵2𝑗)(𝐴1 + 𝐴2𝑗) = 𝐼𝑛 

şeklinde yazılır. Buradan (𝐵1 + 𝐵2𝑗) yerine 𝐵, (𝐴1 + 𝐴2𝑗) yerine 𝐴 

yazıldığında 

𝐵𝐴 = 𝐼𝑛 

 eşitliği elde edilir. Bu da   

𝐵 = 𝐴−1                            (3.2.8) 

olduğunu gösterir. 

Teorem 3.2.3 𝐼𝑡 , 𝑡x𝑡  tipinde birim matris ve 𝑄𝑡 = [
0 𝐼𝑡

𝐼𝑡 0
]   ∈ ℂ2𝑡x2t  olmak üzere 

 𝑄𝑚𝐴𝑐𝑄𝑛=𝐴𝑐̅̅ ̅   

dir. 
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İspat: 𝐼𝑡 , 𝑡x𝑡  tipinde birim matris ve  𝑄𝑡 = [
0 𝐼𝑡

𝐼𝑡 0
] ∈  ℂ2𝑡𝑥2𝑡 olsun. 

Buna göre 

 𝑄𝑚 = [
0 𝐼𝑚

𝐼𝑚 0
]  ve  𝑄𝑛 = [

0 𝐼𝑛

𝐼𝑛 0
] 

dir. 

𝐴𝑐 = [
𝐴1 𝐴2

𝐴̅2 𝐴̅1
] 

Eşitliğinin olduğunu biliyoruz. Buradan  

𝑄𝑚𝐴𝑐𝑄𝑛  

ifadesini 

   𝑄𝑚𝐴𝐶𝑄𝑛 = [
0 𝐼𝑚

𝐼𝑚 0
] [

𝐴1 𝐴2

𝐴̅2 𝐴̅1
] [

0 𝐼𝑛

𝐼𝑛 0
] 

şeklinde yazılır. Matrislerde çarpma işleminden 

𝑄𝑚𝐴𝑐𝑄𝑛 = [
𝐼𝑚𝐴̅2 𝐼𝑚𝐴̅1

𝐼𝑚𝐴1 𝐼𝑚𝐴2
] [

0 𝐼𝑛

𝐼𝑛 0
]   

= [
𝐴̅2 𝐴̅1

𝐴1 𝐴2
] 

= [
𝐴̅1𝐼𝑛 𝐴̅2𝐼𝑛

𝐴2𝐼𝑛 𝐴1𝐼𝑛
] 

= [
𝐴̅1 𝐴̅2

𝐴2 𝐴1
] 

yazılır. Bu matris  𝐴̅𝑐ifadesine eşit olduğundan  

                                                            𝑄𝑚𝐴𝑐𝑄𝑛 = 𝐴̅𝑐                              (3.2.9) 

eşitliği sağlanmış olur ve böylece ispat tamamlanır. 
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Teorem 3.2.4  𝐴 ∈ ℋ𝑠 
𝑛 ve 𝜆 ∈ ℋ𝑠  olmak üzere 𝐴𝛼 = 𝛼𝜆 olması için gerek ve yeter 

şart 𝐴𝑐𝛼𝑐 =  𝛼𝑐𝜆𝑐  olmasıdır. 

İspat: 𝐴1 , 𝐴2 ∈ ℂ𝑛𝑥𝑛 , β1 , β2 ∈ ℂ𝑛𝑥1 ve 𝜆1 , 𝜆2 ∈ ℂ olmak üzere, 𝐴 = 𝐴1 + 𝐴2𝑗,                  

𝛼 = 𝛽1 + 𝛽̅2𝑗 ve 𝜆 = 𝜆1 + 𝜆2𝑗  eşitliklerini ele alalım. Split kuaterniyon matrislerde 

kompleks temsilci tanımından 

𝐴𝑐 = [
𝐴1 𝐴2

𝐴̅2 𝐴̅1
] , 𝛼𝑐 = [

𝛽1 𝛽̅2

𝛽2 𝛽̅1

] , λ𝑐 =  [
𝜆1 𝜆2

𝜆̅2 𝜆̅1
] 

dir. Öncelikle 

𝐴𝛼 = 𝛼𝜆 ⇒ 𝐴𝑐𝛼𝑐 =  𝛼𝑐𝜆𝑐 

olduğunu gösterelim. 𝐴𝛼 = 𝛼𝜆  olsun. Buna göre 

( 𝐴1 + 𝐴2j) (𝛽1 + 𝛽̅2𝑗) =  (𝛽1 + 𝛽̅2𝑗)(𝜆1 + 𝜆2j ) 

olup (2.8) den 

𝐴1𝛽1 + 𝐴1 𝛽̅2𝑗 + 𝐴2j𝛽1 + 𝐴2j𝛽̅2𝑗 = 𝛽1𝜆1 +𝛽1 𝜆2𝑗  + 𝛽̅2𝑗𝜆1 + 𝛽̅2𝑗𝜆2𝑗 

ifadesi elde edilir. Buradan 

𝐴1𝛽1 + 𝐴1 𝛽̅2𝑗 + 𝐴2𝛽̅1j + 𝐴2j𝛽̅2𝑗 = 𝛽1𝜆1 +𝛽1 𝜆2𝑗  + 𝛽̅2𝑗𝜆1 + 𝛽̅2𝑗𝜆2𝑗 

yazılır ve Teorem 2.1.1 gereğince 

  𝐴1𝛽1 + 𝐴1 𝛽̅2𝑗 + 𝐴2𝛽̅1𝑗 + 𝐴2𝛽2 = 𝛽1𝜆1 +𝛽1 𝜆2𝑗 + 𝛽̅2𝜆̅1𝑗 + 𝛽̅2𝜆̅2 

elde edilir. Son ifade düzenlenirse 

(𝐴1𝛽1 + 𝐴2𝛽2)  + (𝐴1 𝛽̅2 + 𝐴2𝛽̅1)𝑗 = (𝛽1𝜆1 + 𝛽̅2𝜆̅2) + (𝛽1 𝜆2𝛽̅2𝜆̅1 )𝑗 

olarak bulunur. Tanım 2.1.7 den  

[
𝐴1𝛽1 + 𝐴2𝛽2 𝐴1 𝛽̅2 + 𝐴2𝛽̅1

𝐴̅1𝛽2+𝐴̅2𝛽1 𝐴̅1𝛽̅1 + 𝐴̅2𝛽̅2

] = [
𝛽1𝜆1 + 𝛽̅2𝜆̅1 𝛽1 𝜆2 + 𝛽̅2𝜆̅1

𝛽̅1𝜆̅2 + 𝛽2 𝜆1 𝛽̅1𝜆̅1 + 𝛽2 𝜆2

] 
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ifadesi elde edilir. Matrislerde çarpma işleminden 

[
𝐴1 𝐴2

𝐴̅2 𝐴̅1
] [

𝛽1 𝛽̅2

𝛽2 𝛽̅1

] = [
𝛽1 𝛽̅2

𝛽2 𝛽̅1

] [
𝜆1 𝜆2

𝜆̅2 𝜆̅1
] 

dir. Böylece 

𝐴𝑐𝛼𝑐 =  𝛼𝑐𝜆𝑐 

olduğu görülür. Sonuç olarak 

𝐴𝛼 = 𝛼𝜆 ⇒ 𝐴𝑐𝛼𝑐 = 𝛼𝑐𝜆𝑐  

dir. Şimdi de 

𝐴𝑐𝛼𝑐 =  𝛼𝑐𝜆𝑐 ⇒ 𝐴𝛼 = 𝛼𝜆 

olduğunu gösterelim. 𝐴𝑐𝛼𝑐 =  𝛼𝑐𝜆𝑐   olsun. Buna göre 

[
𝐴1 𝐴2

𝐴̅2 𝐴̅1
] [

𝛽1 𝛽̅2

𝛽2 𝛽̅1

] = [
𝛽1 𝛽̅2

𝛽2 𝛽̅1

] [
𝜆1 𝜆2

𝜆̅2 𝜆̅1
] 

olup, işlemler yapıldığında 

[
𝐴1𝛽1 + 𝐴2𝛽2 𝐴1𝛽2 + 𝐴2𝛽̅1

𝐴̅2𝛽1 + 𝐴̅1𝛽̅2 𝐴̅2𝛽̅2 + 𝐴̅1𝛽̅1

] = [
𝛽1𝜆1 + 𝛽̅2𝜆̅2 𝛽1 𝜆2 + 𝛽̅2𝜆̅1

𝛽̅1𝜆̅2 + 𝛽2 𝜆1 𝛽̅1𝜆̅1 + 𝛽2 𝜆2

] 

ifadesi elde edilir. Buradan  

(𝐴1𝛽1 + 𝐴2𝛽2)  + (𝐴1 𝛽2 + 𝐴2𝛽̅1)𝑗 = (𝛽1𝜆1 + 𝛽̅2𝜆̅2) + (𝛽1 𝜆2𝛽̅2𝜆̅1 )𝑗 

eşitliği bulunur. Bu son ifade düzenlendiğinde   

𝐴1𝛽1 + 𝐴1 𝛽̅2𝑗 + 𝐴2j𝛽1 + 𝐴2j𝛽̅2𝑗 = 𝛽1𝜆1 +𝛽1 𝜆2𝑗  + 𝛽̅2𝑗𝜆1 + 𝛽̅2𝑗𝜆2𝑗 

yazılır. Bu ise  

( 𝐴1 + 𝐴2j) (𝛽1 + 𝛽̅2𝑗) =  (𝛽1 + 𝛽̅2𝑗)(𝜆1 + 𝜆2j ) 

dir. Böylece 
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𝐴𝑐𝛼𝑐 =  𝛼𝑐𝜆𝑐 ⇒ 𝐴𝛼 = 𝛼𝜆 

olduğu görülür ve ispat tamamlanmış olur. 

3.3 ÖZDEĞERLER VE ÖZ VEKTÖRLER 

Tanım 3.3.1 𝐴 ∈  ℋ𝑠 
𝑛 ve 𝜆 ∈  ℋ𝑠  olmak üzere 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥 (𝐴𝑥 = 𝑥𝜆)  eşitliğini 

sağlayan sıfırdan farklı bir 𝑥 ∈  ℋ𝑠 
𝑛𝑥1 varsa 𝜆, kuaterniyonuna, 𝐴 nın sol (sağ) 

özdeğeri, x vektörüne de A nın sol(sağ) öz vektörü denir. Ayrıca  

𝜎𝑙(𝐴) =  {𝜆 ∊ 𝑄 ∣  𝐴𝑥 = 𝜆𝑥, 𝑥 ≠ 0} ve 𝜎𝑟(𝐴) =  {𝜆 ∊ 𝑄 ∣  𝐴𝑥 = 𝑥𝜆, 𝑥 ≠ 0} 

kümelerine de sırasıyla 𝐴 nın sol ve sağ spektrumu denir. 

Örnek: 

Split kuaterniyon matris 𝐴 = [
0 𝑖

−𝑖 0
 ] nın sol özdeğeri 1 ve -1, sağ özdeğeri 

{±1, ±𝑗, ±𝑘} dir. 

Örnek:  

Split kuaterniyon matris 𝐴 = [
0 𝑗

−𝑗 0
] nın sol özdeğeri {±𝑘} dir. Sağ özdeğeri {±𝑖} 

dir. 

𝐴 ∈  𝐻𝑠 
𝑛 matrisi verilsin.  𝐴0, 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 ∈ 𝑅𝑚𝑥𝑛 olmak üzere A matrisi  

𝐴 =  𝐴0 +  𝐴1 𝑖 +  𝐴2 𝑗 +  𝐴3 𝑘 

biçiminde yazılır. 

Tanım 3.3.2 𝐴 ∈   ℋ𝑠
𝑚𝑥𝑛 ve 𝐴𝑡 ∈ 𝑅𝑚𝑥𝑛 olsun. 

𝐴 =  𝐴0 +  𝐴1 𝑖 +  𝐴2 𝑗 +  𝐴3 𝑘 

split kuaterniyon matrisinin eşleniği 𝐴̅ ile gösterilir ve 
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𝐴̅ =  𝐴0 −  𝐴1 𝑖 −  𝐴2 𝑗 −  𝐴3 𝑘 

şeklinde tanımlanır. Ayrıca A split kuaterniyon matrisinin 𝑠 ≠ 𝑡  ve 𝑠, 𝑡 = 1,2,3 

olmak üzere 𝐴(𝑠𝑡) eşlenikleri 

𝐴(12) = 𝐴(21) =  𝐴0 −  𝐴1 𝑖 −  𝐴2 𝑗 +  𝐴3 𝑘 

𝐴(13) = 𝐴(31) =  𝐴0 −  𝐴1 𝑖 +  𝐴2 𝑗 −  𝐴3 𝑘 

  𝐴(23) = 𝐴(32) =  𝐴0 +  𝐴1 𝑖 −  𝐴2 𝑗 −  𝐴3 𝑘 

   𝐴(123) = 𝐴(321) =  𝐴0 −  𝐴1 𝑖 −  𝐴2 𝑗 −  𝐴3 𝑘 

biçiminde tanımlanır.         

Bu tanımın bir sonucu olarak                            

𝐴(12) = 𝐴(21) = 𝑘𝐴𝑘 

𝐴(13) = 𝐴(31) = 𝑗𝐴𝑗 

𝐴(23) = 𝐴(32) = −𝑖𝐴𝑖 

𝐴(123) = 𝐴(321) = 𝐴̅ 

dir. 

Teorem 3.3.1 𝐴, 𝐵 ∈   ℋ𝑠
𝑚𝑥𝑛, 𝐶 ∈   ℋ𝑠

𝑛𝑥𝑝 ve 𝑠 ≠ 𝑡 iken 𝑠, 𝑡 = 1,2,3 olsun. Bu 

durumda 

1. (𝐴 + 𝐵)(𝑠𝑡) = 𝐴(𝑠𝑡) + 𝐵(𝑠𝑡) 

2. (𝐴𝐶)(𝑠𝑡) = 𝐴(𝑠𝑡)𝐶(𝑠𝑡)  

3. (𝐴 + 𝐵)(123) = 𝐴(123) + 𝐵(123) 

4. (𝐴𝐶)(123) ≠  𝐴(123)𝐶(123) 

dir. 
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Teorem 3.3.2  𝐴 ∈  ℋ𝑠
𝑛 olsun. Buna göre  

1. 𝜆, 𝐴𝑐 kompleks temsilcisinin bir kompleks özdeğeri ise 𝜆 ̅de 𝐴𝑐 kompleks 

temsilcisinin bir kompleks özdeğeridir. 𝐴𝑐 nin kompleks özdeğerleri eşlenik 

çiftlerden oluşur.  𝐴𝑐   nin reel özdeğerleri çift sayıdadır. 

2. 𝐴 split kuaterniyon matrisi en az bir kompleks özdeğere sahiptir. Eğer 𝜆, 𝐴𝑐  nin 

bir kompleks özdeğeri ve  

  𝛼 =  𝛽1 + 𝛽̅2𝑗, β =  [
β1

β2
] ∈  ℂ2𝑛𝑥1 ve β1, β2 ∈ ℂ𝑛𝑥1 

olmak üzere  

 𝐴𝑐β = β𝜆 

ise 𝜆, 𝐴 nın bir sağ özdeğeri ve 𝛼, 𝜆  sağ özdeğerine karşılık gelen öz vektördür. 

İspat: 𝐴 ∈  ℋ𝑠
𝑛 ve 𝐴 nın split kuaterniyon matris temsilcisi  𝐴𝑐 olmak üzere sıfırdan 

farklı 𝜆 ∈ ℂ,  𝐴 split kuaterniyon matrisinin özdeğeri ve 𝛼, 𝜆 ya karşılık gelen özvektör 

olsun. 

β sıfırdan farklı vektör olmak üzere,  β = [
β1

β2
] ∈  ℂ2𝑛𝑥1  β1, β2 ∈ ℂ𝑛𝑥1 olsun. 

𝐴𝑐β =  β𝜆 ⇒ 𝐴𝑐β̅̅ ̅̅ ̅ = β𝜆̅̅ ̅ ⇒ 𝐴̅𝑐β̅ =  β̅𝜆̅ 

           ⇒ (𝑄𝑛 𝐴𝑐𝑄𝑛) β̅ =  β̅𝜆̅ 

            ⇒ 𝑄𝑛 𝐴𝑐  (𝑄𝑛 β̅ )  =  β̅𝜆̅ 

                          ⇒ 𝑄𝑛
−1𝑄𝑛𝐴𝑐(𝑄𝑛β̅ ) =  𝑄𝑛

−1β̅𝜆̅ 

               ⇒ 𝐴𝑐(𝑄𝑛β̅ ) = (𝑄𝑛
−1β̅)𝜆̅ 

𝑄𝑛
−1 = 𝑄𝑛  olduğundan 

    𝐴𝑐  (𝑄𝑛 β̅ ) = (𝑄𝑛 β̅)𝜆̅   
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dir.        

Buradan 𝜆, 𝐴𝑐 nin kompleks özdeğeri iken 𝜆̅ ninde 𝐴𝑐 nin özdeğeri olduğunu 

gösterir. 

 𝛽 =  𝛽1 + 𝛽2j, 𝛼 =  𝛽1 + 𝛽̅2𝑗 ve 𝛼𝑐 = (𝛽, 𝑄𝑛𝛽)  

olduğundan 

 𝐴𝑐β =  β𝜆 ⇔ 𝐴𝑐(β , 𝑄𝑛β̅) = (β, 𝑄𝑛β̅)λ𝑐 ⇔ 𝐴𝛼 =  𝛼𝜆                          (3.3.1) 

elde edilir. Bu ise ispatı tamamlamış olur. 

 

Teorem 3.3.3 𝐴 ∈  ℋ𝑠
𝑛 ve 𝜆 ∈  ℋ𝑠 olsun. Bu durumda  

1. 𝜆 split kuaterniyonunun, 𝐴 nın bir sağ özdeğeri olması için gerek ve yeter şart 

𝜆 (𝑠𝑡)ninde, 𝐴 nın bir sağ özdeğeri olmasıdır. Ayrıca 𝐴 nın reel olmayan split 

kuaterniyon özdeğerleri (𝑠𝑡) − eşlenik çiftleridir. 

2. Bir 𝛼 split kuaterniyon vektörünün 𝐴 nın 𝜆 sağ özdeğerine karşılık gelen 

özvektörü olması için gerek ve yeter şart 𝐴 nın 𝜆 (12), (𝜆 (13), − 𝜆 (23)) sağ 

özdeğerlerine karşılık gelen özvektörlerinin 𝑘𝛼(𝑗𝛼, 𝑖𝛼) olmasıdır. 

İspat: 𝐴 ∈  ℋ𝑠
𝑛 ve 𝜆 ∈  ℋ𝑠 olmak üzere; 𝜆, 𝐴 nın sağ özdeğeri ve 𝛼, 𝜆 sağ özdeğerine 

karşılık gelen özvektör olsun. Tanım 5.7 den 𝐴(12) = 𝑘𝐴𝑘 eşitliği yazılabilir. Eşitliğin 

her iki tarafı soldan 𝑘 ile çarpılırsa  

𝑘𝐴(12) = 𝑘𝐴𝑘𝑘 

𝑘2 = 1 olduğundan      

𝑘𝐴(12) = 𝑘𝐴 ⇒ 𝑘𝐴(12)𝑘 = 𝑘𝐴𝑘 

dir. 

𝐴𝛼 =  𝛼𝜆 ⇔ 𝐴(𝑘𝛼 (12)𝑘) = (𝑘𝛼 (12)𝑘)(𝑘𝜆 (12)𝑘) 
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𝐴(𝑘𝛼 (12))𝑘 = (𝑘𝛼 (12))𝑘𝑘(𝜆 (12)𝑘) 

eşitliğin her iki tarafı sağdan k ile çarpılırsa 

𝐴(𝑘𝛼 (12)𝑘)𝑘 = (𝑘𝛼 (12))(𝜆 (12)𝑘)𝑘 

𝐴(𝑘𝛼 (12))𝑘𝑘 = (𝑘𝛼 (12))𝜆 (12)𝑘𝑘 

       𝐴(𝑘𝛼 (12)) = (𝑘𝛼 (12))𝜆 (12)         (3.3.2) 

eşitliği elde edilir. 

𝛼 ≠ 0  olmak üzere 𝛼, 𝐴 split kuaterniyon matrisinin 𝜆, özdeğerine karşılık gelen 

özvektörü olduğundan (𝑘𝛼 (12)) ≠ 0 ifadesi de 𝜆 (12) özdeğerine karşılık gelen 

özvektör olduğunu ifade eder. Aynı şekilde 

𝐴𝛼 =  𝛼𝜆 ⇔ 𝐴(𝑗𝛼 (13)𝑗) = (𝑗𝛼 (13)𝑗)(𝑗𝜆 (13)𝑗) 

𝐴(𝑗𝛼 (13)𝑗) = (𝑗𝛼 (13))𝑗𝑗(𝜆 (13)𝑗) 

eşitliğin her iki tarafını 𝑗 ile çarpılırsa 

𝐴(𝑗𝛼 (13)𝑗) = 𝑗(𝑗𝛼 (13))(𝜆 (13)𝑗)𝑗 

𝐴(𝑗𝛼 (13))𝑗𝑗 = (𝑗𝛼 (13))𝜆 (13)𝑗𝑗 

𝑗2 = 1 olduğundan 

      𝐴(𝑗𝛼 (13)) = (𝑗𝛼 (13))𝜆 (13)                (3.3.3) 

𝛼 ≠ 0  olmak üzere 𝛼, 𝐴 split kuaterniyon matrisinin 𝜆, özdeğerine karşılık gelen 

özvektörü olduğundan  (𝑗𝛼 (13)) ≠ 0 olup bu ise 𝜆 (13) özdeğerine karşılık gelen 

özvektör olduğunu ifade eder. 

𝐴𝛼 = 𝛼𝜆 ⇔ 𝐴(𝑖𝛼 (23)) = (𝑖𝛼 (23)𝑖)(𝑖𝜆 (23)𝑖) 

𝐴(𝑖𝛼 (23)𝑖) =  (𝑖𝛼 (23))𝑖𝑖(𝜆 (23)𝑖) 
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Eşitliğin her iki tarafını 𝑖 ile çarpılırsa 

    𝐴(𝑖𝛼 (23)𝑖)𝑖 =  (𝑖𝛼 (23))(𝜆 (23)𝑖)𝑖 

𝐴(𝑖𝛼 (23))𝑖𝑖 =  (𝑖𝛼 (23))𝜆 (23)𝑖𝑖 

𝑖2 = −1 olduğundan        

𝐴(𝑖𝛼 (23)) =  (𝑖𝛼 (23))(−𝜆) (23)                               (3.3.4) 

ifadesi elde edilir. 

𝛼 ≠ 0  olmak üzere 𝛼, 𝐴 split kuaterniyon matrisinin 𝜆, özdeğerine karşılık gelen 

özvektörü olduğundan  (𝑖𝛼 (23)) ≠ 0 bu ise 𝜆 (23) özdeğerine karşılık gelen özvektör 

olduğunu ifade eder. Bu da ispatı tamamlar. 

Lemma 3.3.1 𝐴 ∈ ℂ𝑚𝑥𝑚 , 𝐵 ∈ ℂ𝑛𝑥𝑛, 𝐶 ∈ ℂ𝑛𝑥𝑚 olsun. Bu durumda 𝐴𝑋 − 𝑋𝐵 = 𝐶 

matris denkleminin sıfırdan farklı    𝑋 ∈ ℂ𝑚𝑥𝑛  tek çözümünün olabilmesi için gerek 

ve yeter şart 𝑓𝐴𝐶(𝑥) , 𝑓𝜆𝐶(𝑥) ifadelerinin aralarında asal olmasıdır. [16] 

(𝑓𝐴𝐶(𝑥) , 𝑓𝜆𝐶(𝑥)) = 1                                      (3.3.5) 

diğer bir ifadeyle  𝑓𝐴𝐶(𝜆𝐶)  regüler matristir. Yani  

𝑑𝑒𝑡(𝑓𝐴𝐶(𝜆𝑐) ) ≠ 0                                          (3.3.6) 

dir.  

Teorem 3.3.4 𝐴 ∈  ℋ𝑠
𝑛 ve 𝜆 ∈  ℋ𝑠

  olsun. Burada 𝜆 nın, 𝐴 nın  bir sağ özdeğeri olması 

için gerek ve yeter şart 𝐴𝑐X = X𝜆𝑐   matris denkleminin 𝛼 split kuaterniyon vektör 

olmak üzere X = 𝛼𝑐 tipinde bir çözüme sahip olmasıdır. 

İspat: 𝜆, 𝐴 nın bir sağ özdeğeri olsun. Bu durumda  

𝐴𝛼 = 𝛼𝜆 

eşitliğini sağlayan sıfırdan farklı bir 𝛼 özvektörü vardır. 
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𝐴𝛼 = 𝛼𝜆 ⇒ (𝐴𝛼)𝑐 = (𝛼𝜆)𝑐 

  ⇒ 𝐴𝑐𝛼𝑐 = 𝛼𝑐𝜆𝑐  

eşitliği elde edilir. 

Bu ise 𝛼𝑐 nin 𝐴𝑐X = X𝜆𝑐 kompleks matris denkleminin bir çözümü olduğunu gösterir. 

Tersine 𝐴𝑐X = X𝜆𝑐  denkleminin bir kökü 𝛼𝑐 olsun. Böyleyse  

𝐴𝑐𝛼𝑐 = 𝛼𝑐𝜆𝑐 

eşitliği elde edilir. Buradan 

𝐴𝛼 = 𝛼𝜆 

yazılabilir. Bu ise 𝜆 nın 𝐴 nın bir sağ özdeğeri olduğunu ifade eder. 

Teorem 3.3.5   𝐴 ∈ ℋ𝑛, 𝑋 ∈  ℂ2nx2 ve 𝜆 ∈  ℂ ve olmak üzere 

𝐴𝑐𝑋 = 𝑋𝜆𝑐 ⇔ 𝐴𝑐(𝑄𝑛𝑋 ̅𝑄1) = (𝑄𝑛𝑋 ̅𝑄1)𝜆𝑐                (3.3.7) 

dir. 

İspat: 𝐴 ∈ ℋ𝑛 olsun. Bu durumda A = 𝐴1 + 𝐴2𝑗 olmak üzere, 𝐴1, 𝐴2 ∈ ℂnxn vardır. 

Ayrıca 𝑋 =  [
𝑋11 𝑋12

𝑋21 𝑋22
] ∈  ℂ2nx2 ve  𝜆 ∈ ℂ olmak üzere 𝐴𝑐𝑋 = 𝑋𝜆𝑐 denklemini göz 

önüne alalım. 

[
𝐴1 𝐴2

𝐴̅2 𝐴̅1
] [

𝑋11 𝑋12

𝑋21 𝑋22
] = [

𝑋11 𝑋12

𝑋21 𝑋22
] [

𝜆 0
0 𝜆̅

] 

biçiminde yazılabilir. Matris çarpımından 

[
𝐴1𝑋11 + 𝐴2𝑋21 𝐴1𝑋12 + 𝐴2𝑋22

𝐴̅2𝑋11 + 𝐴̅1𝑋21 𝐴̅2𝑋12 + 𝐴̅1𝑋22
] = [

𝑋11𝜆 𝑋12𝜆̅

𝑋21𝜆 𝑋22𝜆̅
] 

elde edilir. Buradan  
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𝐴1𝑋11 + 𝐴2𝑋21 = 𝑋11𝜆 

 𝐴1𝑋12 + 𝐴2𝑋22 = 𝑋12𝜆̅ 

𝐴̅2𝑋11 + 𝐴̅1𝑋21 = 𝑋21𝜆 

𝐴̅2𝑋12 + 𝐴̅1𝑋22 = 𝑋22𝜆̅ 

eşitlikleri elde edilir. Eşitliklerin her iki tarafının eşleniği alınırsa  

𝐴̅1𝑋̅11 + 𝐴̅2𝑋̅21 = 𝑋̅11𝜆̅ 

𝐴̅1𝑋̅12 + 𝐴̅2𝑋̅22 = 𝑋̅12 𝜆 

𝐴̅2𝑋̅11 +  𝐴1𝑋̅21 = 𝑋̅21𝜆̅ 

      𝐴2𝑋̅12 +  𝐴1𝑋̅22 = 𝑋̅22𝜆                             (3.3.8) 

denklemleri elde edilir. 

𝑄𝑛𝑋̅𝑄1 = [
𝑋̅22 𝑋̅21

𝑋̅12 𝑋̅11

] 

olduğu göz önüne alındığında (3.3.8) eşitliklerinden  

𝐴𝑐(𝑄𝑛𝑋 ̅𝑄1) =  (𝑄𝑛𝑋 ̅𝑄1)𝜆𝑐 

ifadesi elde edilir. Bu ise  

𝐴𝑐𝑋 = 𝑋𝜆𝑐                                                   (3.3.9) 

ve 

             𝐴𝑐(𝑄𝑛𝑋 ̅𝑄1) = (𝑄𝑛𝑋 ̅𝑄1)𝜆𝑐                                       (3.3.10) 

(3.3.9) ve (3.3.10) denklemlerinin denk olduğunu gösterir. 

Teorem 3.3.6  𝐴 ∈ ℋ𝑛  ve 𝜆 ∈   ℋ𝑠 olsun. 
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1. Split kuaterniyon 𝜆, 𝐴 split kuaterniyon matrisinin bir sağ özdeğeri olabilmesi 

için gerek ve yeter şart (𝑓𝐴𝑐(𝑥) , 𝑓𝜆𝑐(𝑥)) ≠ 1 yani  𝑓𝐴𝐶(𝜆𝑐)  nin singüler 

kompleks matris olmasıdır. 

2. Split kuaterniyon 𝜆, A split kuaterniyon matrisinin bir sağ özdeğeri olabilmesi 

için gerek ve yeter şart 𝐴𝑐𝑌 = 𝑌𝜆𝑐 matris denkleminin sıfırdan farklı bir 

 𝑋 ∈ ℂ2𝑛 𝑥 2  çözümünün olmasıdır. Bu durumda  

𝐴𝑐𝑋 = 𝑋 𝜆𝑐 

denkleminin sıfırdan farklı bir çözümü ise 

𝛼 =  
1

4
 (𝐼𝑛,𝑗𝐼𝑛)(𝑋 +  𝑄𝑛𝑋 ̅𝑄1) [

1
𝑗

]                                 (3.3.11) 

olmak üzere 𝛼 ∈  ℋ𝑠
𝑛𝑥1 sıfırdan farklı olup 

𝐴𝛼 = 𝛼𝜆 

denklemini sağlar. Yani 𝛼, A matrisinin 𝜆 sağ özdeğerine karşılık gelen bir 

özvektörüdür. [15] 

İspat:  

1. Teorem 3.3.3 gereğince  𝜆 nın, 𝐴 nın bir sağ özdeğeri olması için gerek ve yeter 

şart 

𝐴𝑐𝑋 = 𝑋 𝜆𝑐 

kompleks denkleminin 𝛼 ≠ 0 olmak üzere 𝑋 = 𝛼𝑐 çözümünün var olmasıdır. Bu ise  

𝐴𝑐𝑋 − 𝑋 𝜆𝑐 = 0                                         (3.3.12) 

denkleminin birden çok çözümünün varlığını ifade eder. Böylece (3.3.6) gereğince 

(3.3.12) denkleminin birden fazla çözümünün olabilmesi için gerek ve yeter şart 

𝑓𝐴𝑐(𝜆𝑐)  kompleks matrisi singülerdir.  

2. 𝑋 ∈ ℂ2𝑛𝑥2 olmak üzere  
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𝐴𝑐𝑋 = 𝑋 𝜆𝑐       (3.3.13) 

denkleminin bir kökü olsun. Teorem 3.3.3 den 

    𝐴𝑐(𝑄𝑛𝑋 ̅𝑄1) =  (𝑄𝑛𝑋 ̅𝑄1)𝜆𝑐       (3.3.14) 

yazılabilir. (3.3.13) ve (3.3.14) ifadeleri taraf tarafa toplanır ve 1 2⁄  katı alınırsa  

Y =
1

2
(𝑋 +  𝑄𝑛𝑋 ̅𝑄1) 

elde edilir. Böylece 𝑌, (3.3.13) denkleminin bir başka köküdür. Eğer  

𝑋 = [
𝑋11 𝑋12

𝑋21 𝑋22
] ∈ ℂ2𝑛𝑥2 

ise 

𝑌11 =  
1

2
 (𝑋11 +  𝑋̅22), 𝑌12 =  

1

2
(𝑋12 + 𝑋̅21) 

olmak üzere 

𝑌 =
1

2
(𝑋 +  𝑄𝑛𝑋 ̅𝑄1) = [

𝑌11 𝑌12

𝑌̅12 𝑌̅11
] 

olarak elde edilir.[17]  α = 𝑌11 + 𝑌12𝑗 denirse 

α𝑐 = 𝑌 

olduğu açıktır. Ayrıca 

𝐴𝛼 =  𝛼𝜆 

denklemi ile  

𝐴𝑐𝛼𝑐 =  𝛼𝑐𝜆𝑐  

denklemleri denk olduğundan 𝐴𝛼 =  𝛼𝜆 denkleminin sıfırdan farklı bir çözümü 

vardır. Yani 𝛼, 𝐴 nın bir sağ özdeğeridir. Bu teoremin bir sonucu olarak 
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α =  
1

2
 (𝐼𝑛,𝑗𝐼𝑛) 𝑌 [

1
𝑗

] =  
1

4
 (𝐼𝑛,𝑗𝐼𝑛) (𝑋 +  𝑄𝑛𝑋 ̅𝑄1) [

1
𝑗

]           (3.3.15) 

yazılabilir. 

3.4 ÖZDEĞERLER VE ÖZ VEKTÖRLER İÇİN CEBİRSEL 

TEKNİKLER 

Teorem 3.4.1 𝐴 ∈  ℋ𝑠
𝑛 olsun. 𝜆, 𝐴 nın bir sağ özdeğeri ve 𝛼, 𝜆 ya karşılık gelen bir 

öz vektör olsun. Bu durumda 𝑝 regüler bir split kuaterniyon olmak üzere, 𝑝−1𝜆𝑝, 𝐴 

nın bir başka sağ özdeğeri ve 𝛼𝑝 de bu özdeğere karşılık gelen bir öz vektördür. 

İspat: 𝜆, 𝐴 nın sağ özdeğeri olsun. 𝐴𝛼 =  𝛼𝜆 olacak şekilde 𝛼 ≠ 0 mevcut olsun. 

 Bu durumda 𝑝 regüler kuaterniyon (𝑝−1) mevcut olsun. 

𝐴𝛼 =  𝛼𝜆 

eşitliğinde her iki taraf sağdan 𝑝 ile çarpılırsa 

𝐴𝛼𝑝 = 𝛼𝜆𝑝 

ifadesi elde edilir. 

𝑝𝑝−1 = 𝑝−1𝑝 = 1 

olduğundan 

𝐴(𝛼𝑝) = 𝛼(𝑝𝑝−1)𝜆𝑝 

şeklinde yazılabilir. 

𝐴(𝛼𝑝) = 𝛼𝑝(𝑝−1𝜆𝑝) 

                       𝐴(𝛼𝑝) = (𝛼𝑝)(𝑝−1𝜆𝑝)                                      (3.4.1) 

ifadesi elde edilir. Burada (𝑝−1𝜆𝑝) 𝐴 nın bir başka sağ özdeğeridir. (𝛼𝑝) de (𝑝−1𝜆𝑝) 



39 

 

özdeğerine karşılık gelen özvektördür. 

Teorem 3.4.2 𝐴 ∈  ℋ𝑠
𝑛 olsun. Bu durumda  

1. 𝜆, 𝐴𝑐 nin bir kompleks özdeğeri ve bu özdeğere karşılık gelen öz vektörü  

β ∈ ℂ2𝑛 𝑥 1 olmak üzere 𝜆, 𝐴 nın sağ özdeğeridir ve bu özdeğere karşılık 

gelen öz vektör 

𝛼 =  
1

4
 (𝐼𝑛,𝑗𝐼𝑛) ((β, 𝑄𝑛β̅) + 𝑄𝑛(β̅, 𝑄𝑛β)𝑄1) [

1
𝑗

]                            (3.4.2) 

dir. 

2. 𝜆 ve  µ,  𝐴𝑐 matrisinin farklı iki reel özdeğeri ve bu özdeğerlere karşılık gelen 

öz vektörler sırasıyla β, γ ise 
𝜆+µ

2
+  

𝜆−µ

2
𝑗 split kuaterniyonu 𝐴 matrisinin bir 

sağ özdeğeri ve bu sağ özdeğere karşılık gelen bir sağ özvektör 

                        α =  
1

4
 (𝐼𝑛,𝑗𝐼𝑛)( β + γ, β − γ) + 𝑄𝑛 ( β̅ + 𝛾̅, β̅ −  𝛾̅) 𝑄1) [

1
𝑗

]      (3.4.3) 

dir. 

3. 𝐴𝑐 matrisinin bir tek 𝜆 reel özdeğeri var ve bu özdeğere karşılık gelen öz uzayın 

boyutu 1 olsun. β, 𝜆 ya karşılık gelen bir özvektör ve γ da 𝛽 ile lineer bağımsız 

bir vektör olmak üzere 𝜆 + 𝑖 + 𝑗, 𝐴 matrisinin bir sağ özdeğeridir ve bu 

özdeğere karşılık gelen bir öz vektör  

α =  
1

4
 (𝐼𝑛,𝑗𝐼𝑛) (( β + γi, γ) + 𝑄𝑛 (β̅ − 𝛾̅𝑖, 𝛾 ̅) 𝑄1) [

1
𝑗

]                (3.4.4) 

dir. 

4. 𝐴𝑐 matrisinin bir tek 𝜆 reel özdeğeri var ve bu özdeğere karşılık gelen öz uzayın 

boyutu 1 den büyük olsun. Bu durumda 𝜆 ya karşılık gelen lineer bağımsız iki 

öz vektör γ ve β olmak üzere 𝜆, 𝐴 matrisinin bir sağ özdeğeridir ve bu özdeğere 

karşılık gelen bir öz vektör 

                                       α =    
1

4
 (𝐼𝑛,𝑗𝐼𝑛)((β , γ) + 𝑄𝑛(𝛽,̅ 𝛾̅)𝑄1 [

1
𝑗

]                  (3.4.5) 
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dir. 

 İspat: 𝐴 ∈  ℋ𝑠
𝑛  olsun. 𝐴𝑐 ∈ ℂ2𝑛 𝑥 2 kompleks matrisinin 𝜆 özdeğerine karşılık gelen 

özuzay 

𝑉λ={ β ∈ ℂ2𝑛 𝑥 1|𝐴𝑐β =  β𝜆 } olup 𝑏𝑜𝑦 𝑉𝜆  ≥  1 

dir. Teorem 3.3.4 den 𝐴𝑐 kompleks matrisinin özdeğerleri 

                                     𝜆1, 𝜆̅1, … … … . 𝜆𝑡 , 𝜆̅𝑡 , µ1, µ2 , … … … , µ2𝑠                            (3.4.6) 

olsun. Burada 𝜆𝑢 kompleks özdeğeri µ𝑣 reel özdeğeri göstermektedir ve 𝜆𝑢 ≠ 𝜆𝑣, µ1 ≠

µ𝑚 dir. 𝐴𝑐 kompleks temsilcisinin 𝜆 = 𝜆𝑢 kompleks özdeğerini  

                                                                 𝐴𝑐β =  β𝜆                                             (3.4.7) 

olacak şekilde sıfırdan farklı bir  β ∈ ℂ2𝑛 𝑥 1 vektörü vardır. (3.3.1) eşitliğinden (3.4.7) 

denklemi ile  

                                                                 𝐴𝑐(β , 𝑄𝑛β̅) = (β, 𝑄𝑛β̅)λ𝑐                           (3.4.8) 

denklemi denktir. (3.4.8) eşitliğinde β ≠ 0 olduğundan (β, 𝑄𝑛β̅) ∈ ℂ2𝑛 𝑥 2 ifadesi 

                       𝐴𝑐𝑌 = 𝑌λ𝑐                                         (3.4.9) 

denkleminin sıfırdan farklı bir çözümüdür. Teorem 3.4.2 den  

                                   𝛼 =
1

4
(𝐼𝑛,𝑗𝐼𝑛) ((β , 𝑄𝑛β̅) + 𝑄𝑛(𝛽,̅ 𝑄𝑛β)𝑄1) [

1
𝑗

]             (3.4.10) 

sıfırdan farklı bir vektör olup, 𝐴𝛼 =  𝛼𝜆 eşitliğini sağlar. Bu ise 𝜆 kompleks sayısının 

aynı zamanda 𝐴 split kuaterniyon matrisinin sağ özdeğeri olduğunu ifade eder. 

𝜆 = µu 𝐴𝑐 kompleks matrisinin bir reel özdeğeri olsun. Eğer 𝐴𝑐 matrisinin 𝜆 = µu 

özdeğerinden farklı bir µ = µ𝑣 reel özdeğeri varsa 

                                                      𝐴𝑐β =  β𝜆                                  (3.4.11) 
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                         𝐴𝑐γ =  γµ                                                       (3.4.12) 

eşitliklerini sağlayacak şekilde sıfırdan farklı β ve γ özvektörleri vardır. (3.4.11)  ve  

(3.4.12)  denklemleri  

  𝐴𝑐(β, γ) = (β, γ) [
𝜆 0
0 µ

]                           (3.4.13) 

biçiminde yazılır. Ayrıca (3.4.12) ve (3.4.13) eşitlikleri taraf tarafa toplanırsa 

 𝐴𝑐(β + γ) =  β𝜆 + γµ                                          (3.4.14) 

𝐴𝑐(β + γ) = (β + γ)
𝜆+µ

2
+ (β − γ) 

𝜆−µ

2
                 (3.4.15) 

elde edilir. Son ifade düzenlenirse 

                          𝐴𝑐(β + γ, β − γ) = (β + γ, β − γ) [
 
𝜆+µ

2
 
𝜆−µ

2

 
𝜆−µ

2
 
𝜆+µ

2

]                      (3.4.16) 

ifadesi bulunur. 

𝑌 = (β + γ, β − γ) 

denirse 

                 𝐴𝑐𝑌 = 𝑌 (
𝜆+µ

2
+

𝜆−µ

2
𝑗)

𝑐
                           (3.4.17) 

elde edilir. Bu ise Teorem 3.3.2 gereğince  

(
𝜆 + µ

2
+

𝜆 − µ

2
𝑗) 

𝐴 split kuaterniyon matrisinin bir sağ özdeğeridir. 

𝐴 matrisinin bir tek 𝜆 sağ özdeğeri varsa bu durumda aşağıdaki iki durum söz 

konusudur. 

Durum1:  𝑏𝑜𝑦𝑉𝜆 = 1 ise reel özdeğeri 𝜆 olan bir Jordon bloğu 𝐽(𝜆) da sütun tam sıra 

matrisine 𝑌 diyelim. 
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𝐴𝐶𝑌 =  𝑌𝐽( 𝜆) o zaman iki lineer bağımsız vektör 𝛽 , 𝛾 vardır. 

𝐴𝑐  ( β, γ) = ( β, γ) [
𝜆 1
0 𝜆

] 

Şeklinde tanımlanır. 

                 𝐴𝑐  ( β, γ) = ( β, γ) [
𝜆 1
0 𝜆

] ⇔ 𝐴𝑐Y = Y [
𝜆 + 𝑖 1

1 𝜆 − 𝑖
]                    (3.4.18) 

                                                            ⇔  𝐴𝑐Y =  Y (𝜆 + 𝑖 + 𝑗)𝑐                        (3.4.19) 

Buradan      

Y = ( β, γ) [
1 0
𝑖 1

] = (β + γi, γ )                             (3.4.20) 

dir. 

𝛼 =  
1

4
 (𝐼𝑛,𝑗𝐼𝑛) ((β + γi, γ) + 𝑄𝑛(β̅ − 𝛾̅𝑖, 𝛾̅)𝑄1) [

1
𝑗

]           (3.4.21) 

𝛼 ∈ ℋ𝑠
𝑛𝑥1   için 𝐴𝛼 =  𝛼𝜆 sağlar. Açıkça 𝛼, 𝐴 nın özvektörü reel sağ özdeğeri  

𝜆 = µ1 

ile bağlantılıdır.  

Durum 2: 𝐴 nın 𝜆, sağ özdeğerine karşılık gelen öz uzay 𝑉𝜆 nın boyutu 1 den büyük 

ise 𝜆 ya karşılık gelen lineer bağımsız β, γ sağ özvektörleri vardır ve  

                                                                   𝐴𝑐β =  β𝜆                            (3.4.22) 

                                                                        𝐴𝑐γ = γ𝜆                             (3.4.23) 

dir. Bu durumda (3.4.22) ve (3.4.23) denklemleri  

𝐴𝑐  ( β, γ) =  ( β, γ) [
𝜆 0
0 𝜆

] 

biçiminde ifade edilir. 𝑌 = ( β, γ) denirse 𝑌, 
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𝐴𝑐𝑋 =  𝑋𝜆𝑐 

denkleminin sıfırdan farklı bir çözümüdür. Teorem 3.3.15 den 𝜆, 𝐴 matrisinin bir sağ 

özdeğeridir ve bu özdeğere karşılık gelen özvektör  

𝛼 =  
1

4
 (𝐼𝑛,𝑗𝐼𝑛)( β, γ) + 𝑄𝑛(β̅, 𝛾̅)𝑄1) [

1
𝑗

]                 (3.4.24) 

dir. 

Sonuç 3.4.1 𝐴 ∈  ℋ𝑠
𝑛 , 𝐴 nın dört farklı sağ özdeğerlerinin [𝜆] denklik sınıfları için 𝜆 

temsilci elemanları 

𝜆 = 𝑞0  + 𝑞1𝑖, 𝑞1 ≠  0 ve  𝜆 = 𝑞0  + 𝑞2𝑖, 𝑞2 ≠ 0,  𝜆 = 𝑞0  ve 𝜆 =  𝑞0  + 𝑖 +  𝑗 

biçimindedir. 

1. 𝜆 = 𝑞0  + 𝑞1𝑖, 𝐴 nın kompleks asli sağ özdeğeri ise 𝜆(12) = 𝜆(13) = 𝜆̅ = 𝑞0 − 𝑞1𝑖 

split kuaterniyonları da, 𝐴 nın birer sağ özdeğerleridir ve 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 ∈ 𝑅 olmak üzere 

𝜆(12) = 𝜆(13) = 𝜆̅ ∈  [𝜆]  

 olup, 𝜆 nın denklik sınıfı  

[𝜆] = {𝑞0 + 𝜆1𝑖 + 𝜆2𝑗 + 𝜆3𝑘 | =  ±√𝜆1
2 − 𝜆2

2 − 𝜆3 
2  , 𝜆1

2 > 𝜆2
2 + 𝜆3 

2 }         (3.4.25) 

dir. 

2. 𝜆 = 𝑞0  + 𝑞2𝑖, 𝐴 nın bir asli sağ özdeğerleri ise 𝜆(12) = 𝜆(23) = 𝑞0 − 𝑞2𝑗 de 𝐴 nın 

sağ özdeğerleridir ve 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3  ∈ 𝑅 için 𝜆(12) = 𝜆(23) ∈ [𝜆] olup 𝜆 nın denklik 

sınıfı 

[𝜆] = {𝑞0 + 𝜆1𝑖 + 𝜆2𝑗 + 𝜆3𝑘 | =  ±√𝜆2
2 + 𝜆3

2 − 𝜆1 
2  , 𝜆1

2 < 𝜆2
2 + 𝜆3 

2 }           (3.4.26) 

dir. 

3.  𝜆 = 𝑞0  +  𝑖 +  𝑗, 𝐴 nın bir asli sağ özdeğerleri ise 
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𝜆(12) = 𝑞0 −  𝑖 −  𝑗,  𝜆(13) = 𝑞0 −  𝑖 +  𝑗, 𝜆(23) = 𝑞0 +  𝑖 −  𝑗 

split kuaterniyonları ile 𝜆(12), 𝜆(13), 𝜆(23) ∈ [ 𝑞0  +  𝑖 +  𝑗] olup 𝜆 nın denklik sınıfı 

[𝜆] = {𝑞0 + 𝜆1𝑖 + 𝜆2𝑗 + 𝜆3𝑘 |𝜆1
2 = 𝜆2

2 + 𝜆3 
2   , 𝜆1 ≠ 0}                          (3.4.27) 

dir.   

4.  𝜆 = 𝑞0, 𝐴 nın bir reel özdeğeri ise [𝜆] = 𝜆 dir. 

3.5 YÖNTEM VE ÖRNEKLER 

Bu bölümde split kuaterniyon matrislerin sağ özdeğerleri ve özvektörleri için split 

kuaterniyon matrisin kompleks temsilcisi aracılığıyla yöntem ve örnekler verilecektir. 

Split kuaterniyon matrisinin split kuaterniyon sağ özdeğerleri ve özvektörlerini 

belirlemek için aşağıdaki yöntem verilebilir. 

1. 𝐴𝑐, 𝐴 nın kompleks temsilcisi olmak üzere 𝐴𝐶 nin bütün özdeğerleri bulunur. 

𝐴𝑐   nin bütün özdeğerleri aşağıdaki gibi olsun. 

   𝜆1, 𝜆̅1, … … … . 𝜆𝑡 , 𝜆̅𝑡, µ1, µ2 , … … … , µ2𝑠 

Burada 𝜆𝑢 kompleks, µ𝑣  reel özdeğerler ve 𝜆𝑢 ≠ 𝜆𝑣, µ1 ≠ µ𝑚 dir.  

2. 𝐴 nın asli özdeğerleri bulunur. 

 (1)  𝜆,  𝐴𝑐 nin bir kompleks özdeğeri ise 𝜆, 𝐴 matrisinin bir asli özdeğeridir. 

 (2) 𝜆,  𝐴𝑐 nin iki farklı reel özdeğeri ise 𝜆, μ varsa   
𝜆+µ

2
+  

𝜆−µ

2
𝑗 A matrisinin 

bir asli özdeğeridir. 

  (3) 𝐴𝑐 nin bir tek 𝜆 reel özdeğeri var ve bu özdeğere karşılık gelen öz uzayın 

boyutu 1 ise 𝜆  + 𝑖 +  𝑗, 𝐴 matrisinin asli özdeğeridir. 

 (4) 𝐴𝑐 nin bir tek 𝜆 reel özdeğeri var ve bu özdeğere karşılık gelen öz uzayın 

boyutu 1 den büyük ise 𝜆, 𝐴 matrisinin asli özdeğeridir. 
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3. 𝐴 nın her bir özdeğerine karşılık gelen öz vektörleri bulunur. 𝜆, 𝐴 nın bir asli 

özdeğeri ise  

𝐴𝑐𝑋 =  𝑋 𝜆𝑐 

denkleminin bir 𝑌, çözümü elde edilir ve 𝛼, özdeğerine karşılık gelen özvektör 

𝛼 =  
1

4
 (𝐼𝑛,𝑗𝐼𝑛)(𝑌 +  𝑄𝑛𝑌̅𝑄1) 

olarak elde edilir. 

4. 𝐴 nın özdeğerleri ve öz vektörleri bulunur. 

𝜆, 𝐴 split kuaterniyon matrisinin bir asli özdeğeri olup 𝑝 sıfırdan farklı bir split 

kuaterniyon olmak üzere  𝑝−1𝜆𝑝 𝐴 nın bir sağ özdeğeri ve 𝛼, A nın 𝜆 ya karşılık gelen 

bir sağ özvektörü ise 𝛼𝑝 de  𝑝−1𝜆𝑝 özdeğerine karşılık gelen özvektördür. 

Split kuaterniyon matrisin 𝐴 nın temel özdeğeri için, split kuaterniyon 

 𝑝−1 𝜆 𝑝 

 aynı zamanda sıfırdan farklı herhangi bir split kuaterniyon için split kuaterniyon 𝐴 nın 

bir özdeğeridir. 

 Kuaterniyon 𝑝 ye 𝛼𝑝 karşılık gelen bir özvektördür. 

 Ayrıca split kuaterniyon özdeğerinin dört farklı olası denklik sınıfı vardır. 

Örnek 1:     𝐴 = [
2 − 𝑗 1 − 𝑖 − 𝑗 − 𝑘

−𝑖 + 𝑗 1 + 𝑗 + 𝑘
]  

𝐴 split kuaterniyon matrisi verilsin. 

𝐴 = [
2 1 − 𝑖

−𝑖 1
] + [

−1 −1 − 𝑖
1 1 + 𝑖

] 𝑗 

şeklinde yazılabilir. 

Buradan 𝐴 split kuaterniyon matris temsilcisi 𝐴𝑐  aşağıdaki gibidir. 
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 = [

2 1 − 𝑖 −1 −1 − 𝑖
−𝑖 1 1 1 + 𝑖
−1 −1 + 𝑖 2 1 + 𝑖
1 1 − 𝑖 𝑖 1

] 

𝐴𝑐 nin karakteristik polinomu  

𝑓𝐴𝐶(𝑥)  = (𝑥2 − 4x + 5)(x − 1)2 

ve 𝐴𝑐 nin özdeğerleri 𝜇 = 1,  𝜆 =  2 +  𝑖 ve  𝜆̅ =  2 − 𝑖 dir. 

Ayrıca 𝐴𝑐 nin  𝜇 = 1 reel özdeğerine karşılık gelen öz uzay 𝑉1 olmak üzere  

𝑉1 = 𝑆𝑝{(1, −1, −1,1)} 

olup 𝑏𝑜𝑦 𝑉1 = 1 dir. 

 2 +  𝑖 ve 2 − 𝑖  𝐴𝑐 nin kompleks özdeğerleri, birbirlerinin eşlenikleri olduklarından 

bu özdeğerlerden elde edilen 𝐴 nın asli özdeğeri 2 + 𝑖 dir.  

Ayrıca 𝐴𝑐 nin bir tek reel özdeğeri var ve 𝑏𝑜𝑦 𝑉1 = 1 olduğundan 1 + 𝑖 + 𝑗, 𝐴 nın 

diğer asli özdeğeridir. Böylece Teorem 3.4.2 den, 𝐴 nın sağ özdeğerleri için iki farklı 

tipten denklik sınıfı vardır. 

𝜆 =  2 +  𝑖 asli özdeğeri için, Sonuç 3.4.1 den 𝐴 nın 𝜆  ya denk tüm split kuaterniyon 

özdeğerlerinin kümesi, 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 ∈ 𝑅 olmak üzere  

[𝜆] = {𝑞0 + 𝜆1𝑖 + 𝜆2𝑗 + 𝜆3𝑘 ∣ 𝜆1 
2 > 𝜆2

2 +  𝜆3 
2 , 𝜆1 

2 − 𝜆2
2 −  𝜆3 

2 = 1} 

dir. Ayrıca 𝐴𝑐 nin  𝜆 =  2 +  𝑖 özdeğerine karşılık gelen özvektör 

β = (−1,1,1,0) 𝑇 

dir. (3.4.10) dan, A nın 𝜆 =  2 +  𝑖 sağ özdeğerlerine karşılık gelen sağ özvektörler, 

𝛼 =  
1

4
 (𝐼2,𝑗𝐼2) (( β, 𝑄2𝛽̅) + 𝑄2 (β̅, 𝑄2β)𝑄1) [

1
𝑗

] = [
−1 + 𝑗

1
] 
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dir. Üstelik 𝑝 regüler bir split kuaterniyon olmak üzere  

𝑝𝜆𝑝−1 

𝐴 nın bir sağ özdeğeri ve    

α𝑝 

de 𝑝𝜆𝑝−1 özdeğerine karşılık gelen bir özvektördür.  

𝐴𝑐 nin  𝜇 =  1 asli özdeğerleri için 𝑏𝑜𝑦 𝑉1 = 1 olduğu biliniyor. Sonuç 6.1 den 𝐴 nın     

𝜇 =  1 den elde edilen sağ özdeğerlerinin kümesi, 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 ∈ 𝑅 olmak üzere 

[𝜆] = { 1 + 𝜆1𝑖 + 𝜆2𝑗 + 𝜆3𝑘 ∣ 𝜆1 
2 = 𝜆2

2 +  𝜆3 
2 , 𝜆1 ≠ 0}     

dir. 𝐴𝑐 nin  𝜆 =  1 özdeğerine karşılık gelen öz vektörü 

β = (−1,1,1,0) 𝑇 

olmak üzere  γ = (i, −i, 0, 0)𝑇 olarak seçilirse, β, γ vektörleri lineer bağımsız olup 

𝐴𝑐  ( β, γ) = ( β, γ) [
µ 1
0 µ

] 

dir. (3.3.7) ifadelerinde, 𝐴 nın 𝜇 =  1 asli özdeğerine karşılık gelen öz vektörleri  

𝛼 =  
1

4
 (𝐼2,𝑗𝐼2) ((β + γi, γ) + 𝑄2(β̅ − 𝛾̅𝑖, 𝛾̅)𝑄1) [

1
𝑗

] 

= [
−1 + 1

2⁄ 𝑗

1 − 1
2⁄ 𝑗

] 

olarak elde edilir. 

Örnek 2. 𝐴 = [
0 𝑖

−𝑖 0
]  

 𝐴 split kuaterniyon matrisi verilsin. Buradan 𝐴 split kuaterniyon matris temsilcisi 

𝐴𝑐  aşağıdaki gibidir. 
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𝐴𝑐 = [

0 𝑖 0 0
−𝑖 0 0 0
0 0 0 −𝑖
0 0 𝑖 0

] 

𝐴𝑐 nin karakteristik polinomu  

𝑓𝐴𝐶(𝑥)  = 𝑥4 − 2𝑥2 + 1 

ve 𝐴𝑐 nin 𝜇 1 = 1 ve 𝜇 2 = −1 olmak üzere farklı iki reel özdeğeri vardır. 

 𝜇 = 1 özdeğerine karşılık gelen öz uzay 𝑉1 olmak üzere  

𝑉1 = 𝑆𝑝{(𝑖, 1,0,0), (0,0, −𝑖, 1)} 

olup 𝑏𝑜𝑦 𝑉1 = 2 dir. 

𝜇 = −1 özdeğerine karşılık gelen öz uzay 𝑉−1 olmak üzere  

𝑉−1 =  𝑆𝑝{(−𝑖, 1,0,0), (0,0, 𝑖, 1)} 

olup 𝑏𝑜𝑦 𝑉−1 = 2 dir. 

𝐴𝑐 nin iki farklı reel özdeğeri olduğundan Teorem 3.4.2 den asli özdeğerinden biri j 

dir. 

Teorem 3.4.2 den, 𝐴 nın sağ özdeğerleri için iki farklı tipten denklik sınıfı vardır. 

𝜆 =  𝑗 asli özdeğeri için, Sonuç 3.4.1 den 𝐴 nın 𝜆 ya denk tüm split kuaterniyon 

özdeğerlerinin kümesi, 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 ∈ 𝑅 olmak üzere  

[𝜆] = {𝑞0 + 𝜆1𝑖 + 𝜆2𝑗 + 𝜆3𝑘 |𝜆1
2 = 𝜆2

2 + 𝜆3 
2   , 𝜆1 ≠ 0} 

dir. 

Şimdi A nın  𝜆 =  𝑗 özdeğerine karşılık gelen bir sağ özvektör belirleyelim. (3.4.3) 

ifadesinde  
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β = (i, 1,0,0) 

γ = (−i, 1,0,0) 

alınırsa, 

α =  
1

4
 (𝐼2,𝑗𝐼2)(( β + γ, β − γ) + 𝑄2 ( β̅ + 𝛾̅, β̅ −  𝛾̅) 𝑄1) [

1
𝑗

] 

     = [
𝑘
1

]  

olarak elde edilir. Gerçekten  

           Aα = [
0 𝑖

−𝑖 0
] [

𝑘
1

] 

= [
İ
𝑗
] 

= αj 

dir. 

Üstelik 𝑝 regüler bir split kuaterniyon olmak üzere  

𝑝𝜆𝑝−1 

𝐴 nın bir sağ özdeğeri ve    

α𝑝 

de 𝑝𝜆𝑝−1 özdeğerine karşılık gelen bir öz vektördür.  

𝐴𝑐 nin  𝜇 =  1 asli özdeğerleri için 𝑏𝑜𝑦 𝑉1 = 2 olduğu biliniyor. Sonuç 3.4.1 den 𝐴 

nın     𝜇 =  1 den elde edilen sağ özdeğerlerinin kümesi, 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 ∈ 𝑅 olmak üzere 

[𝜆] = {𝑞0  + 𝜆1𝑖 + 𝜆2𝑗 + 𝜆3𝑘 ∣ 𝜆1 
2 = 𝜆2

2 +  𝜆3 
2 , 𝜆1 ≠ 0}     

 



  

50 

 

Örnek 3. 𝐴 = [
1 + 𝑖 0

𝑖 0
]  

 𝐴 split kuaterniyon matrisi verilsin. Buradan 𝐴 nın matris temsilcisi 𝐴𝑐  aşağıdaki 

gibidir. 

𝐴𝑐 = [

1 + 𝑖 0 0 0
𝑖 0 0 0
0 0 1 0
0 0 1 − 𝑖 0

] 

𝐴𝑐 nin karakteristik polinomu  

𝑓𝐴𝐶(𝑥)  = 𝑥4 − 2𝑥3 + 2𝑥2 

ve 𝐴𝑐 nin 𝜇 = 0 ve 𝜆1 = 1 + 𝑖  𝜆2 = 1 − 𝑖 olmak üzere bir tek reel özdeğeri vardır ve 

bu reel özdeğere karşılık gelen öz uzay 

𝑉0 = 𝑆𝑝{(0,1,0,0), (0,0,0,1)} 

olup 𝑏𝑜𝑦 𝑉 = 2 dir. 

𝐴𝑐 nin bir tek reel özdeğeri olduğundan Teorem 3.4.2 den asli özdeğeri 0 dır. Şimdi 

A nın  𝜆 =  0 özdeğerine karşılık gelen bir sağ özvektör belirleyelim. (3.4.5) 

ifadesinde  

β = (0,1,0,0) 

γ = (0,0,0,1) 

alınırsa, 

     α =    
1

4
 (𝐼2 𝑗𝐼2)((β , γ) + 𝑄2(𝛽,̅ 𝛾̅)𝑄1) [

1
𝑗

]  

= [
0
1

]  

olarak elde edilir. Buradan 
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           Aα = [
1 + 𝑖 0

𝑖 0
] [

0
1

] 

= [
0
0

] 

= αj 

dir. 

Sonuç 3.4.1 den, 𝐴 nın sağ özdeğerleri için bir tane denklik sınıfı vardır. 𝜆 =  0 asli 

özdeğeri için, Sonuç 3.4.1 den 𝐴 nın 𝜆 ya denk tüm split kuaterniyon özdeğerlerinin 

kümesi [𝜆] = {0} dir. 
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4. TARTIŞMA VE SONUÇ 

Bu çalışmada split kuaterniyon matrislerin kompleks temsilcisi yardımıyla 

özdeğerleri ve bu özdeğerlere karşılık gelen öz vektörleri bulunmuştur. 

Bulunan bu özdeğer ve öz vektörler için cebirsel teknikler verilmiş ve 

örnekler incelenmiştir. 
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