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OZET

ORANSAL GECIKMELI UYUMLU KESIRLI MERTEBEDEN
GENELLESTIRILMIiS BURGERS DENKLEMLERININ NUMERIK
COZUMLERI

KARTAL, Abdullah
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. Ali OLGUN
Agustos 2023, 49 sayfa

Bu tezde, iki yeni niimerik metot Onerilmektedir. Bu yontemlerden birincisi; (-
homotopi analiz doniisim yonteminin uyumlu kesirli tiirev operatorii ile
birlesmesinden olusan uyumlu q-homotopi analiz doniisiim yontemidir. ikinci yontem
ise homotopi pertiirbasyon metodunun uyumlu kesirli Shehu doniisimi ile
birlesmesinden olusan uyumlu kesirli Shehu homotopi pertiirbasyon yontemidir.
Uyumlu g-homotopi analizi doniisiim yontemi ve uyumlu kesirli Shehu homotopi
pertiirbasyon yontemi, oransal gecikmeli uyumlu kesirli mertebeden genellestirilmis
Burgers denklemlerini analiz etmek ic¢in kullanilmistir. Bu problemin sayisal
¢dziimlerinin grafikleri ¢izdirilmistir. Onerilen yontemler, sayisal simiilasyonlara gdre
etkili ve tutarhdir.

Anahtar Kelimeler: Uyumlu kesirli mertebeden genellestirilmis Burgers denklemi,
uyumlu g-homotopi analiz doniistim yontemi, uyumlu Kesirli
Shehu homotopi pertiirbasyon yontemi



ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTIONS OF CONFORMABLE FRACTIONAL
GENERALIZED BURGERS EQUATIONS WITH PROPORTIONAL DELAY

KARTAL, Abdullah
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Master's Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Ali OLGUN
August 2023, 49 pages

In this thesis, two new numerical methods are proposed. The first of these methods; It
is the conformable g-homotopy analysis transform method, which consists of the
combination of the g-homotopy analysis transform method and the conformable
fractional derivative operator, and the second is the conformable fractional Shehu
homotopy perturbation method, which consists of the combination of the homotopy
perturbation method with the conformable fractional Shehu transform. The
conformable g-homotopy analysis transform method and the conformable fractional
Shehu homotopy perturbation method were used to analyze the conformable fractional
generalized Burgers equations with proportional delay. The graphs of the numerical
solutions of this problem are drawn. The proposed methods are efficient and consistent
compared to numerical simulations.

Key words: Conformable fractional generalized Burgers equation, conformable g-
homotopy analysis transform method, conformable fractional Shehu
homotopy perturbation method
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1. GIRIS

Belirli bir problemin 6zelliklerini agiklayan matematiksel modellerin olusturulmas,
mithendislik bilimleri, fizik, kimya ve biyoloji gibi ¢esitli alanlarda biiyiik 6nem
tasimaktadir. Diferansiyel denklemler, bu modellerde ortaya ¢ikarilan sorunlari ele

almak i¢in 6nemli bir ara¢ olarak kullanilmaktadir.

Kesirli mertebeden diferansiyel denklemler yayginlasana kadar dogadaki olaylarin
modellenmesinde tam sayili mertebeden diferansiyel denklemler kullaniimaktaydi.
Fakat tam sayili mertebeden diferansiyel denklemler ihtiyaci tam olarak
karsilamamaktaydi. Bununla birlikte dogadaki problemlerin karakteristiklerini
modellemede kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin daha verimli ve etkin

sonuglar verdigi goriilmektedir.

Gergekten de kesirli analiz diferansiyel ve integral denklemlerin ve matematiksel
fizigin 6zel fonksiyonlarini igeren bazi problemlerin yani sira bunlarin bir ve daha
fazla degiskendeki uzantilarmi ve genellemelerini ¢6zmek igin potansiyel olarak

yararl birkag¢ ara¢ saglamaktadir.

Kesirli hesap kavraminin, 1695 yilinda Marquis de L'Hopital (1661-1704) tarafindan
Gottfried Wilhelm Leibniz e (1646-1716) yoneltilen klasik hesaptaki n -inci

n

mertebeden tiirevin N 25 degeri ic¢in ifadesinin anlamli olup olmadigi

sorusundan kaynaklandigina inanilmaktadir.

Leibniz, 30 Eyliil 1695 tarihinde L'Hopital’e "... Bu, bir giin faydali sonuglarin

¢tkarilacagi bariz bir paradokstur..." seklinde cevap vermistir (Kilbass vd.,2006).

Literatiirde kesirli mertebeden tiirevler i¢in sirasiyla 1730 da Euler, 1772 de Lagrange,
1812 de Laplace, 1819 da Lacroix, 1822 de Fourier, 1832 de Liouville, 1847 de
Riemann, 1859 da Greer, 1865 de Holmgren, 1867 de Griinwald, 1868 de Letnikov,
1869 da Sonin, 1884 de Laurent, 1888 de Nekrassov, 1890 da Krug ve 1917 de Weyl
calismalar yapmislardir (Kilbas vd., 2006). Son yiizyilda kesirli hesap teorisi ve
pratiginde dnemli gelismeler olmustur. Riesz 1949 yilinda ¢ok degiskenli fonksiyonlar

1



icin kesirli integral teorisini gelistirmistir. Erdelyi 1964 yilinda kesirli hesab1
matematiksel denklemlere uygulamistir. Higgins 1967 de diferansiyel denklemleri
cozmek i¢in kesirli integral operatdrlerini kullandi. Ayni donemde Caputo kesirli
tiireve yeni bir boyut eklemis ve daha avantajli bir kesirli tiirev tanimlamistir. Bu
gelismeler 15181inda 1947 yilinda Scott Blair, 1949 yilinda Caffyn ve 1961 yilinda
Graham, elektrokimya i¢cin 1964 yilinda Blavin, kimyasal fizik i¢in 1969 yilinda
Oldham, 1970 yilinda Spainer ve 1972 yilinda Grenness, 1970 yilinda Somorjai ve
Bishop, genel transport problemleri igin 1972 yilinda Oldham ve Spainer 6nemli
katkilarda bulunmuslardir (Oldham ve Spanier, 1974).

Kesirli analiz, konusu itibartyla bilim ve miithendisligin goriiniiste ¢esitli ve yaygin
birgok alanindaki kanitlanmis uygulamalar1 nedeniyle, yaklasik son elli yilda 6nemli

Olciide popiilerlik ve 6nem kazanmistir.

Kesirli tiirevin klasik tiirevden 6nemli bir farki, kesirli tiirevin tek bir taniminin
olmamasidir. Kesirli analizde birden fazla tiirev taniminin bulunmasi, problemin
tiirline en uygun olanini kullanma firsat1 verir. Kesirli tlirev tanimlarindan bazilar1
Liouville, Riemann, Weyl, Fourier, Laplace, Lagrange, Euler, Abel, Lacroix,
Griinwald ve Letnikov dur. Bu tanimlardan en popiiler olanlar1 Riemann - Liouville,
Griinwald - Letnikov ve Caputo kesirli tiirevleridir (Kilbas vd., 2006; Miller & Ross,
1993; Podlubny, 1999; Gambo vd., 2014). Literatiirde yer alan bu tanimlar birbirleri

arasinda gecisleri saglasa da fiziksel yorumlar1 agisindan farklilik géstermektedir.

Son zamanlarda, Khalil ve arkadaslar1 kesirli tiirev ve kesirli integral i¢in yeni bir
tanim sunmuslardir. Bu yeni tanimin klasik analizde verilen klasik tiirevin 6zelliklerini
sagladigini ve klasik tlirev taniminda oldugu gibi bir limit formundan yararlandigini
gosterdiler. Caligmalarinda kesirli tiirevin bu yeni tanimi i¢in ¢arpim kurali, bolim
kural, zincir kural, kesirli Rolle teoremi ve kesirli ortalama deger teoremlerini

sunmuslardir (Khalil vd., 2014).

Bu yeni alana katki saglayan bir diger ¢caliyma da Abdeljawad tarafindan yapilmistir.
Abdeljawad bu yeni teoriyi gelistirmistir. Sol ve sag uyumlu kesirli tiirev tanimlarma,
a>1 icin yliksek mertebeden kesirli integral tanimlarini, kesirli Gronwall
esitsizligini, uyumlu kesirli tirevler icin zincir kurali ve kismi integrasyon

formiillerini, kesirli kuvvet serisi agilimmi ve Laplace doniisiimiinii vermistir

(Abdeljawad, 2015).



Uyumlu kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri, dogrusal olmayan dogal
sistemlerin Ozelliklerini tanimlamada ¢ok Onemlidir. Dogrusal olmayan siiregleri
karakterize eden uyumlu kesirli diferansiyel denklemlere kesin ¢oziimler elde etmek

icin bir dizi analitik ve sayisal metot uygulamaktadir.

Bu tezde,

ow(pxot)  0"W(p,X,ont)
OX ox™ , (11)

DtaW(X,t)=l//[X,W(pOX,O'0t),

w (x,0) = ¢, ()
oransal gecikmeli uyumlu zaman-kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemler

(OGUZKMKDD) incelenmektedir. Burada tim i, jeN ler i¢cin p,,0,€(0,1), ¢,

baslangi¢ deger, y diferansiyel operatér ve D;” uyumlu zaman-kesirli operatordr.

1.1. Kaynak Ozetleri

Dogrusal olmayan gecikmeli kismi diferansiyel denklemler i¢in Chebyshev
psodospektral yontemi (Zubik-Kowal, 2000), homotopi analizi yontemi (Alkan,
2022), spektral kollokasyon ve dalga sekli gevsetme yontemleri (Jackiewicz ve Zubik-
Kowal ,2006) ve iterasyonlu psédospektral yontem (Mead ve Zubik-Kowal, 2005) gibi
oransal gecikmeli zaman-kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemleri ¢ozme
yontemleri hakkinda literatiirde ¢ok az ¢alisma mevcuttur. Abazari ve Ganji (2011)
indirgenmis diferansiyel doniisim metodu kullanilarak oransal gecikmeli kismi
diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimlerini bulmuslardir. Abazari ve Kilicman
(2014) diferansiyel doniisiim metodu kullanarak oransal gecikmeli dogrusal olmayan
integro-diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimlerini elde etmislerdir. Tanthanuch
(2012) oransal gecikmeli homojen olmayan viskoz olmayan Burgers denklemini
¢ozmek i¢in grup analizi yontemi kullanmustir. Sakar ve digerleri (2016), Biazar ve
Ghanbari (2012) oransal gecikmeli uyumlu zaman-kesirli mertebeden kismi
diferansiyel denklemlerin analitik ¢6ziimlerini bulmak i¢in homotopi pertiirbasyon
yontemini (HPY) kullanmiglardir. Chen ve Wang (2010) varyasyonel iterasyon
yontemini kullanarak oransal gecikmeli notr fonksiyonel diferansiyel denklemi
¢ozmiiglerdir. Singh ve Kumar (2017), oransal gecikmeli uyumlu zaman-kesirli

mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin baslangic degerli otonom sisteminin



alternatif bir yaklagik ¢Oziimiinii elde etmek igin alternatif varyasyonel iterasyon

yontemi kullanmaistir.

1.2. Tezin Amaci

Iki yeni niimerik metot énermektedir. Bu yontemlerden birincisi; q-homotopi analiz
doniisiim yonteminin ve uyumlu Kesirli tiirev operatorii ile birlesmesinden olusan
uyumlu g-homotopi analiz doniisiim yontemidir (Ug-HADY), ikincisi ise, homotopi
pertiirbasyon metodunun, uyumlu kesirli Shehu doniisiimii ile birlesmesinden olusan
uyumlu kesirli Shehu homotopi pertiirbasyon yontemidir (UKSHPY). Oransal
gecikmeli uyumlu zaman kesirli mertebeden genellestirilmis Burgers denklemleri
(OGUZKMGBD) igin onerilen iki hibrit metot olan uyumlu q-homotopi analiz
donilisim yontemi (Ug-HADY) ve uyumlu kesirli Shehu homotopi pertiirbasyon
yontemi (UKSHPY) kullanilarak yeni sayisal ¢oziimler elde edilmektedir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanmm 2.1. f :[O,oo)—)R bir fonksiyon olmak tizere f fonksiyonunun « -nci
mertebeden uyumlu kesirli tiirevi her x>0 ve her o (0,1] icin

T (£)(x)<lim f(x+gxl‘“)—f(x)

a &0 Fod

(2.1)

seklinde tanimlanir (Khalil vd., 2014; Abdeljawad, 2015; Ala vd., 2020; Goziitok vd.,
2019).

Teorem 2.1. ae(O,l] olmak iizere f ve g fonksiyonlar1 x>0 noktasinda o —

diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler saglanir (Khalil vd.,
2014;Abdeljawad, 2015; Goziitok and Goziitok, 2017).

i) a,beR icin T, (af +bg)=aT,(f)+bT,(g) dir.

i) peR igin T, (x")=px"* dir.

iii) Her teR ve f(t)=4 sartin saglayan sabit f fonksiyonu igin T,(2)=0 dr.
iv) T,(fg)=9T,(f)+fT,(9)

" Tg(sz 9T, (f)-fT,(9)

g g2

vi) Eger f diferansiyellenebilir ise, t polinomunun tiirevi su sekilde elde edilir:

Ta(f)(t):t“‘% f (1),

Tanmm 2.2. f fonksiyonu X noktasinda n -kez tiirevlenebilir olsun. Bu durumda f

nin a -mc1 mertebeden uyumlu kesirli tiirevi her x>0 ve o € (n, n +1] icin

f([a]fl)( 5+ gx([a]*a)) _ ¢« (x)
T, (f)(x)=lim

@ >0 &




seklinde tanimlanir. Burada [er] kendisinden biiyiik veya esit olan en kiigiik tam
sayidir (Khalil vd., 2014).
Teorem 2.2. f fonksiyonu x noktasinda n -kez tiirevlenebilir olsun. Bu durumda her

x>0 Ve ae(n,n+l] icin

T, (1(0) =X 1 x)

o

dir (Khalil vd., 2014).

Tamm 2.3. Mittag-Leffler fonksiyonu E, ,
E(2)=3
AN = F(na +1)

seklindedir (Mittag-Leffler, 1903).

Tamm 2.4. f:A—B, f,: A— B siirekli doniisiimler, | =[0,1] olsun. Her xe A
igin H(x,0)=f,(x) ve H(x1)=f,(x) esitliklerini saglayan bir H:Ax|—B
siirekli doniisiimii varsa f, ve f, homotopiktir denir. Bu durumda H doniisiimiine f,

ve f, arasmda bir homotopidir denir (Liao, 2009).

Tanim 2.5. f, t>0 i¢in taniml bir fonksiyon ve S bir reel parametre olmak iizere

F@)zze“fﬁﬁt

genellestirilmis integrali yakinsak ise integralin degerine f fonksiyonunun Laplace

doniisiimii denir ve £{f}=F ile gosterilir.

Tamm 2.6. teR ve 0<a <1 olmak iizere f :[t;,0) >R fonksiyonunun « -

mertebeden uyumlu Laplace doniisiimii

w (t-t)”

Cg{f(t)}(s)zFa%(s)zje_s a) f(t)(t—t,) " dt (2.2)

seklinde tanimlanir (Abdeljawad, 2015).



Tamm 2.7. 0<a <1 olmak iizere f:[0,00)—>R fonksiyonunun o -mertebeden
uyumlu Laplace déniisimii F, (s) olsun. f(t) fonksiyonuna F, nmn ters uyumlu

Laplace doniisiimii denir ve £'{F, (s)} = f (t) ile gosterilir.

Tamm 28. a<€(01] ve f:[0,00)—>R bir fonksiyon olsun. Bu durumda f
fonksiyonunun « -mc1 mertebeden uyumlu kesirli Shehu doniisiimii (UKSD)

—st”

S F(t)] =va(s;u):Te[ . ]f (t)t*dt (2.3)

seklinde tanimlanir (Benattia ve Belghaba, 2021).

Tamm 2.9. a<(01] ve f:[0,00)—>R fonksiyonunun o -mertebeden uyumlu
kesirli Shehu déniisiimii V, (s;u) olsun. f (t) fonksiyonuna V, nin ters uyumlu Shehu
déniisiimii denir ve (CSa )71 {V, (s;u)} = f(t) ile gosterilir.

Tamm 2.10. @ <(0,1] ve f:[0,00)—>R bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun

uyumlu kesirli mertebeli tiirevi i¢in uyumlu Shehu doéniistimii

V, [T (O](v)=2V, (s10)- 1 (0) (2.4)

u

seklinde tanimlanir (Benattia ve Belghaba, 2021).



3. ORANSAL GECIKMELI UYUMLU KESIRLI
MERTEBEDEN KISMI DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN NUMERIK COZUMLERI iCIN
KULLANILAN YONTEMLER

Bu boliimde elde edilen yeni niimerik metotlar tanitilmaktadir.
3.1. Uyumlu g-Homotopi Analizi Doniisiim Yéntemi Ile Coziim

Uyumlu g-homotopi analiz doniisiim yontemi (Ug-HADY) nin temel fikrini agiklamak

icin M bir dogrusal, N ise dogrusal olmayan bir operatdr, f(x,t) bir kaynak terim,

pi,0;€(01) ve T, &-nct mertebeden uyumlu kesirli tiirev olmak iizere her t >0

Ve n—1<a<n i¢in

T w(x,t)+Mw(pxot)+Nw(pxoit)=f(xt) (3.1)

oransal gecikmeli uyumlu zaman-kesir mertebeli dogrusal olmayan kismi diferansiyel

denklemine Laplace doniistimii uygulanir ve baslangi¢ kosullar1 kullanilirsa

sC, [ w(x,t) |[-w(x,0)+ L[ Mw(px oit) |+ £, Nw(px,at) | = £,[ f(xt)] (3.2)

elde edilir. Son esitlik diizenlendiginde

1 1 1 1
L ) [—=w(x,0)+=L, | Mw(px,ot) [+=L | Nw(px,ot)|—=L,| f(xt)]|=0
D] w0) 22, [ ok ot) ]+ 22, [N o) 22, ()]
elde edilir. Homotopi analiz yontemi (HAY) yardimiyla reel degerli (p(X,t;q)

fonksiyonu igin dogrusal olmayan operatorii su sekilde tanimlanabilir. q{o,i}
n

olmak tizere



N[p(xtia) ]=£,[p(xt:a) ]-To(xtia) (0')

+%(EQ[M o(px.ot;a)]+ L, [Ne(px.otia) |- £,[ f(xta)])
dir.
h#0 yardimci parametre ve £, uyumlu Laplace doniisiimii olmak {izere
(1-na) L, [ @(x.t:q)— W (x.t) | =haH (x,t)N[ (pX 0it;q) | (3.3)

seklinde bir homotopi olusturulsun. Bu durumda (3.3) esitliginin ¢dziimleri

P(X,1,0)=w,(x,t),
ga(x,t;%):w(x,t)

1
seklindedir. Bdylece ¢, 0 dan ooy arttikca @(X,t;0) nun ¢oziimii W,(x,t) den

W(x,t) ye yakmnsar. g noktasi civarinda Taylor teoreminin kullanilmasiyla ¢(X,t;q)

genisletilerek w cinsinden
p(x.t;q)= Zw (xt)q (3.4)

1 0"p(x1;q)
ﬁ—l

m

1
seklinde yazilabilir. Burada Wm(X,t) = 40 dir. (3.4) esitligi = H de

uygun olan WO(X,'[), n ve h i¢in yakinsaktir. Bu durumda

w(x,t)= ZW xt(lj

elde edilir. (3.3) ile verilen sifirinc1 basamaktan deformasyon denklemini q ya gore

m -kez tiirevlenir ve mlile boliiniirse q = 0i¢in

L[ w, (xt)—kw, (xt)]=hH (x.t)R, (W,_,) (3.5)

m”'m-1

elde edilir. Burada W,, vektorii

W, = v (%), (1) . w, (1)}



seklinde tanimlidir. (3.5) denklemine ters uyumlu Laplace doniisiimii uygulanirsa

w, (x,t)=kw, , (xt)+hs, [H(X )R, (W, )] (3.6)

m"'m-1

elde edilir. Bu son denklemde
=L,[ W, (xt)]- (1—k—mjlw( += E [Mw, , (px.0t)
njs '

+H, L (%)= (x,) ]

seklindedir. (3.7) de H,, bir homotopi polinomudur ve

(3.7)

H =

m

1 "p(xt0) |
| aqm q=0

ile gosterilir. Burada
P(Xt0) =@, +0p +0°p, +

seklindedir. (3.6) ve (3.7) den

w, (x,t) = (k, + h)wml(x,t)_(l_"_mjlwo(x,t)

+h£a1K L,[Mw,  (px.ot)+H, (X’t)—f(x’t)])}

elde edilir. q-homotopi analiz doniisiim yontemi (q-HADY) kullanildiginda, (3.1)

denkleminin seri ¢oziimii

w(x,t)= ZW (x.t (qjm

seklinde verilir.

3.2. Uyumlu Kesirli Shehu Homotopi Pertiirbasyon Yoéntemi

M bir dogrusal, N ise dogrusal olmayan bir operator, f(x,t) bir kaynak terim,

Jo e} e(O 1) T,, a-mct mertebeden uyumlu Kesirli tiirev ve W(X,O)za(x)

baslangic kosulu olmak {izere uyumlu kesirli Shehu homotopi pertiirbasyon yontemi
(UKSHPY) igindeki ana fikri a¢iklamak igin

10



TwW(xt)+Mw(px,ot)+Nw(px,ot)=f(xt), t>0, n-l<a<n (3.8)

uyumlu zaman-kesirli mertebeden dogrusal olmayan oransal gecikmeli kismi
diferansiyel denklemine uyumlu kesirli Shehu doniistimii uygulanir ve baslangig

kosullar1 kullanilirsa
S s, [w(xt)]- Sw(x0)+ .S, [Mw(px.0t) + Nw(pxoit) — f (x1)]=0  (39)
elde edilir. (3.9) da gerekli islemler yapilirsa
S [W(xt)] —%a(x)+%csa[MW(pix,ait)+ Nw(px,oit) - f (x,t)]=0
elde edilir. Bu son esitlik tekrar diizenlendiginde
S, [ w(xt)] =% (X) == .S, [ Mw(px,ait) + Nw(px,ait) - f (x.t)] (3.10)
bulunur. (3.10) nun her iki yanina ters uyumlu kesirli Shehu doniisiimii uygulanirsa

w(x.t) = A(x,t)—(csa)_l{gcsa IMW(px,0it) + Nw(pix,o-it)]} (3.11)

elde edilir. Burada A(x,t) homojen olmayan terimdir ve baslangi¢ kosullarmmdan

ortaya ¢ikar. Homotopi pertiirbasyon yonteminin uygulanmasiyla
=>p"w,(x,t) (3.12)
elde edilir. Simdi dogrusal olmayan terim

Nw(p,x,01t) = ip"Hn (w) (3.13)

seklinde gosterilsin. Burada H, (w)

formunda tanimhidir. (3.12) ve (3.13) denklemlerinin (3.11) de yerine yazilmasiyla

H, (Wo, W, ...

11



nf;pnwn(x,t): A(xt)

(3.14)

_p{(csa)_l[%°S“{Mipnwn(pix'“it)+ian”(W)H}

n=0 n=0

elde edilir. (3.14) denklemi uyumlu kesirli Shehu doniisimi ve homotopi

pertiirbasyon yonteminin birlesimidir. p nin kuvvetiyle ayni indise sahip olan

katsayilarm karsilastirilmasiyla asagidaki iterasyonlar elde edilir.
p° 1w,y (x,t) = A(X,t),

ptiw, (x,t)= _(csa )_l{%csa [MWO (px,oit)+ HO(W)]},
pz IWZ(X,t) _ _(Csa )—1{5080[ [Mwl(pix,ait)+ Hl(W)]},

p*iw, (X t) = —(cSa )1{2050, I:sz(pix’o-it)+ Hz(W):I}’

Boylece (3.8) denkleminin seri ¢oziimii
w(x,t)= Iirrlipmwm(x,t):Wo(x,t)+wl(x,t)+wz(x,t)+...
P m=0

formunda elde edilir.

12



4. BAZI ORANSAL GECIKMELI UYUMLU KESIRLI
MERTEBEDEN GENELLESTIRILMIS BURGERS
DENKLEMLERI

Bu boliimde oransal gecikmeli uyumlu zaman-kesirli mertebeden genellestirilmis baz1
Burgers denklemlerinin belirli baslangi¢ kosullar1 altinda; uyumlu g-homotopi analiz
doniisiim yontemi (Ug-HADY) ve uyumlu kesirli Shehu homotopi pertiirbasyon
yontemi (UKSHPY) ile ¢oziimleri elde edilecektir.

4.1. Problem-I

Her x,te[0,1] ve 0 <« <1 icin

22

aaw(xlt):azw(x,thaw(x’;j (X t} ! (x.t)

+=wW
ot ox2 ox 2 (4.1)

w(x,0)=x
oransal gecikmeli uyumlu zaman-kesirli mertebeden genellestirilmis Burgers
denklemini ve baslangi¢ kosulunu igeren problemi géz dniine alalim (Sakar vd., 2016).

4.1.1. Problem-1 in Ug-HADY ile Coziimii

(4.1) denklemine baglangic kosulu altinda uyumlu Laplace doniisiimiiniin

uygulanmasiyla

t

e
£a[w(x,t)]:%w(x,0)+%£a 8v(;)((2<,t)+ ax2 W(§,£j+%w(x,t) (4.2)

elde edilir. (4.2) denklemini kullanarak dogrusal olmayan

13



+%¢(X,t;q):|

denklemini tamimlayalim. Onerilen algoritmay1 uygulayarak, m inci basamaktan

deformasyon denklemleri

L[, (xt)—kw, (xt)]=hR, [W, ] (4.3)

seklinde tanimlanir. Burada

njs
ow, x£
1, ]0%w,,(xt) 2772 x t) 1
-=L, ——+ W == [ W (X1)
S OX ) OX 22) 2

dir. (4.3) esitligine ters uyumlu Laplace doniisiimii uygulanmasiyla

w,, (x,t) =k, w, , (x,t)+hg, R, [, , ]} (4.4)

mVm-1
seklinde elde edilir. Baslangi¢ kosulunun kullanilmasiyla ise

Wy (X,t) = X
olarak elde edilir. Wl(X,t) degerini bulmak igin (4.4) denkleminde m=1 alinirsa bu
durumda

Wl(X,t):—hXt;

olur. (4.4) denkleminde m =2 alinirsa WZ(X,t) degeri

a a-1 2a
W, (x,t)=—(n+ h)(hx%} + xhz(2 2“+1J 2ta2

olarak bulunur. Benzer sekilde (4.4) denkleminde m =3 alinirsa W3(X,t) degeri

14



W, (x,t)=— 2:23 [—18[—0{2‘“ - Z?a + %)(n +h)ht* + (21‘“ +647 +487° +1)h2t3“

+24t°a* (n+ h)z}

olarak bulunur. Bu sekilde devam edilirse diger terimler de bulunabilir. Boylece

verilen denklemin Ug-HADY ¢6ziimii

W(x,t)=W0(x,t)+mi;;wm(x,t)(%jm (4.5)

seklinde elde edilir. Eger (4.5) esitliginde ¢ =1, n=1 ve h=1 alinirsa bu durumda

elde edilen

m
mi_;wm (xt)[%)
sonuglart C — oo iken verilen denklemin kesin ¢6ziimii olan
w(x,t) = xe'
ifadesine yakmsar.

4.1.2. Problem-1 in UKSHPY ile Coziimii

(4.1) denklemine uyumlu Shehu déniisiimiiniin uygulanmasiyla ve baslangi¢ kosulu

kullanilarak

t

CSa[W(x,t)]:x%+ECSa aZW(X't)+8w( ’ij(x tj+lw(x,t) (4.6)

s ox? oX 2'2)" 2

elde edilir. (4.6) esitligine ters uyumlu Shehu doniistimii uygulanirsa

au o*w(x,t '2) (xt) 1
wiut) = (5.) o5, TRl — W(?E)tw(“)

elde edilir. Homotopi pertiirbasyon yonteminin uygulanmasiyla

15



MO(X’;) X t
)= w5
awo(x,tj ml(x,tj
H,(w) 2 w(fl}r 2 W(ﬁlj
! OX 2’2 OX \2'2)
6‘W0(x,tj aNl(x,tj awz(x,tj
2 X t 2 x t 2 X t
-5 e a0 0 ),
OX 2 2 OX 2 2 OX 2 2

Buradan da p nin kuvvetiyle ayni indise sahip olan katsayilarin karsilastiriimasiyla

p% W, (X,t) =X, HO(W)=§,

x(2+32% )t?*
, Hz(W):%’

x(2+2%)t*
:wz(x,t):%
X(22+3.2a+l+22a+1+23a)t3a

3.23a+3a3

p°iw, (X t)=

olarak elde edilir. Sonug olarak, UKSHPY i¢in denklem (4.1) in ¢6ziimii

te 2404 t2a (22+3l2a+1+22a+l+23a t3a
W(X’t):X 1+;+( 2a+2022 + 3 %3 3 )

seklinde bulunur.
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4.1.3. Grafikler ve Baz1 Niimerik Degerler

(4.1) ile verilen oransal gecikmeli uyumlu zaman-kesirli mertebeden genellestirilmis
Burgers denklemine iliskin olarak;

Sekil 4.1. de, a =1 i¢in Uq-HADY ¢6ziimii, UKSHPY ¢oziimii, kesin ¢6ziim, Uq-
HADY i¢in mutlak hata ve UKSHPY i¢in mutlak hata grafikleri gosterilmistir.

Sekil 4.1. (a) Ug-HADY ¢oziimii (b) UKSHPY ¢oziimii (c) Kesin ¢oziim (d)
Mutlak hata pay1 ‘Wkesin - WUq_HADY‘ (e)h=-1, n=1, « =1 i¢in Mutlak hata pay1

|ukesin - uUKSHPY| :

Sekil 4.1. de, Ug-HADY, UKSHPY ¢o6zlimlerinin kesin ¢dziime ¢ok iyi yakinsadigi

gorilmiistiir.
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Sekil 4.2. de h=-1, n=1, x=0.5 olmak iizere & nin farkli degerleri i¢in denklem
(4.1) e ait Ug-HADY ¢oziimlerinin ve kesin ¢oziimiiniin karsilastiriimasi ile UKSHPY

¢oziimlerinin ve kesin ¢oziimiiniin karsilastirilmasi gosterilmistir.

® ()

[
o

wxt) w(x.t)

T T T T
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
t t

Exact — alpha=0.72
— alpha=1

alpha=0.58 alpha:l},86| alpha=0.58

— alpha=0.86

Exact — alpha=0.72 alpha=1 |

Sekil 4.2. (&) a nm farkl degerleri igin Ug-HADY ¢6ziimlerinin ve kesin ¢oziimiin
karsilastirilmasi (b) o nin farkli degerleri ve h =—1, n=1, x=0.5 i¢in UKSHPY

¢Oziimlerinin ve kesin ¢oziimiin karsilastirilmasi.

Sekil 4.2. de, Ug-HADY ve UKSHPY ¢o6ziimlerinin « =1 e yaklastik¢a kesin ¢oziime

yakinsadigi goriilmiistiir. Ayrica bu ¢oziimlerin @ =1 i¢in kesin ¢oziimle cakistigi

gorilmiistiir.

Cizelge 4.1. de, =058, a=0.72, «=0.86 ve a =1 degerlerine karsihik UgQ-

HADY ¢6ziimiiyle elde edilen W(X,t) sicakligina ait bazi sayisal degerler verilmistir.

Cizelge 4.1. h=-1, n=1 ve farkli X ve t degerleri ile farkli & degerleri i¢in (4.1)

denkleminin Ug-HADY ¢6ziimiiniin sayisal degerleri

x t a=0.58 a=20.72 a=0.86 a=1
0.25 0.25 0.5596460926 0.4216721924 0.3567107699 0.3209635416
0.50 0.8321510022 0.5924122881 0.4766549579 0.4114583334
0.75 1.1272272560 0.7884373466 0.6210788866 0.5253906249
1.00 1.4474996720 1.0126616460 0.7935251184 0.6666666666
0.50 0.25 1.1192921850 0.8433443848 0.7134215400 0.6419270833
0.50 1.6643020030 1.1848245760 0.9533099160 0.8229166666
0.75 2.2544545150 1.5768746930 1.2421577730 1.0507812500
1.00 2.8949993420 2.0253232910 1.5870502380 1.3333333340
0.75 0.25 1.6789382770 1.2650165760 1.0701323090 0.9628906249
0.50 2.4964530070 1.7772368640 1.4299648740 1.2343750000
0.75 3.3816817710 2.3653120400 1.8632366590 1.5761718760
1.00 4.3424990130 3.0379849390 2.3805753540 2.0000000000
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Cizelge 4.1. de, Ug-HADY ¢oziimiiniin X degeri sabitken t degeri arttik¢a farkli «

degerleri i¢in sayisal degerlerinin degisimi incelenmistir.

Cizelge 4.2. Farkli X ve t degerleri ile farkli & degerleri i¢in (4.1) denkleminin
UKSHPY ¢6ziimiiniin sayisal degerleri

x t a=0.58 a=0.72 a=0.86 a=1
0.25 0.25 0.5596460925 0.4216721923 0.3567107699 0.3209635417
0.50 0.8321510022 0.5924122881 0.4766549580 0.4114583333
0.75 1.1272272570 0.7884373465 0.6210788866 0.5253906250
1.00 1.4474996710 1.0126616460 0.7935251183 0.6666666667
0.50 0.25 1.1192921850 0.8433443848 0.7134215399 0.6419270833
0.50 1.6643020040 1.1848245760 0.9533099160 0.8229166667
0.75 2.2544545150 1.5768746930 1.242157773 1.0507812500
1.00 2.8949993430 2.0253232920 1.587050236 1.3333333330
0.75 0.25 1.6789382780 1.2650165770 1.070132310 0.9628906250
0.50 2.4964530060 1.7772368640 1.429964874 1.2343750000
0.75 3.3816817720 2.3653120400 1.863236659 1.5761718750
1.00 4.3424990130 3.0379849390 2.3805753550 2.0000000000

Cizelge 4.2. de, UKSHPY c¢oziimiiniin X degeri sabitken t degeri arttikca farkhh o

degerleri i¢in sayisal degerlerinin degisimi incelenmistir.

Cizelge 4.3. te, a =1 i¢in Uq-HADY ¢06ziimii, (Sakar vd, 2016) daki kesin ¢6ziim ve

HPY ile ¢6ziimii karsilastirilmistir.

Cizelge 4.3. a =1 i¢in kesin ¢6ziimiin Ug-HADY ve HPY (Sakar vd., 2016) ile

karsilastirilmasi
x t Kesin Cozim Ug-HADY HPY (Sakar vd., 2016)
025 025 0.3210063542 0.3209635416 0.3209635415
025 050 0.4121803178 0.4114583334 0.4114583335
025 075 0.5292500042 0.5253906249 0.5253906250
025 100 0.6795704570 0.6666666666 0.6666666665
050 025 0.6420127085 0.6419270833 0.6419270830
050 050 0.8243606355 0.8229166666 0.8229166670
050 075 1.0585000080 1.0507812500 1.0507812500
050  1.00 1.3591409140 1.3333333340 1.3333333330
075 025 0.9630190628 0.9628906249 0.9628906245
075 050 1.2365409530 1.2343750000 1.2343750000
075 075 1.5877500130 1.5761718760 1.5761718750
075 100 2.0387113710 2.0000000000 2.0000000000
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Cizelge 4.4. te, a =1 i¢in UKSHPY ¢oziimiinii kesin ¢oziimle ve (Sakar vd, 2016)
daki HPY c¢oziimiiyle karsilastirilmasi verilmistir ve bu ¢oziimlerin birbirine yakin

oldugu goriilmiistiir.

Cizelge 4.4. o =1 i¢in kesin ¢6ziimiin UKSHPY ve HPY (Sakar vd., 2016) ile

karsilastirilmast
x t Kesin ¢6ziim UKSHPY (Sakalr'vpd\.(, 2016)
0.25 025 0.3210063542 0.3209635417 0.3209635415
025 0.50 0.4121803178 0.4114583333 0.4114583335
025 0.75 0.5292500042 0.5253906250 0.5253906250
0.25 1.00 0.6795704570 0.6666666667 0.6666666665
0.50 0.25 0.6420127085 0.6419270833 0.6419270830
0.50 0.50 0.8243606355 0.8229166667 0.8229166670
0.50 0.75 1.0585000080 1.0507812500 1.0507812500
0.50 1.00 1.3591409140 1.3333333330 1.3333333330
0.75 0.25 0.9630190628 0.9628906250 0.9628906245
0.75 0.50 1.2365409530 1.2343750000 1.2343750000
0.75 0.75 1.5877500130 1.5761718750 1.5761718750
0.75 1.00 2.0387113710 2.0000000000 20000000000

Cizelge 4.5. te, Ug-HADY, UKSHPY ve HPY ile kesin ¢6zlim arasindaki fark mutlak
hata olarak hesaplanmistir. Ug-HADY, UKSHPY ve HPY i¢cin mutlak hata, Cizelge

4.5. te gosterildigi gibi hemen hemen ayni oldugu goriilmiistiir.

Cizelge 4.5. a =1 i¢in Ug-HADY, UKSHPY ve HPY (Sakar vd., 2016) arasindaki mutlak

hata pay1
t
X
0.025 0.050 0.075 0.1

Ug-HADY ~ 0.25 4.10x107° 6.570x107° 3.3460x1077 1.0629x107¢
UKSHPY 4.20x107° 6.570x107° 3.3470x1077 1.0628x107¢
HPY 4.20x10° 6.550x107° 3.3480x1077 1.0630x107¢
Ug-HADY ~ 0.50 8.40x10° 1.313x1077 6.6930x1077 2.1256x107¢
UKSHPY 8.40x10° 1.313x1077 6.6930x1077 2.1257x107¢
HPY 8.50x10° 1.310x1077 6.6950x1077 2.1260x107¢
Uq-HADY ~ 0.75 1.27x1078 1.970x1077 1.0038x107¢ 3.1885x107¢
UKSHPY 1.27x1078 1.970x1077 1.0038x107¢ 3.1885x107¢
HPY 1.28x1078 1.965x1077 1.0042x10°6 3.1890x107¢
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4.2. Problem-I11

Her x,te[0,1] ve 0<«a <1 icin

4.7
w(x,0) = x?

oransal gecikmeli uyumlu zaman-kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemini ve

baslangi¢ sartini igeren problemi géz 6niine alalim. (Sakar vd., 2016)

4.2.1. Problem-11 nin Ug-HADY ile Coziimii

(4.7) denklemine baslangic kosulu kullanilarak uyumlu Laplace doniisimiiniin

uygulanmastyla

L, [W(X,t)] = }w(x,0)+lﬁa

s S OX?

elde edilir. (4.8) denklemini kullanarak dogrusal olmayan

N[p(xtq) |=£,[o(xtq) ] —%xz —%ﬁa qu(x,%;qj —p(x,tq)

denklemini tanimlayalim. Onerilen algoritmay:r uygulayarak, m inci basamaktan

deformasyon denklemleri

m"'m-1

L[ w, (x.t)—kow,  (x.t) |[=hR [W ] (4.9)

seklinde tanimlanir. Burada

Rl ] 2, [ (00)] {152 |2

nj,s
t
o°w, (x j
l m-1 r '2 t
_; (7] ; 8X2 mlr(x’ij_'_wml(x’t)
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dir. (4.9) esitligine ters uyumlu Laplace doniisiimii uygulanmasiyla

w,, (x,t) =k, w, , (x,t)+hg, R, [, ]} (4.10)

m"'m-1

elde edilir. Baslangi¢c kosulunun kullanilmasiyla

W (X,t) =X

elde edilir. Wl(X,t) degerini bulmak igin (4.10) denkleminde m=1 alinirsa bu

durumda

wl(x,t):—hng

elde edilir. (4.10) denkleminde m = 2 alinirsa W2(X,t) degeri

ta 4_2a t2a
t)=— h)| hx? — 2h?
W, (x,t)=—(n+ )( X a]+x ( > jZaz

olarak bulunur. Benzer sekilde (4.10) denkleminde m =3 alinirsa WS(X,t) degeri

-a _1 2a
o _3(2 8j(n+h)hat

a2 2
w,(x,t) = o > +8-at3ah2+w

olarak bulunur. Bu sekilde devam edilirse diger terimler de bulunabilir. Boylece

verilen denklemin Ug-HADY ¢6ziimii

W(x,t)=W0(x,t)+mi;wm(x,t)(%jm (4.11)

olarak elde edilir. Eger (4.10) esitliginde « =1, n=1 ve h =-1 alinirsa bu durumda

elde edilen

C 1 m
dw, (x,t)[—j
m=1 n
sonuglart C — oo iken verilen denklemin kesin ¢6ziimii
w(x,t) = x’

ifadesine yakinsar.

22



4.2.2. Problem-11 nin UKSHPY ile Coziimii

(4.7) denklemine baslangic kosulu kullanilarak uyumlu Shehu doniisiimiiniin

uygulanmastyla

S, [w(xt)]= %xz +%CSQ — W

elde edilir. (4.12) esitligine ters uyumlu Shehu dontisiimii uygulanirsa

Mw(x,ij—w(x,t)

W(X,t):XZ-i-(CSa)_l %csa v

elde edilir. Homotopi pertiirbasyon yonteminin uygulanmasiyla

Zp w, (%)= X +p{(c a)l{zc {ip H, {Zp o (1) HH

elde edilir. Boylece H,, (W) nin ilk birkag bileseni asagidaki gibidir.

o Zzhgey

p° W, (X,t) =7, H, (W) =2x7,

pl:Wl(X’t):XZt_’ H, (w) = ’
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X2 (4—27 )t 16x%t
pz:Wz(X't):%1 Hz(W):W’

X* (24— 4.2% 4 2% )t

3.23a+la3

p’ 3W3(X’t) =

elde edilir. Sonug olarak, UKSHPY i¢in denklem (4.7) nin ¢oziimii

o I 124 2a 4_ 20 3u 34
w(x,t) =X 1+t_+(4 2)t +(2 4.2°% 42 )t

a 2a+1a2 3.23a+1a3

seklinde bulunur.
4.2.3. Grafikler ve Baz1 Niimerik Degerler

(4.7) ile wverilen oransal gecikmeli uyumlu zaman-kesirli mertebeden kismi
diferansiyel denklemine iligskin olarak (Sakar vd., 2016);
Sekil 4.3. te, a =1 oldugunda (4.7) ile verilen denklemin kesin ¢oziimiiniin, Uq-

HADY ¢6ziimiiniin, UKSHPY ¢6ziimiiniin, Ug-HADY i¢in mutlak hatanin ve
UKSHPY i¢in mutlak hatanin grafikleri gosterilmistir.

Sekil 4.3. (a) Ug-HADY ¢oziimii (b) UKSHPY ¢oziimii () Kesin ¢oziim (d) Mutlak
hata pay1 ‘Wkesin — WUq_HADY‘ (e)h=-1, n=1, =1 i¢in Mutlak hata pay1

|ukesin - uUKSHPY | .

24



Sekil 4.3. (a) Ug-HADY ¢6ziimii (b) UKSHPY ¢oziimii (c) Kesin ¢oziim (d) Mutlak
hata pay1 |Wkesin - WUq_HADY| (e)h=-1, n=1, « =1 i¢in Mutlak hata pay1

|ukesin - uUKSHPY| .(devami)

Sekil 4.4. te, gesitli « degerleri i¢in (4.7) ile verilen denklemin Ug-HADY ve

UKSHPY ¢06ziimiiniin davranis1 gosterilmistir.

(@) (b)
400

400

300

wixt) w(t) 200
200

L] T T T T d 0 T T T T J
0 2 4 6 8 10 a 2 4 6 8 10
t t

Exact alpha=0.58 alpha=0.72 — alpha=1 Exact — alpha=0.72 alpha=0.58 alpha=1
— alpha=0.86 — alph==0.86

Sekil 4.4 (a) o nm farkli degerleri igin Ug-HADY ¢6ziimlerinin ve kesin ¢éziimiin
karsilagtirilmasi (b) @ nin farkli degerleri ve h=-1, n=1, x=0.5i¢in UKSHPY

¢Ozlimlerinin ve kesin ¢dziimiin karsilastirilmasi.

Cizelge 4.6., (4.7) ile verilen denklem igin farkli & =0.58,  =0.72, « =0.86 ve
a =1 degerleri igin Ug-HADY ile elde edilen w(x,t) sicakligma ait sayisal veriler

gosterilmistir.
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Cizelge 4.6. h=-1, n =1 ve farkli X ve t degerleri ile farkli & degerleri igin (4.7)

denkleminin Ug-HADY ¢6ziimiiniin sayisal degerleri

x t a=0.58 a=0.72 a=0.86 a=1
0.25 0.25 0.1648194122 0.1111928264 0.09047262722 0.0804036458
0.50 0.2808111960 0.1692915562 0.1253087786 0.1041666666
0.75 0.4202222715 0.2436397434 0.1711188328 0.1357421874
1.00 0.5816624291 0.3353252558 0.2298608781 0.1770833334
0.50 0.25 0.6592776490 0.4447713057 0.3618905088 0.3216145834
0.50 1.1232447840 0.6771662248 0.5012351148 0.4166666666
0.75 1.6808890850 0.9745589741 0.6844753311 0.5429687500
1.00 2.3266497160 1.3413010230 0.9194435124 0.7083333334
0.75 0.25 1.4833747100 1.0007354380 0.8142536449 0.7236328126
0.50 2.5273007640 1.5236240050 1.127779008 0.9375000000
0.75 3.7820004430 2.1927576920 1.540069495 1.2216796870
1.00 5.2349618610 3.0179273020 2.068747902 1.5937500000

Cizelge 4.7., Farkh o =0.58, ¢ =0.72, « =0.86 ve a =1 degerleri igin UKSHPY

¢Ozlimii ile elde edilen W(X,t) sicakligma ait sayisal veriler gosterilmistir.

Cizelge 4.7. Farkli X ve t degerleri ile farkli & degerleri i¢in (4.7) denkleminin
UKSHPY ¢o6ziimiiniin sayisal degerleri

x t a=0.58 a=0.72 a=0.86 a=1
0.25 0.25 0.1568008432 0.1091969740 0.08992121464 0.0802408854
0.50 0.2540263556 0.1603717952 0.1220116639 0.1028645833
0.75 0.3659862465 0.2222251252 0.1617335037 0.1313476562
1.00 0.4921916428 0.2954615189 0.2101461204 0.1666666667
0.50 0.25 0.6272033731 0.4367878960 0.3596848585 0.3209635417
0.50 1.0161054230 0.6414871809 0.4880466560 0.4114583333
0.75 1.4639449850 0.8889005011 0.6469340150 0.5253906250
1.00 1.9687665710 1.1818460750 0.8405844816 0.6666666667
0.75 0.25 1.4112075890 0.9827727661 0.8092909317 0.7221679688
0.50 2.2862372010 1.4433461570 1.0981049760 0.9257812500
0.75 3.2938762180 2.0000261280 1.4556015340 1.1821289060
1.00 4.4297247850 2.6591536700 1.8913150830 1.5000000000

Cizelge 4.8. de, a =1 i¢in Uq-HADY ¢6ziimii, kesin ¢6ziim ve (Sakar vd., 2016) daki

HPY ¢o6ziimii karsilastirilmistir.
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Cizelge 4.8. o =1 i¢in kesin ¢6ziimiin Ug-HADY ve HPY (Sakar vd., 2016) ile

karsilastirilmast
x t Kesin ¢ozim Uq — HADY HPY (Sakar vd.,2016)
0.25 0.25 0.0802515885 0.0804036458 0.0824381510
0.50 0.1030450794 0.1041666666 0.1126302084
0.75 0.1323125011 0.1357421874 0.1555175781
1.00 0.1698926142 0.1770833334 0.2135416666
0.50 0.25 0.3210063542 0.3216145834 0.3297526040
0.50 0.4121803178 0.4166666666 0.4505208335
0.75 0.5292500042 0.5429687500 0.6220703125
1.00 0.6795704570 0.7083333334 0.8541666665
0.75 0.25 0.7222642971 0.7236328126 0.7419433590
0.50 0.9274057149 0.9375000000 1.0136718750
0.75 1.1908125100 1.2216796870 1.3996582030
1.00 1.5290335280 1.5937500000 1.9218750000

Cizelge 4.9. a =1 i¢in UKSHPY ¢oziimiinii hem kesin ¢dziimle hem de (Sakar vd,
2016) daki HPY ¢oziimiiyle karsilastirilmstir.

Cizelge 4.9. o =1 i¢in kesin ¢oziimiin UKSHPY ve HPY (Sakar vd., 2016) ile

karsilastirilmasi
x t Kesin ¢oziim UKSHPY HPY (Sakarvd.,2016)
0.25 0.25 0.0802515885 0.0802408854 0.0824381510
0.50 0.1030450794 0.1028645833 0.1126302084
0.75 01323125011 0.1313476562 0.1555175781
1.00 0.1698926142 0.1666666667 02135416666
0.50 0.25 0.3210063542 0.3209635417 0.3297526040
0.50 0.4121803178 04114583333 0.4505208335
0.75 0.5292500042 0.5253906250 0.6220703125
1.00 06795704570 0.6666666667 0.8541666665
0.75 0.25 0.7222642971 07221679688 07419433590
0.50 09274057149 0.9257812500 1.0136718750
0.75 1.1908125100 1.1821289060 1.3996582030
1.00 1.5290335280 1.5000000000 1.9218750000

Cizelge 4.10., Ug-HADY, UKSHPY ve HPY arasindaki mutlak hata paymi
gostermektedir. Cizelge 4.10. da Onerilen yontemlerin HPY den c¢ok daha kiigiik

hatalar iirettigi gozlemlenmistir.

27



Cizelge 4.10. « =1 i¢cin Ug-HADY, UKSHPY ve HPY (Sakar vd., 2016) arasindaki

mutlak hata pay1
t
X
0.025 0.050 0.075 0.1
Ug-HADY  0.25 1.61x1077 1.28x107¢ 4.31x107¢ 1.01x10°5
UKSHPY 1.05x107° 1.64x1078 8.36x1078 2.65x1077
HPY 1.97x1075 8.00x1075 1.82x107* 3.27x107*
Ug-HADY  0.50 6.46x1077 5.14x1076 1.72x10° 4.06x1075
UKSHPY 4.20x107° 6.57x1078 3.34x1077 1.06x10°
HPY 7.90x1075 3.20x10* 7.29x107* 1.31x1073
Ug-HADY  0.75 1.27x1078 1.15x10°° 3.87x107° 9.13x10*
UKSHPY 1.27x1078 1.47x1077 7.52x1077 2.39x107°
HPY 1.28x1078 7.20x107* 1.64x1073 2.95x1073

4.3. Problem-I11

Her x,te[0,1] ve 0<«a <1 icin

, (Xt X t
ow(xt)_° W(Z’Z) aW(Z'ZJ _Lawlxt) i)
ata axz aX 8 OX , (413)

w(x,0) = x

baslangi¢ kosulunu igeren oransal gecikmeli uyumlu zaman-kesirli mertebeden

Burgers denklemini géz oniine alalim. (Singh & Kumar, 2017)

4.3.1.Problem-111 iin Ug-HADY ile Coziimii

(4.13) denklemine uyumlu Laplace doniisiimiiniin uygulanmasiyla ve baslangi¢ kosulu

kullanilarak

52W(X t) &N(X tj
za[w(x,t)]zéw(x,o)%ca ax22 2 ai 2 —%awé;(’t)—w(x,t) (4.14)

elde edilir. (4.14) denklemini kullanarak dogrusal olmayan
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N [Co(x’tiq)]Zﬁa[co(x,t;q)]—%xz —éza GZW(;,;;q) m(;’;;q)

S )|

denklemini tanimlayalim. Onerilen algoritmay:1 uygulayarak, m inci basamaktan

deformasyon denklemleri

L[ w, (x.t)—kow,  (x.t) [ =hR [W, ] (4.15)

m"'m-1

seklinde tanimlanir. Burada

R (W] =L, [ W, (xt)] —(1_‘%“}%)(2
, (xt X t
V., mia w, (2’2} ow, (2’2) CLow,,(xt) w (1)
s & e X 8  ox MR
dir. (4.15) esitligine ters uyumlu Laplace doniisiimii uygulanmasiyla
w, (x,t)=kw, , (xt)+hs, R [, ]! (4.16)

elde edilir. Baslangi¢ kosulunun kullanilmasiyla

W (X,t) =X

elde edilir. Wl(X,t) degerini bulmak igin (4.16) denkleminde m=1 almirsa bu
durumda

Wl(x,t):hxzt;

elde edilir. (4.16) denkleminde m =2 alinirsa W, (X,t) degeri

t* X X %
W, (x,t)=(n+ h)(hngJ— h2(2.2“ " XZJ o

olarak bulunur. Benzer sekilde diger terimler elde edilebilir. Boylece denklemin Ug-
HADY c¢oziimii
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W(X,t):WO(X,t)+§;Wm(X,t)(%jm (4.17)

olarak elde edilir. Eger (4.17) esitliginde « =1, n=1 ve h=-1 alinirsa bu durumda

- 1Y . o
elde edilen >'w, (x,t)(—) sonuglar1 C — oo iken denklemin kesin ¢oziimii
n

m=1

w(xt)=x%"
ifadesine yakmsar.
4.3.2. Problem-111 iin UKSHPY ile Coziimii

(4.13) denklemine uyumlu Shehu doniisiimiiniin uygulanmasiyla ve baslangi¢ kosulu

kullanilarak

t X t
azw(x j 8w( j
u u 2'2 2'2) 1ow(xt
CSa[W(x,t)]:gx2+§CSa PV - 2 (gx )—W(X,t) (4.18)

elde edilir. (4.18) esitligine ters uyumlu Shehu doniisiimii uygulanirsa

1)U o GZW(;;jaw(;,;}_law(x’t)—w(x,t)

D=x*+(.S,) 1—
w(xt) X+(° “) st ox? X 8 ox

elde edilir. Homotopi pertiirbasyon yonteminin uygulanmasiyla

S n)= o[£ SprHo - 5 2L

—gpmwm (X’t)m

elde edilir. Boylece H,, (W) nin ilk birkag bileseni asagidaki gibidir:

52\,\,0 5,1 aWO l,i
B 2'2 2'2

ox? oX '
wfpd)olsd) (s
2 2 22 22 22
Hl(W): 2 + 2 J
OX OX OX OX
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(5 Im(3) (58] o
H 22 2 2 22 22 2 2 22
2 (w)= +

ox* OX ox? OX ox* OX

t2* h2( 1 1 x) t*
2w, (x,t)==h? X —ﬁ—xzj—, H.(w :__( ____]_
P w, (x.1) (2.20’ 4 20 2 (W) 2142 8 2)2%"y?

. xt>* N h®  xt*
22a+2a2 2 220{+3a2

elde edilir. Sonug olarak, UKSHPY igin denklem (4.13) iin ¢6ztimii

a 2a
W(X’t)=X2‘X2t__h2(2);a _g_szzt 2
(04 4 o

seklinde verilir.

4.3.3. Grafikler ve Bazi1 Niimerik Degerler

(4.13) ile verilen oransal gecikmeli uyumlu zaman-kesirli mertebeden genellestirilmis

Burgers denklemine iliskin olarak;

Sekil4.5. te Ug-HADY, kesin ¢6ziim ve mutlak hata pay1 grafiklerini gosterilmektedir.

i
iyl
il

L/

il by

g
S

Sekil 4.5. (a) Ug-HADY ¢oziimii (b) Kesin ¢6ziim (¢) h=-1, n=1, =1 i¢in
Mutlak hata pay1 ‘Wkesin - WUq_HADY‘ .

Sekil 4.6. da UKSHPY, kesin ¢6ziim ve mutlak hata pay1 grafikleri gosterilmektedir.
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@ ®

Sekil 4.6. () UKSHPY ¢6ziimii (b) Kesin ¢6ziim (C) o =1 i¢in Mutlak hata pay1

|Wkesin — WoksHpy |

Sekil 4.7. de Ug-HADY, UKSHPY nin grafiklerinin karsilastirilmas: ve farkli o

degerleri igin kesin ¢oziimleri gosterilmektedir.

60 60
50+
404 404
w59 30

(x8 304

20

x x
Exact — alpha=0.72 alpha=0.58 alpha=1 Exact — alpha=0.72 alpha=0.58 alpha=1
—— alpha=0.86 —— alpha=0.86

Sekil 4.7. (a) a nin farkli degerleri igin Ug-HADY ¢6ziimlerinin ve kesin ¢éziimiin
karsilagtirilmasi (b) « nin farkli degerleri ve h=-1, n=1, t=0.5i¢in UKSHPY

¢Ozlimlerinin ve kesin ¢6ziimiin karsilastirilmasi.

Cizelge 4.11. de (4.13) ile verilen oransal gecikmeli uyumlu zaman-kesirli mertebeden
genellestirilmis Burgers denkleminin o =1 i¢in Ug-HADY, UKSHPY ve KViY

arasindaki mutlak hata paymin karsilastirilmas: gosterilmistir.
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Cizelge 4.11. « =1 olmak tizere (4.13) denklemi i¢in Ug-HADY, UKSHPY ve
KVIY (Singh & Kumar, 2017) arasindaki mutlak hatanin karsilastiriimasi

* 0.025 0.050 0.075 0.1
Ug-HADY  0.25 1.0x 107° 1.6 x 1078 8.1x 1078 2.5x1077
UKSHPY 1.0x 107° 1.6 x 1078 8.1x 1078 2.5x1077
KViY 5.8x 1075 23%x107* 53x107* 9.4 x107*
Ug-HADY  0.50 4.0 x 107° 6.4 x 1076 3.2x1077 1.0 x 1076
UKSHPY 4.0 x 107° 6.4 x 1076 3.2x1077 1.0 x 1076
KViY 23x107* 9.4 x 10™* 2.1x1073 3.7%x1073
Ug-HADY  0.75 9.1x 107° 1.4 x 1077 73 x1077 2.2x1076
UKSHPY 9.1x 107° 1.4 x 1077 7.3 x1077 2.2x1076
KViY 52x107* 2.1x1073 4.7 x 1073 8.5x 1073

Cizelge 4.11. den énerilen yontemlerin KVIY ile ayni, hatta daha iyi sonuglar verdigi

gbzlemlenmistir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde, oransal gecikmeli uyumlu zaman-kesirli mertebeden genellestirilmis
Burgers denklemlerinin uyumlu g-homotopi analiz doniisim yontemi (Ug-HADY) ve
uyumlu kesirli Shehu homotopi pertiirbasyon yontemi (UKSHPY) ile ¢oziimleri
verilmistir. Ayrica bu denklemlerin farkli @ degerleri i¢in ¢6ziim grafikleri MAPLE
programi aracigiyla elde edilmistir.

Sekil 4.1. de, a =1 i¢in Uq-HADY ¢6ziimii, UKSHPY ¢oziimii, kesin ¢6ziim, Uq-
HADY i¢in mutlak hata ve UKSHPY i¢in mutlak hata grafikleri gosterilmistir.

Sekil 4.2. de h=-1, n=1, x=0.5 olmak iizere & nin farkli degerleri i¢in denklem
(4.1) e ait Ug-HADY ¢oziimlerinin ve kesin ¢oziimiiniin karsilastirilmasi ile UKSHPY
¢Oziimlerinin ve kesin ¢éziimiiniin karsilastirilmasi gosterilmistir.

Cizelge 4.1. de, =058, a=0.72, «=0.86 ve a =1 degerlerine karsilik Ug-

HADY ¢6ziimiiyle elde edilen W(X,t) sicakligina ait bazi sayisal degerler verilmistir.

Cizelge 4.2. de, =058, a=0.72, =086 ve a=1 degerlerine karsilik
UKSHPY tarafindan elde edilen W(X,t) sicakligina ait bazi sayisal degerler
verilmistir.

Cizelge 4.3. te, a =1 i¢in Uq-HADY ¢6ziimii, (Sakar vd, 2016) daki kesin ¢6ziim ve

HPY ile ¢6ziimii karsilastirilmistir.

Cizelge 4.4. te, a =1 i¢in UKSHPY ¢6ziimiinii kesin ¢6ziimle ve (Sakar vd, 2016)

daki HPY c¢oziimiiyle karsilastirilmasi verilmistir.

Cizelge 4.5. te, Ug-HADY, UKSHPY ve HPY ile kesin ¢6zlim arasindaki fark mutlak
hata olarak hesaplanmistir. Ug-HADY, UKSHPY ve HPY i¢in mutlak hata, Cizelge
4.5. te gosterildigi gibi hemen hemen aynidir.

Sekil 4.3. te, @ =1 oldugunda (4.7) ile verilen denklemin kesin ¢6ziimiiniin, Uq-
HADY ¢o6ziimiiniin, UKSHPY ¢6ziimiiniin, Ug-HADY i¢in mutlak hatanin ve
UKSHPY i¢in mutlak hatanin grafikleri gosterilmistir.
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Sekil 4.4. te, gesitli « degerleri icin (4.7) ile verilen denklemin Ug-HADY ve

UKSHPY ¢06ziimiiniin davranigi gosterilmistir.

Cizelge 4.6., (4.7) ile verilen denklem i¢in farkli & =0.58, ¢ =0.72, « =0.86ve a =1

degerleri igin Uq-HADY ile elde edilen w(x,t) sicakligina ait sayisal verileri gosterir.

Cizelge 4.7., Farklih ¢ =0.58, ¢ =0.72, « =0.86 ve a =1 degerleri igin UKSHPY

¢oziimii ile elde edilen w(x,t) sicakligina ait sayisal verileri gosterir.

Cizelge 4.8. de, a =1 i¢in Ug-HADY ¢06ziimii, kesin ¢6ziim ve (Sakar vd., 2016) daki
HPY ¢oziimii karsilagtirilir.

Cizelge 4.9. a =1 i¢in UKSHPY ¢oziimiinii hem kesin ¢dziimle hem de (Sakar vd,
2016) daki HPY ¢oziimiiyle karsilastirir.

Cizelge 4.10., Ug-HADY, UKSHPY ve HPY arasindaki mutlak hata paym
gostermektedir. Cizelge 4.10. da Onerilen yontemlerin HPY den ¢ok daha kiigiik

hatalar tirettigi gézlemlenmistir.
Sekil 4.5. te Ug-HADY, kesin ¢6ziim ve mutlak hata pay1 grafiklerini gosterilmektedir.
Sekil 4.6. da UKSHPY, kesin ¢6ziim ve mutlak hata pay1 grafikleri gosterilmektedir.

Sekil 4.7. de Ug-HADY, UKSHPY nin grafiklerinin karsilastirilmas1 ve farkli o

degerleri igin kesin ¢oziimleri gosterilmektedir.

Cizelge 4.11. de (4.13) ile verilen oransal gecikmeli uyumlu zaman-kesirli mertebeden
genellestirilmis Burgers denkleminin o =1 i¢in Ug-HADY, UKSHPY ve KViY
arasindaki mutlak hata paymnm karsilastirilmas: gosterilmistir. Cizelge 4.11. de

onerilen yontemlerin KVIY ile ayn1 ve hatta daha iyi sonuglar1 verdigi gézlemlendi.

Problem I-1I-1IT igin ¢izdirilen iki ve ti¢ boyutlu grafiklerden Ug-HADY, UKSHPY
coziimlerinin kesin ¢ozlimlere ¢ok iyi yakinsadigi goriilmiistiir. Bu problemler i¢in
olusturulan ¢izelgelerde sayisal sonuclarin x degeri sabit oldugunda t degerinin
artigina gore degisimlerini gosterilmistir. Cizelge 4.4., 4.5., 4.8., 4.9. ve 4.11. de
Onerilen metotlar ile kesin ¢0ziim arasindaki mutlak hatanin ¢ok kiiciik oldugu
goriilmiistiir. Dogrusal olmayan uyumlu zaman-kesirli mertebeden kismi diferansiyel
denklemlerin oransal gecikme ile ¢6ziimii i¢in yeni Onerilen yontemlerin hem yararl

hem de verimli oldugu sdylenebilir.
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